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Twierdzenie (nier6wno$é Cauchy’ego-Schwarza):  dla dowolnych zmiennych losowych X Y
zachodzi: )

(E(XY))” < B(X*)E(Y?),
Przy czym réwnosé zachodzi wtedy 1 tylko wtedy gdy X 1Y sq swoimi wielokrotnosciami, tzn. X = cY
lubY = cX dla c e R.
Dowéd: Dowdd przeprowadzimy osobno w dwéch przypadkach: (1) gdy E(Y?) = 0; (2) gdy E(Y?) > 0.

1. Zauwazmy, ze jedli E(Y?) = 0, to znaczy, ze
0 = BYY) = TP =y,
y

Poniewaz wszystkie elementy sumy po prawej stronie sa nieujemne, réwnosé ta bedzie spelniona
tylko wtedy, gdy 32 = 0 dla wszystkich y (takich, ze P(Y = y) > 0). Oznacza to, ze zmienna Y
jest stala réwna zero!. Tym samym XY = 0 oraz Y2 = 0, a wiec: E(XY) =01 E(Y?) =0, wigc
nier6wno$¢ Cauchy’ego-Schwarza jest spelniona jako réwnosé. Poniewaz mozemy zapisaé wtedy
Y =0- X, jest to przypadek kiedy Y jest (trywialna) wielokrotnoscia X.

2. Zalézmy teraz, ze E(Y?) > 0. Rozwazmy zmienng losowa Z = X — \Y dla pewnego A # 0, ktére
ustalimy pézniej. Mamy oczywiscie E(Z?) > 0, poniewaz Z2 przyjmuje tylko wartosci nieujemne.
Tym samym:

0 < E(Z?) = E(X?) -2 \E(XY)+ NE(Y?) (1)
Przyjmijmy teraz A = %(L}Z)) Prawa strona nieréwnosci (1) przyjmie wtedy postaé:
2y, BXY) (BXY)” oo poyry o (BOYV))®  (B(XY)”
E(X?) 2E(Y2) E(XY)+ (E(Y2))2 EY®) = E(X°)-2 YY) + (YY)
2y (EXY))’
- P T
Z (1) wynika wiec, ze: ,

lub przemnazajac obie strony przez E(Y?):
E(X*)EY?) - (B(XY))’ >0 =  (B(XY))’<EX)EY?).

To dowodzi nier6wnosci Cauchy’ego-Schwarza. Na koniec zauwazamy, ze jedyna nieréwnosé, jaka
tutaj zastosowaliémy to F(Z2) > 0. Nieréwno$é ta spelniona jest jako réwnosé E(Z2) = 0 wtedy i
tylko wtedy gdy P(Z = 0) = 1, tzn. Z jest stala réwna zero. Ale poniewaz Z = X — \Y', zachodzi
to wtedy i tylko wtedy gdy X =AY, tzn. X i Y sg swoimi wielokrotno$ciami.

1Sciglej: Y jest réwne zero z prawdopodobieristwem 1, tzn. P(Y = 0) = 1. Y moze przyjaé¢ inng warto$é niz zero, ale
musi to mie¢ wtedy prawdopodobienstwo réwne zero. Te subtelno$¢ matematyczna pomijamy



