Metody probabilistyczne
Rozwigzania zadan

6. Momenty zmiennych losowych

25.11.2020

Zadanie 1. Pokaz, ze jesli X ~ B(n,p) to EX = np.

Odpowiedz: X przyjmuje wartosci w zbiorze {0,1,...,n} z prawdopodobiefistwami zadanymi wzorem
P(X =k) = (})p*(1 — p)»~". Korzystajac z definicji wartoéci oczekiwanej:
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gdzie w (*) obnizyliémy indeks sumowania (z k na k — 1), a réwno$¢ oznaczona przez (1) wynika z tego,
ze kazdy element sumy to prawdopodobienstwo k sukceséw w n — 1 prébach, stad suma po wszystkich
mozliwych k (od 0 do n — 1) musi daé tacznie 1.

Zadanie 2*. Pokaz, ze jesli X ~ NB(r,p) to EX = ;£
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Odpowiedz: Zmienna X € {0,1,2,...} ma rozklad ujemny dwumianowy N B(r,p) jesli:
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Liczymy wartosé oczekiwana:
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gdzie opuscilidmy sktadnik sumy dla k = 0 (réwny zero). Zauwazmy, ze:
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Wracajac do (1), mamy:
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gdzie ostatnia rowno$é¢ wynika ze zmiany indeksu sumowania z k na k — 1. Czym jest suma otrzymana
w ostatnim wyrazeniu? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie zauwazmy, ze Y ma rozktad NB(r + 1, p) jesli:
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A wigc ostatnia suma w (2) jest po prostu réwna:
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Czyli EX = co nalezalo dowies¢.

Zadanie 3. Pokaz, Ze jesli X ~ Pois(\) to EX = A
Odpowied?: Zmienna X € {0,1,2,...} ma rozklad Poissona Pois()), jesli:

Liczymy wartos¢ oczekiwana:
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gdzie w (a) opuscili$émy skladnik sumy dla & = 0 (réwny zero), w (b) zmienilidmy indeks sumowania z
k na k — 1, a ostatnia suma wynosi 1, poniewaz jest to suma prawdopodobienstw wszystkich mozliwych
wynikéw zmiennej losowej X.



Zadanie 4. Pokaz, Ze dla dyskretnej zmiennej losowej X € X i funkcji g: X — Y zachodzi:

Odpowied?: Zdefiniujmy zmienng losowa Y = ¢g(X). Z definicji wartosci oczekiwanej:
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natomiast z definicji rozkladu funkcji zmiennej losowej mamy:
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gdzie ostatni krok wynika z faktu, ze Zyey > , to po prostu suma po wszystkich z € X.
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Zadanie 5. Pokaz, ze dla dowolnych funkcji g1,...,gn:

E(qu(X) +.. 4+ gu(X)) = E(i(X)) + ...+ B(gu(X))

Odpowiedz: Zdefiniujmy sobie funkcje g(X) = g1(X) +g2(X) + ...+ gn(X). Uzywajac wzoru na wartosé
oczekiwana funkcji zmiennej losowe;j:
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mamy:
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Zadanie 6. Pokaz, ze jesli X ~ Pois(\), to D*(X) = \. Wykorzystaj fakt, e EX = X i uzyj wzoru
skroconego mnozenia dla wariancyi.

Odpowiedz: Jesli X ~ Pois()), to rozklad X jest dany wyrazeniem:
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X €{0,1,...}.
Wykorzystujac wzér skroconego mnozenia dla wariancji oraz fakt, ze FX = X\ mamy:

D*(X) = E(X?) - (EX)? = E(X?) -2



Musimy wiec tylko policzy¢ E(X 2):
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gdzie w (x) obnizyliémy indeks sumowania (z k na k — 2), a w réwnosci oznaczonej (f) wykorzysta-
lismy fakt, ze elementy sumy to prawdopodobiefistwa postaci P(X = k) dla wszystkich mozliwych
ke€{0,1,2,...}, stad suma daje warto$é réwna 1.

Zadanie 7*. Pokaz, ze dla rozktadu geometrycznego:
P(X=k) = (1—-p)F1p, k=1,2,...

wariancja wynosi D?(X) = 1p_gp

Odpowiedz: Jeden sposéb zostal pokazany na wykladzie. Tutaj rozwazymy inny sposéb, w ktérym bezpo-
$rednio bedziemy prébowali policzy¢ nieskoniczone sumy wykorzystujac wiedze z matematyki dyskretnej.
Wiemy, ze wartosé¢ oczekiwana w rozkladzie geometrycznym wynosi EX = %. Wykorzystujac wzér skré-
conego mnozenia dla wariancji:

D*(X) = E(X?) - (EX)® = E(X?) —I%, 3)
Musimy tylko policzy¢ E(X 2):

B(X?) = Y KP(X =k = > K(1-p""p
k=1 k=1
Rozwazmy funkcje g(p) okreslona wyrazeniem:
gp) = D> _(1—pF* (4)
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Mozemy wyznaczyé wartosé g(p) jako sume nieskoniczonego szeregu geometrycznego a + ar + ar® + ...
o wyrazie poczatkowym a = (1 — p)? i ilorazie r = (1 — p):
a 1-p? _(1-p)?
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Policzmy pierwsza i druga pochodna g(p). Mozemy wykorzysta¢ wyrazenie (4):
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Z drugiej strony, korzystajac z wyrazenia (5), mamy:
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Tym samym:
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Zadanie 8*. Pokaz, ze dla rozkltadu dwumianowego:

n

P(X =k) = (k)pk(lp)"k, k=0,1,...,n

wariancja wynosi D*(X) = np(1 — p)

Odpowiedz: Wiemy, ze warto$¢ oczekiwana w rozktadzie dwumianowym wynosi EX = np. Wykorzystujac
wzor skroconego mnozenia dla wariancji:

D*(X) = E(X?) - (EX)® = E(X?) —n2p?, (6)



musimy tylko policzyé¢ F (X 2):

E(X?) = Y kP(X =k)
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= n(n—1)p°+np = n’*p* —np” + np,

gdzie ostatnia z sum rowna jest jeden, poniewaz jest to suma prawdopodobienstw wszystkich mozliwych
wynikéw zmiennej o rozkladzie dwumianowym B(n — 2,p). Uzywajac (6) otrzymujemy:

D*(X) = E(X?) —n?p® = n’p> —np® +np—n?p® = np—np® =

Zadanie 9. Pokaz, ze jedli E(X?) =0, to X ma rozklad jednopunktowy w zerze.

Odpowiedz: Mamy:
0 = B(X?) = ) 2°P(X =ux),

np(l —p).

Poniewaz wszystkie elementy sumy po prawej stronie sa nieujemne, réwnosé ta bedzie speliona tylko
wtedy, gdy 22 = 0 (a wiec i = 0) dla wszystkich x (takich, ze P(X = z) > 0). Oznacza to, Ze zmienna

X ma rozktad jednopunktowy w zerze.



