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Zadanie 1. Niech A1, Ay, A3 oznaczajqg pewne zdarzenia losowe. Wyraz w jak najprostszy sposéb za
pomocg operacji teorio-mnogosciowych zdarzenia:

1. Bi: ,zaszly wszystkie trzy zdarzenia”

2. By: ,zaszly dokladnie dwa zdarzenia”

3. Bs: ,zaszlo co najmniej jedno zdarzenie”
4. By: ,zaszlo co najwyzej jedno zdarzenie”
5. Bs: ,zaszlo tylko zdarzenie A7

6. Bg: ,nie zaszlo Zadne ze zdarzen”

Odpowied?:

1. By = A;NAyN As

2. Bo=(A1NAy;NAHU (AT NASNA3) U (A N Az N Aj)
B3 =A1UAsU A3

> w

By=(A1NnA,NA) U AT NA N AU (A NASN Ag) U (A N Ay N AY)
5. B5:A1\(A2UA3):A1QA/2ﬂAé
6. Bg = (A1 UAQUA3)I

Zadanie 2. Udowodnij, ze jesli A, B € F to réwniez A\ B € F.

Odpowied?: Wykorzystamy tutaj fakt, ze A\ B = AN B’ (wystarczy narysowaé diagram Venna, aby sie
o tym przekonac). Poniewaz B € F to z wlasnosci 2 algebry zdarzeni mamy B’ € F. Z wyktadu wiemy,
ze iloczyn dwdch zdarzen z F réwniez nalezy do F. Poniewaz A € F, mamy wiec AN B’ € F, co kohczy
dowdd.

Zadanie 3.
1. Niech Q = {1,2,3,4,5,6}. Sprawd?, czy F = {0,9,{1,2,3},{4,5,6}} jest o-cialem

2. Dla dowolnego 2 i A C ), wyznacz najmniejsze o-cialo zawierajgce zdarzenie A

Odpowiedz:
1. Tak, F spelnia wszystkie trzy aksjomaty:

(a) Q€ F (oczywiste)
(b) Ae F = A € F (wystarczy zauwazy¢, ze dopelnienie kazdego zbioru z F jest réwniez w F)



(c) A1,Ay,...€e F= A1 UAsU... € F — biorac dowolne sumy zbioréw z F zawsze otrzymamy
element F

2. Oznaczmy najmniejsze o-cialo zawierajace A jako F. Oczywidcie musimy mie¢ Q) € F z pierwszego
aksjomatu. Z drugiego aksjomatu, dopelnienia zbioréw muszg by¢ w F, czyli §, A’ € F. Okazuje
sie, ze trzeci aksjomat jest juz wtedy spelniony, a wiec:

F={0,Q,A A"}
Zadanie 4. Niech Q = N. Rozwaz rodzine F zawierajgcq wszystkie podzbiory ), ktore sq skorniczone,
lub ktorych dopelnienia sq skornczone:
F = {ACQ: A skoriczonyV A’ skoriczony}
Sprawdz czy F jest o-cialem.
Odpowiedz: F nie jest o-cialem. O ile pierwsze dwa aksjomaty sg spelnione, trzeci aksjomat:
Ay, Ay, ...eEF= A UAU...€F

nie jest. Wezmy podzbiory A,, = {2n}, tzn. A, jest jedno-elementowym podzbiorem zawierajacym liczbe
2n. Oczywiscie A,, € F, ale A1 U Ay U ... to zbidér naturalnych liczb parzystych. Jest on nieskonczony,
ale jego dopelnienie (zbiér naturalnych liczb nieparzystych) réwniez jest nieskonczone.

Zadanie 5. Pokaz, Ze dla dowolnych A, ..., A, mamy P(Ay U ... A,) < P(A1) + ...+ P(4,).

Odpowiedz: Wykorzystamy fakt z wykladu méwiacy, ze dla dowolnych A i B zachodzi P(A U B) =
P(A) + P(B) — P(AN B). Poniewaz prawdopodobiefistwo jest zawsze nieujemne, P(AN B) > 0, a tym
samym P(AU B) < P(A) + P(B).

Dowdd jest przez indukcje dlan = 2,3, . ... Przypadek bazowy dla n = 2 zbioréw wlasnie pokazalidmy.
Zalézmy teraz, ze wlasnosé zachodzi dla n—1 i pokazemy, ze zachodzi wtedy réwniez dla n (krok indukcji).
WezZmy zbiér A jako A= A; U...UA,_1, a zbiér B jako A,,. Mamy:

P(AjU...UA, 1UA,)=P(AUB)< P(A)+ P(B)=P(A1U... A, 1) + P(A,). (1)
Teraz wystarczy wykorzystaé¢ zatozenie indukcyjne:
P(AjU... A1) < P(A1)+ ...+ P(A,—1),
ktére po wstawieniu do prawej strony (1) daje:
P(AjU...UA,_1UA,) < P(A) +...+ P(A,),

co konczy dowod.

Zadanie 6 Udowodnij, Ze dla dowolnych zdarzer Ay, As, Az € Q:
P(AjUA3UAs) = P(A1)+P(A2)+P(A3)— P(A1NAs)— P(A1NAs)—P(A3NAs)+ P(A1NA3N A3).
Wskazdwka: wykorzystaj udowodnione wezesniej: P(BUC) = P(B) + P(C) — P(BN(O).
Odpowiedz:
P(A; UAsU As) = P((A1 U Ag) U As)

P(A; U Ay) + P(A3) — P((A1 U Ag) N A3)
= P(A; UAs)+ P(As) — P((A1 NA3) U (A N A3))
P(A1) + P(A2) — P(A1 N Az) + P(A3)+

— (P(A1NA3) + P(A2 N A3) — P(A1 N Ay N Ay))

= P(A;) + P(As) + P(As)+
— P(A; N Ay) — P(A1 N As) — P(As N A3) + P(A; N Ay N A3),

gdzie w wierszach oznaczonych (x) wykorzystaliémy wlasnosé¢é P(BUC) = P(B)+ P(C)— P(BNC), a
w wierszu oznaczonym (1) wykorzystaliémy prosty fakt (BUC)N D = (BN D)U(C N D).



Zadanie T*. Pokaz, ze jesli Ay, As, ... jest zstepujgcy i A =), An to:

P(A) = lim P(A,)

n—oo

Odpowiedz: Mozna to zadanie zrobi¢ podobnie, jak to dla ciagu wstepujgcego. Péjdziemy tu jednak na
skroty i wykorzystamy to, ze udowodniliSmy juz analogiczng wlasnosé dla ciagu wstepujacego i pokazemy,
ze wynika z tego powyzsza wtasnosé dla ciagu zstepujacego.

Zdefiniujemy sobie C,, = A}, dla n = 1,2,.... Zauwazmy, ze jeSli A1 D As D ... jest zstepujacy, to
wtedy Cy C Cy C ... jest wstepujacy (wystarczy narysowaé diagram Venna, aby sie o tym przekonad).
Zdefiniujemy sobie C = C1 U Cy U.... Z twierdzenia o ciaggach wstepujacych:

P(C) = lim P(Cp).

n—oo

Ale zauwazmy, ze z prawa De Morgana:
C' = (C1UCU...) = (AJuAdyu...) = AinAyn... = A
Tym samym:

P(A) = P(C') = 1-P(C) = 1— lim P(C,) = lim (1-P(C,) = lim P(A,),

n—oo n—oo n—oo

co nalezalo dowiesé.

Zadanie 8. Pokaz, Ze prawdopodobienstwo na dyskretnej przestrzeni zdarzen speinia aksjomaty Kol-
mogorowa

Odpowiedz: Przypomnijmy, ze Q = {w1,ws, ...} jest zbiorem przeliczalnym, a rozwazana rodzina zdarzen

F jest rodzing wszystkich podzbioréw €, tzn. F = 2. Kazdemu w,, przypisujemy liczbe p, > 0 taka, ze

>0 pn = 1. Prawdopodobiefistwo dowolnego zdarzenia A C Q definiujemy jako P(A) =" wneAPn
Sprawdzimy teraz wszystkie trzy aksjomaty Kolmogorowa:

1. Nieujemnos$é P(A) > 0: poniewaz p, > 0 dla kazdego n, to réwniez kazda ich suma bedzie nie-
ujemna.

2. Normalizacja P(Q2) = 1:
o0
PQ) = Z pn:zpn:L
n: wp €N n=1
gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika z warunku, jaki natozyliSmy na sume p,,.
3. Addytywnos$é: majac ciag Aj, As,... zdarzen rozlacznych, tj. takich, ze 4; N A; = 0, musimy
pokazaé, ze P(U?; Ai) = >, P(A;). Mamy:

o [}
i=1 n: w"GU;}ilAi n: wp €A n: wp€As i=1

gdzie w (*) wykorzystaliémy fakt, ze zbiory A; sa rozlaczne, wiec moze sumowaé po kazdym ze
zbioréw z osobna.



