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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Parametryczna reprezentacja
Zbiorow



Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zbiory a figury
— W geometrii klasycznej stosuje sie aksjomatyczne definicje figur
(np. okrgQ)
— w algebrze liniowej zbiory reprezentuje sie za pomoca

warunkow numerycznych (wzoréw), majgcych postac rownan
i/lub nierownosci (wzglednie ich uktadow)



Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Przyktadowe definicje algebry liniowe;:
— zbior tych wszystkich punktow ptaszczyzny,
ktorych wspotrzedne x, i X, spetniaja:
 réwnanie: (x,—a)?+(x,—b)?=r? stanowi okrag
o promieniu rownym r i sSrodku w punkcie o wspotrzednych (a, b)
* rownanie: 2x,—X,=0 stanowi prostg
przechodzgcg przez punkty o wspotrzednych (0,0) oraz (1,2)

* uktad rownan: 2x,+x,=4, x,20, x,<2 stanowi odcinek,
ktérego koncami sg punkty o wspotrzednych (0,4) oraz (2,0)



Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W przypadku niektorych zbiorow/figur reprezentacja figur
w postaci uktadow rownan i/lub nieréwnosci jest mato
intuicyjna (z zapisu warunku spetnianego przez punkty
figury trudno wywnioskowac, jakie punkty do niej nalezg)

— Podstawowy problem: czy prosta zdefiniowana warunkiem:
2X,—X,=0 zawiera punkt o wspoétrzednych (35,70)7?

» oczywiscie na tak podstawione pytanie tatwo jest odpowiedzie¢
podstawiajgc liczby 35 i 70 pod zmienne x, i X, w réwnaniu i
sprawdzajgc, czy jest ono spetnione

— Trudniejszy problem: czy punkt (1,2) jest koncem odcinka
zdefiniowanego poprzez zbidr warunkow: 2x,+x,=4, x,=0, x,<2
* metoda podstawienia ujawnia jedynie, ze punkt (1,2) nalezy do
odcinka, ale nie odpowiada na pytanie, czy punkt ten jest jego
koncem



Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Dlatego w takich sytuacjach warto uzywac zapisu
parametrycznego, ktory jest takze wzorem numerycznym

charakteryzujgcym (wszystkie) punkty danego zbioru
« Uwagi:
— zapis parametryczny nie ma postaci uktadu rownan/nierownosci,
w ktorych zmiennymi byty wspotrzedne punktow
» do tak sformutowanych réwnan/nierébwnosci mozna podstawic
wspotrzedne dowolnego punktu, uzyskujgc odpowiedz na pytanie,
czy dany punkt nalezy do figury
— zapis parametryczny ma postac kombinac;ji liniowej pewnych
wektorow, w ktérej zmiennymi sg wspotczynniki kombinac;i
 do tak sformutowanej kombinacji podstawia sie wartosci

wspotczynnikdw kombinacji, co (przy odpowiednim dobraniu ich
wartosci) pozwala na wyznaczenie wszystkich punktow figury



Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Do parametrycznego definiowania figur stosuje sie
kombinacje liniowe wektorow x: (czyli wyrazenia postaci
y = 2XAX:), przy mozna stosowac:
— kombinacje stozkowe
* wspotczynniki A, kombinacji ograniczone warunkiem 1,20
— kombinacje afiniczne
* wspotczynniki A, kombinacji ograniczone warunkiem ij=1
— kombinacje wypukte (jednoczesnie stozkowe i afiniczne)

* wspotczynniki A, kombinacji ograniczone warunkami A,>0 oraz ij=1
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Przyktad: dany jest odcinek S zadany w postaci uktadu
warunkow: 2x,+x,=4, X,>0, x,<2
— jak mozna wyrazi¢ S w postaci parametrycznej?

odcinek S

) 2 X1
— U~ prosta 2x,+x,=4

zakres zmiennej X
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Rozwigzanie wykorzystuje fakty, ze:

— odcinek jest wieloscianem wypuktym
(o dwoch wierzchotkach stanowigcych konce odcinka)

— koncami danego odcinka sg punkty o wspotrzednych:
(0,4) oraz (2,0)

12



Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zapis parametryczny (kombinacja wypukta):
S = { x: x=1,[0,4]7+1,[2,0], 1,0, 1,0, A, +1,=1}

« Zapis ten jednoznacznie charakteryzuje odcinek jako
odcinek, ktérego koncami sg punkty o wspotrzednych
(0,4) oraz (2,0)

« Zapis parametryczny pozwala to na tatwe

wygenerowanie charakterystycznych punktéow odcinka
— po wstawieniu 1,=1.0, 1,=0.0 otrzymujemy koniec: [0,4]"
(poniewaz 1.0[0,4]™+0.0[2,0]" = [0,4]")
— po wstawieniu 1,=0.0, 1,=1.0 otrzymujemy koniec: [2,0]"
(poniewaz 0.0[0,4]™+1.0[2,0]" = [2,0]")
— po wstawieniu 1,=0.5, 1,=0.5 otrzymujemy srodek: [1,2]"
(poniewaz 0.5[0,4]"+0.5[2,0]" = [1,2]")
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Odcinek S postaci 1,[0,4]"+1,[2,0]"
Z zaznaczonymi punktami charakterystycznymi

D

Xy

wektor [0,4]" przy A.=1.0, 1,=0.0
o [0,4]" przy A, 2

A/wektor [1,2]" przy 1,=0.5, A,=0.5

wektor [2,0]" przy A,=0.0, 2,=1.0
>

e

0 2 X4
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

Whiosek:
— zapis parametryczny przydaje sie do przedstawiania tylko
specyficznych figur, a mianowicie wieloscianow wypuktych

 tak sie jednak sktada, ze w algebrze liniowej zbiory te odgrywajag
szczegolng role, poniewaz mozna je definiowacC za pomocg
rownan/nierdwnosci liniowych
— zapis parametryczny jest metodg bardzo intuicyjng ze wzgledu

na fakt, ze wiele figur definiuje sie poprzez podanie ich punktow
charakterystycznych, np.:

e koncow odcinka
» wierzchotkow trojkata

* itp.
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Inny przyktad: trojkat o wierzchotkach w punktach
[-1,4]", [2,0]" oraz [0,0]"
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zapis parametryczny (tzw. powtoka wypukia):

T = { x: x=h[-1,4]"+1,[2,0]T +15[0,0]", .20, A +A,+Ay=1}

— w tym przypadku wymagane sg oczywiscie trzy parametry

X2
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Powtoka wypukta

— dane sg
« wektory x; (i=1..n)

* skalary A, (i=1..n) spetniajgce V>0 oraz ij=1

— wektor y = ¥A.x; jest kombinacjg wypuktg wektorow x;
» kluczowa wiasciwosc¢ kombinacji wypuktej:

jezeli y jest kombinacjg wypuktg wektorow x,,
toy lezy ,pomiedzy” wektorami x;

* zbior wszystkich mozliwych kombinacji wypuktych wektoréw x
nazywamy powtokg wypuktg wektorow x.
— kluczowa wtasciwos¢ powtoki wypuktej:
jezeli Y stanowi powtoke wypukia,
to jest wieloscianem wypuktym (czyli: figurg wypukitg)
» wiasciwosc¢ ta wydaje sie trywialna
ze wzgledu na powtarzajgce sie hazewnictwo (,wypukia”)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Wybrane punkty charakterystyczne trojkgta postaci
T = {x: x=h4[-1,4]"+1,[2,0]"+1;,[0,0]", 1,20, A4 +A,*+25=1}

A, =1.0,1,=0.0, A; = 0.0 — wierzchotek (wektor
A, =0.0, 1, =1.0, A; = 0.0 — wierzchotek (wektor
A, =0.0, 1, =0.0, A; = 1.0 — wierzchotek (wektor

—1,4]")
2,0')

0,0]")

A =113, N, = 1/3, Ay = 1/3 — Srodek trojkata (wektor [1/3,4/3]")
A, =0.0, A, = 0.5, A; = 0.5 — srodek krawedzi tgczgcej

wierzchotki [2,0]" oraz [0,0]" (wektor [1,0]T)

A, = 0.5, A, = 0.5, A; = 0.0 — srodek krawedzi tgczace]

wierzchotki [-1,4]" oraz [2,0]" (wektor [1/2,2]T)
itp.
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W szczegolnym (i czesto wystepujacym przypadku)
kombinacja wypukta dotyczy wektorow o rozmiarze 1x1
(postaci [x], np. [X4], [X5] 1 [X3])

— czyli w praktyce:
skalarow (inaczej: wartosci liczbowych) x,, X, i X5

* poniewaz (w rozwazanych wyrazeniach)
wektor [x] zachowuje sie jak skalar x
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W szczegolnym (i czesto wystepujacym przypadku)
kombinacja wypukta dotyczy wektorow o rozmiarze 1x1
(postaci [x], np. [x4], [X] i [X3])

— zapis takiej kombinacji
T = {X X=X F Ao+ Ag[Xs], 220, Ay +Ag+As=1 }
moze by¢ uproszczony do
T = { X0 X=A X1+ A Xo+ hoXg, 420, Aq+h,+A,=1}
— powstaje kombinacja wypukta nie wektorow,
lecz wartosci skalarnych x,, X, i X,
* jej wynik jest wtedy oczywiscie takze wartoscig skalarng

* (niezmiennie) wspoétczynnikami tej kombinacii
sg (zawsze skalary) A, A,, A4
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W szczegolnym (i czesto wystepujacym przypadku)
kombinacja wypukta dotyczy wektorow o rozmiarze 1x1
(postaci [x], np. [X4], [X,] 1 [X3])

— z innego punktu widzenia, kombinacja taka jest
po prostu Srednig wazong wartosci x,, X, i X3
 wspotczynniki kombinagiji, tj. A4, A,, A4,
odgrywajg w tej sredniej role wag
— czyli
kazda kombinacja wypukta wartosci jest srednig wazona,
ale nie kazda srednia wazona jest kombinacjg wypukig!
* wymagany warunek dotyczy oczywiscie wag
i ma (w ogodlnosci) postac: 4,20 oraz Xi,=1
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W szczegolnym (i czesto wystepujacym przypadku)
kombinacja wypukta dotyczy wektorow o rozmiarze 1x1

(postaci [x], np. [x4], [Xp] i [X3])
— jezeli jakas srednia wazona stanowi kombinacje wypukta,
to zachowuje jej kluczowg wtasciwosc, czyli:

* jezeli y jest kombinacjg wypuktg wektorow x,
toy lezy ,pomiedzy” wektorami x;

(a w odniesieniu do wartosci)

+ jezeli y jest kombinacjg wypuktg wartosci x,,
to y lezy ,pomiedzy” wartoSciami x.

— dla wartosci rzeczywistych powyzsze ,pomiedzy” jest
bardzo konkretnie zdefiniowane: min(x;) <y < max(x;)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W szczegolnym (i czesto wystepujacym przypadku)
kombinacja wypukta dotyczy wektorow o rozmiarze 1x1

(postaci [x], np. [x4], [X5] I [X5])
— niechx,=1,x,=2,X;=3
 czyli: min(x)) = 1, max(x;) = 3
— wtedy
« dlai,=1/2, 1, =1/2, A3 = 0 mamy
y =1/2.1+1/2.2+0-3 = 1.50 € [1,3]
e dlai, =1/3, 1, =1/3, Ay = 1/3 mamy
y =1/3-1+1/3-2+1/3-3 = 2.00 < [1,3]
« dlai, =1/6, A, = 2/6, Ay = 3/6 mamy
y = 1/6-1+2/6-2+3/6-3 =~ 2.33 € [1,3]
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W szczegolnym (i czesto wystepujacym przypadku)
kombinacja wypukta dotyczy wektorow o rozmiarze 1x1
(postaci [x], np. [x4], [x,] i [X3])

— niechx, =1,%x,=2,X3=3
 czyli: min(x)) = 1, max(x;) = 3
— (ogolnie)

* dla wszystkich 24, &,, A5 spetniajacych 4,20 oraz ¥A,=1 otrzymamy:

y = >\,1'1+>\42'2+ 7\433 S [1 ,3]
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