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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Gradient i hesjan

Definicja gradientu V; funkcji f(x) dla x = [X;, Xy, ..., X,]"
— gradient (wektor o rozmiarze nx1)
| ofiox, |
v, = afiox, |
[

| offex., |
(istnieje, gdy f(x) posiada wszystkie pierwsze pochodne)



Gradient i hesjan

+ Cechy gradientu V; funkgji f(x) dla x = [x,, X, ..., X,]"

— gradient V; funkgji f(x) jest w ogdlnosci wektorem pierwszych
pochodnych funkciji f(x) (po odpowiednich elementach wektora x)

— gradient V(y) funkcji f(x) od wektora y jest wektorem wartosci
pierwszych pochodnych funkcji f(x) obliczonych dla wektora y

« wektor V((y) istnieje, gdy V(y) istnieje i jest okreslony dla wektora y

— interpretacja graficzna: gradient funkcji w punkcie (o ile istnieje i jest
niezerowy) jest wektorem wskazujgcym kierunek, w ktérym wzrost
wartosci tej funkcji w otoczeniu tego punktu jest maksymalny

* w punktach ekstremalnych (ale nie tylko) gradient jest wektorem
zerowym (dlatego jest naturalnie wykorzystywany w warunkach stopu)



Gradient i hesjan
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Graficzna interpretacja gradientu



Gradient i hesjan




Gradient i hesjan

Graficzna interpretacja gradientu
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Gradient i hesjan
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Gradient i hesjan

» Definicja hesjanu H; funkgji f(x) dla x = [x4, X,, ..., X,]"
— hesjan (macierz o rozmiarach nxn)

| OfI(ox,0%,) Of2/(0X,0%y) ... Of2l(X,0x.) |

H; =1 0f2/(0x,0x,) 0f/(0X,0%5) ... OF2(OX,0X,)

| of2/(ox ox,) Of2I(Ax ox,) ... AfI(Ex o) |
(istnieje, gdy f(x) posiada wszystkie drugie pochodne)
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Gradient i hesjan

Cechy hesjanu H; funkcji f(x) dla x = [X4, Xy, ..., X,]"

— hesjan H; funkcji f(x) jest w ogdlnosci macierzg drugich pochodnych
funkcji f(x) (po odpowiednich parach elementéow wektora x)

— hesjan H¢(w) funkcji f(x) od wektora w jest macierzg wartosci
drugich pochodnych funkcji f(x) obliczonych dla wektora w

* macierz H{(w) istnieje, gdy H; istnieje i jest okreslony dla wektora w

— uwaga 1: interpretacja graficzna hesjanu jest bardziej ztozona niz

interpretacja graficzna gradientu, poniewaz gradient jest wektorem

(ktory posiada naturalng interpretacje graficzng w postaci strzatki),
podczas gdy hesjan jest macierzg (wiele strzatek?)

— uwaga 2: hesjan jest jakobianem gradientu (H; = J(V;))
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Gradient i hesjan

Pewne wtasciwosci hesjanu H; funkciji f(x)

— poniewaz dla wszystkich i oraz j zachodzi 6f</(0x,0x;) = of“/(0x;0x),
wiec hesjan H(w) dla kazdego wektora w jest mamerza symetryczna

« tw. Schwarza (jezeli pochodne istniejg i sg ciggte, to sg sobie rowne)

— jezeli dwukrotnie rézniczkowalna funkcja f(x) jest wypukta w obszarze
S, to jej hesjan H{s) jest dla kazdego wektora s z obszaru S macierzg
nieujemnie okreslong (prawdziwe jest takze stwierdzenie odwrotne)

* oznaczenie Hq(s) >0
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum. JeZeli funkcja f(x, y) jest &
C? w pewnym otoczeniu punktu Py(x,, ¥o), @ ponadto:

1 fi(Po) =0 1 fy(Po) =0
20 W(PO) = fxx(PO) 'fyy(PO)_ [fxy(PO)]z > 0 (L

to funkcja f(x, y) ma w punkcie P, maksimum wlasciwe, gdy f..(Py) < 0, nato
minimum wlasciwe, gdy fxzx(Po) > 0.

W. Zakowski, W. Kotodziej: "Matematyka II",
Podreczniki Akademickie: Elektronika,
WNT, Warszawa, 1977
(str. 74)

(popularne sformutowanie /dla funkcji dwuargumentowej/)
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

« To samo z uzyciem innych oznaczen

— funkcja

f(Ix,y1") = f(x.y)
« zatozenie: f(x,y) e C?
— gradient
Vd[Xo,Yol") = [OF/Ox, offoy]™ = [g4, 9,]T
— hesjan
H.([X,,Yo]") = [0f/0ox2, of/(Oxay); ofl(0yox), ofloy?]" = [h,4, hyp; hyyy Doo]T
« ze wzgledu na symetrie: hy, = h,,

h11 h12

. Twierdzenie o ekstremach (lokalnych) N2t | Ny
Jezelig,=0ig,=0ih,h, = ,h,, >0
— oraz hy; > 0, to [X,,Y,]" stanowi minimum (lokalne) funkgciji f([x,y]")
— oraz h,, <0, to [X,,Y,]" stanowi maksimum (lokalne) funkc;ji f([x,y]")




Ekstrema (minima/maksima) lokalne

Pojecia
— gradient V,
« gradient w punkcie V«(x,)
— hesjan H;
* hesjan w punkcie H¢(x)
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

Wektor x, dla ktorego V(Xx,) istnieje i spetnia V«(x,) = 0
nazywamy punktem stacjonarnym funkc;ji f(x)
Jezeli funkcja f(x) € C? posiada ekstremum (lokalne) w x, i V{(X,)
Istnieje, to x, jest punktem stacjonarnym funkcji f(x)

— whniosek:

Vi(Xx,) = 0 (stacjonarnosc) jest warunkiem koniecznym
istnienia ekstremum (lokalnego) funkc;ji f(x)
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

Twierdzenie o ekstremach (lokalnych) funkgcji f(x) € C?

Jezeli x, jest punktem stacjonarnym

— oraz H«(x,) > 0 (Hi(x,) jest macierzg dodatnio okreslong)
to x, stanowi minimum (lokalne)

— oraz Hi(x,) < 0 (H{(x,) jest macierzg ujemnie okreslong)
to x, stanowi maksimum (lokalne)

Dodatkowo

— jezeli x, jest punktem stacjonarnym funkc;ji f(x) € C? a wszystkie
wartosci wtasne macierzy Hq(x,) sa niezerowe i (wszystkie) nie
posiadajg identycznego znaku, to x, stanowi siodto
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

Twierdzenie o ekstremach (lokalnych) funkgcji f(x) € C?
(ogolniejsze sformutowanie)

Jezeli x, jest punktem stacjonarnym i wszystkie
wartosci wtasne macierzy Hq(x,) sg niezerowe,
to
— to x, stanowi ekstremum (lokalne) gdy wszystkie
wartosci wlasne majg ten sam znak, przy czym jest to
* minimum, gdy wartosci te sg dodatnie
* maksimum, gdy wartosci te sg ujemne

— to x, stanowi siodto gdy nie wszystkie
wartosci wkasne majg ten sam znak
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

Twierdzenie o ekstremach (lokalnych)
Jezelig,=0ig,=0ih,h, = ,h,, >0

— oraz hy; > 0, to [X,,Y,]" stanowi minimum (lokalne) funkciji f([x,y]")

— oraz hy, <0, to [X,,Y,]" stanowi maksimum (lokalne) funkgciji f([x,y]")
,przettumaczone”

- 9,=0ig,=0 < Vi(x,)=0

natomiast
— hyy > 0ihyhy, —hphy >0 & Hixg) >0 hiy | Dy,
— Ny <0ihyhy, —hiohy >0 < H(xy) <0 hyq | hyy
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Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona

— metoda optymalizacji wielowymiarowe| bez ograniczen
(z ewentualnymi ograniczeniami na zakres zmiennosci zmiennych)

Dane

— wielowymiarowy obszar S

— okreslona w obszarze S funkcja f(x)
Cel metody

— znalez¢ x* € S taki, ze V, _¢ f(x*) < f(x)
(minimalizacja funkciji f(x) w obszarze S)
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Metoda Newtona-Raphsona

Naturalne uogodlnienie metody Newtona n wymiarow
— niech
* X =[Xq, Xy, ..., X,]T bedzie wektorem o rozmiarze nx1
» f(x) bedzie funkcjg jednowymiarowg od wektora x
— trzyelementowe rozwiniecie q(x) funkcji f(x) w szereg Taylora wokot
wektora y € S dane jest nastepujgcym wzorem
q(x) = f(y) + (V(y))'(x=y) + 1/2-(x-y)"H{(y)(x-y)
* Qgdzie
— V{y) — gradient funkc;ji f(x) od wektora y
— H{(y) — hesjan funkcji f(x) od wektora y
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Metoda Newtona-Raphsona

« Uogodlnienie schematu iteracyjnego na n wymiarow, c.d.

— analogiczna do przypadku jednowymiarowego zasada ustalania
nastepnego wektora na podstawie poprzedniego pozwala na
sformutowanie nastepujgcego schematu iteracyjnego

Xir1 = X — (Hi(%,))"TVi(x,)

Algorytm
1. ustal wektor x,, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
* 0blicz X1 = X, — (Hi(X,)) " Vi(Xy)
» podstaw k =k + 1
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Metoda Newtona-Raphsona

Potencjalne warunki stopu metody
— osiggniecie minimum
* teoretycznie badamy: V«(x,) = 0
 praktycznie badamy: [|[V{(x,)|| < €
— ustabilizowanie wyniku
 teoretycznie badamy: x,,4 = X,
 praktycznie badamy: ||X,.1 — X || < €
— przekroczenie maksymalnej liczby iterac;i
.« k>k,
gdzie
— ¢ jest matg, dodatnig wartoscig rzeczywistg (doktadnosc¢ obliczen)
— K, jest duzg, dodatnig wartoscig catkowitg (maksymalna liczba iteracji)
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Metoda Newtona-Raphsona

Uwaga:
— W szczegolnosci, tzn. dla a = [a] zachodzi: ||a|| = |a]
* (w obu przypadkach: wartos¢ skalarna)
— w ogolnosci jednak [|a|| = |a]
» zastosowanie max(|a|) (zamiast ||a||) bytoby jednak dopuszczalne
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Metoda Newtona-Raphsona

Zbieznos¢ metody
— metoda nie gwarantuje zbieznosci dla kazdego wektora poczgtkowego

— teoretyczne przyczyny ewentualnej niezbieznosci

» osobliwos¢ hesjanu (a wiec nie istnieje jego odwrotnosc)
rezultat: nie mozna obliczy¢ x,,

* niewtasciwy krok metody (cho¢ prawidtowo obliczony)
rezultat: |[Ve(Xy.q)ll 2 [[Vexll

— praktyczne przyczyny ewentualnej niezbieznosci

— w (korzystnych) przypadkach zbieznych: (w poblizu rozwigzania)
zbieznos¢ rzedu drugiego (czyli wysokal)
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Metoda Newtona-Raphsona

Czy sg mozliwe sytuacje, w ktérych metoda Newtona-Raphsona nie
dziata wcale?

— tak

— przyczyny
 gradient/hesjan nieokreslony (nie mozna zainicjowac ciggu {||x,]|})
* hesjan dla pewnego x, osobliwy (nie mozna utworzy¢ elementu x,, )
 ciag {||x.]|} jest niezbiezny, a wiec np.:

— ciag {Ix/|} dazy do +eo

— ciag {||x,/[} jest cykliczny

— ciag {||x,|[} przejawia inne powody niezbieznosci
» np.:+1,0, +4,0, +16, 0, +64, 0, +256, ...
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Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona jest szczegolnym przypadkiem metody
Newtona-Raphsona, poniewaz gdy x jest wektorem
jednoelementowym, czyli x = [x] (rozmiar 1x1), to
— f(x) = f([x]) jest funkcjg jednowymiarowa,
ktdrg mozna zapisywac jako f(x)

— ViX) = VL([x]) = [of/ox,] = [f(x)] jest wektorem jednoelementowym,
ktéry mozna zapisywac jako f'(x)

— H(x) = H{([x]) = [0f?/(Ox,0%,)] = [f"(X)] jest macierzg jednoelementows,
ktérg mozna zapisywac jako f’(x)

A wiec
— zapis
X1 = X — (Hi(y))'V(y)
— sprowadza sie do
Xt = X = (F00) 1 (x)
— czylido
Xie1 = Xy — F(X)F(x)
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Metoda Newtona-Raphsona

Krok (wielowymiarowej) metody iteracyjnej

— wektor dodawany do wektora x, w celu przeksztatcenia go w wektor x, , ,
nosi nazwe kroku metody i jest oznaczany przez s,

— w metodzie Newtona-Raphsona s, = —(H{(x,))"V(x,)
(ale w innych metodach wektor ten moze byc¢ ustalany inaczej)
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Metoda Newtona-Raphsona

llustracja kroku metody s, = — (H{(x,))'V«(x,)
(reprezentowany strzatka)
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizacji funkcji od argumentu dwuwymiarowego
(argumenty majg postac x = [X,, X,]")
— funkcja
f(x) = (x4)? + 2(x,)* + 3x,
— gradient
v.=| offox, 1= 2x, + 3 |
Laflox, | [ 4x, |
— hesjan
H. =[ of2/(ox,0x,) ofl(ex,ox,) 1= 2 0 |
| of2/(ox,0x,) of2l(ox,0x,) | L0 4]
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.

— gradient w kolejnych iteracjach
» poniewaz gradient nie jest wektorem statych, wiec bedzie musiat
by¢ wyliczany w kazdej iteracji
— hesjan w kolejnych iteracjach

* poniewaz hesjan jest macierzg statych, wiec bedzie taki sam
we wszystkich iteracjach

« odwrotnosc¢ hesjanu (takze identyczna we wszystkich iteracjach)
Hy'=[12 0]
L 0 1/4]
— przyjety warunek stopu: V{(x,) = 0
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.
- xo=| 1]
L 2]
— pierwsza iteracja
Vix))=l21+31=[5]
L 42 | L8]

— poniewaz warunek stopu nie jest spetniony,
obliczamy x, = X, — (H{(X,))"V«(x,)
x,=[11-[12 0T51=[11-[521=]-32]
L2) L o1ale] L2] L 21 L o]
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.
— x,=[ =3/2 ]
L 0 |
— druga iteracja
Ve(x,) =l 2:(-3/2)+31=[ 0]
L 40 | Lo

— poniewaz warunek stopu jest spetniony, wigc wektor x,
jest rozwigzaniem (stanowi minimum funkcji f(x))

* hesjan jest macierzg dodatnio okreslong
— oznaczenie Hq(x,) > 0
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.

— dzieki temu, ze V;(x,) = 0, kolejne rozwigzania,
tzn. x,, X5, ..., spetiatyby x, = x, = x; = ...
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizacji funkcji od argumentu dwuwymiarowego
(argumenty majg postac x = [X,, X,]")
— funkcja
f(x) = (x1)7 + (X4%) + (X,)*
— gradient
V.=l affox, 1=1 2x, + 2x,(x,)? |
[ oflox, | L 2x, + 2(x,)?x, |
— hesjan
H.=[ of2/(ox,0x,) ofl(ex,ox,) 1=1 2+2(x,)2  4xx, |
| of2l(ox,0x,) of2l(Ex,0%,) | L 4xx, 2+ 2(x,)2 |
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.

— gradient w kolejnych iteracjach
» poniewaz gradient nie jest wektorem statych, wiec bedzie musiat
by¢ wyliczany w kazdej iteracji
— hesjan w kolejnych iteracjach
* poniewaz hesjan nie jest wektorem statych, wiec bedzie musiat
by¢ wyliczany w kazdej iteracji

— przyjety warunek stopu: V¢(x,) =0
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Metoda Newtona-Raphsona

* Przyktad minimalizacji, c.d.
— rozwigzanie poczatkowe x, =| 2 |
L 1]
— pierwsza iteracja
V.(x,))=l 4+4 1= 8]
1 2+8] [10]
H(x,) =] 2+212 421 [=[4 8 |
| 4-2-1 2+222] |8 10
(H:(x,)) "= —10/24  8/24 ]
| 824 -4/24 |

— poniewaz warunek stopu nie jest spetniony,
obliczamy x, = X, — (H{(X,))"V«(x,)
x,=[21-[ 1024 824 T 8 1=[21-[0]=[2]
L1 L 824 -4/24 110]) L1] [1] Lol
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.
— druga iteracja

Vix)=l4+07=[ 4]
L 0+0] [ 0]
H(x,)=[2+202 0 1=[2 0 ]
|0 2+222| [0 10]
H.(x)'=[12 0 |
L 0 1710 |

— poniewaz warunek stopu nie jest spetniony,
obliczamy x, = X, — (H{(X,))'V«(x,)
x, =l 21-[12 0o Tal=[2]-[2]=]0]
loJ L o 110]ol LoJ LoJ Lo
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Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.
- x,=| 0|
Lo
— ftrzecia iteracja
V.(x,)=] 0]
Lo

— poniewaz warunek stopu jest spetniony, wiec wektor x,
jest rozwigzaniem (stanowi minimum funkcji f(x))

* hesjan jest macierzg dodatnio okreslong
— oznaczenie Hq(x,) > 0

45



Metoda Newtona-Raphsona

Przyktad minimalizaciji, c.d.

— uwaga: dzieki temu, ze V;(x,) = 0, kolejne rozwigzania,
tzn. x5, X,, ..., spetiatyby x, = x; =x, = ...
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Metoda Newtona-Raphsona

* Przyktad minimalizacji, c.d.
— rozwigzanie poczatkowe x, =[ 1 |
L 1]
— pierwsza iteracja
Vix)=l2+2 1= 4]
1 2+2] [ 4]
H(x,) =] 2+212 411 [=[4 4 |
| 411 2+212] [4 4 |
(H (%,))" nie istnieje
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

Problem najmniejszych kwadratow (PMK) i jego rozwigzanie

— problem najmniejszych kwadratow moze (i zazwyczaj jest )
rozwigzywany tzw. metodg najmniejszych kwadratéw (MNK) ©

PNK jest problemem dopasowania prostej/ptaszczyzny/... do zbioru
pewnych punktow, czyli problemem odkrycia zaleznosci liniowej
pomiedzy ustalonymi zmiennymi wejsciowymi a wyjsciowymi

PNK jest (typowym) problemem optymalizacyjnym, jednak

na tyle prostym, ze posiada jawne rozwigzanie analityczne
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

« Wywod PNK startujacy od rozwigzania uktadu rownan
— niech dany bedzie uktad Xb =y, gdzie X, b i y sg macierzami/wektorami
o wymiarach X__ ., b_.1, ¥,..1,» W ktorym X i y sg (odpowiednio) macierza
oraz wektorem statych, natomiast b jest wektorem zmiennych
— rozwigzanie uktadu polega na znalezieniu wektora b zapewniajgcego
rownosc: Xb =y
— W 0golnosci, rézne mozliwe przypadki opisuje twierdzenie
Kroneckera-Capelli'ego; w szczegolnosci (dla X bedgcego
macierzg petnego rzedu) mozliwe sg nastepujgce sytuacje
« gdy m <n, to Xb =y moze mie¢ nieskonczenie wiele rozwigzan
« gdy m =n, to Xb =y moze mieC jedno rozwigzanie
 gdy m > n, to Xb =y moze mieC zero rozwigzan
— CO 0znacza, ze nie istnieje wektor b zapewniajgcy rownosc¢ Xb =y
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

 Wywod PNK startujgcy od rozwigzania uktadu rownan, c.d.

« Rozwazamy sytuacje, w ktérej nie istnieje wektor b zapewniajgcy
rownosc Xb =y
— wtedy mozna szukac x takiego, aby wektor Xb byt jak

najbardziej ,bliski” wektorowi y, tzn. aby wektor Xb — y
byt jak najbardziej ,bliski” wektorowi 0

— formalnie: szukamy wektora b minimalizujgcego wartos¢ wyrazenia
(skalarnego) ||Xb — y||?

» uwaga: wektor b spetniajgcy Xb =y jest szczegdlnym przypadkiem
wektora minimalizujgcego ||Xb — y||? (oczywiscie wtedy ||Xb — y||2 = 0)

— znane jest optymalne rozwigzanie analityczne tego problemu,
majgce postaé: b = (XTX)-'XTy (jest wynik tzw. metody najmniejszych
kwadratow, MNK); rozwigzanie to istnieje, gdy wszystkie kolumny
macierzy X stanowig zbior wektorow niezaleznych
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

* (Ogolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona
- Niech s(b) = ||Xb — y||?
— uwaga: w tym zapisie
« X jest macierzg statych
 y jest wektorem statych
natomiast:
* b jest wektorem zmiennych
— poniewaz dla rzeczywistych w zachodzi ||w||? = wTw, wiec takze
IXb —y|[[* = (Xb - y)"(Xb —y)
— przeksztatcajgc to wyrazenie otrzymujemy:
IXb — y[|* = (Xb —y)"(Xb —y) = (Xb)" — y")(Xb —y) =
= (b™X" —yT)(Xb —y) = b'XT(Xb —y) - y'(Xb - y) =
=b™X™Xb —b'™X'y — (y"™Xb —yTy) =b™X"™Xb — b'Xy —y™Xb +yTy =
= b'X™Xb — 2y™Xb + yTy = bT(X"™X)b — (2y"™X)b + (yTy)
« postac: xTAx + b™x + ¢
— gdzie: A, b, c: state, x: zmienne
— uwaga: stalg y'y zazwyczaj pomijamy w problemie optymalizaciji
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Ogolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.

Zadanie: zminimalizowac
s(b) = ||Xb —y|[* = bT(XTX)b — (2y"X)b + (y'y)
w praktyce
s(b) = bT(X™X)b — (2y™X)b
Ustalamy nastepujgce sktadowe:
— gradient: V(b) = 2X"™Xb — 2XTy = 2(X™Xb — X'y) (zalezy liniowo od b)
— hesjan: H(b) = 2XTX (nie zalezy od b)
« zatem (Hq(b,))™" = (1/2)(X™X)~"! (nie zalezy od b)
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Szczegolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.

Przyktad
— dane wejsciowe w postaci 300 ,tréjek” liczb rzeczywistych x;, z, y,
» w praktyce: catkowitych z przedziatu [-9,+9]
X300x2 = [ X300x1 Z300x1 |

Y300x1
— w praktyce: V;: y; = 1.5x; — 0.5z; + mata wartosc losowa
(w praktyce: catkowita z przedizatu [-3,+3])
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Szczegolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.
— dla zadanych danych wejsciowych
XX =[ 8875 458 ]
| 458 9503 |
2y™X =[ 26091 |
[ —8371 |
— ciekawostka
« pomimo az 300 ,tréjek” danych, macierze/wektory sg rozmiaru 2x2/2x1
» tak czy inaczej, (prawie) kazda z 300 ,tréjek” wywarta jakis wptyw na wyniki
— wobec duzej liczby ,trojek” wzgledny wptyw kazdej z nich jest niewielki
— whniosek: pewne ,trojki” mozna pomingc¢ (co stanowi idee pewnej rodziny metod)
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Szczegolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.
— niech
by=[ 1]
L 1]
— wtedy
Vi(b) = 7425
| 28293 |
H(b)=[ 17750 916 |
[ 916 19006 |
(Hs(b))~" = (1/10000) - [ 0.5648 —0.0272 |
| -0.0272  0.5275 |
b, = ..
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona
(Szczegolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.
— po n iteracjach

b, =] 1.4964 ]
| —0.5126 |

 (dla przypomnienia: V: z, = 1.5x, — 0.5z, + mata wartos¢ losowa)
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Ogolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.
Znajac V (b) i H,(b) obliczamy

(Hy(b))"'Vi(b) = (1/2)(XTX)"-2(X"Xb — X'y) =

= (XTX)"(X™Xb — XTy) = (XTX)"'X™Xb — (X"X)"'XTy =

=1lb — (X"X)"' Xy = b — (X™X) X"y
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Ogolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.

Po zaadaptowaniu schematu iteracyjnego
metody Newtona-Raphsona x,,, = x, — (H{(x,))""V«(x,)

do funkcji s(b) (zmienng jest wektor b) powstaje schemat:

by.1 = by — (Hy(by))'V4(by)

Wykorzystujgc rownosc¢ (Hy(b))-'V(b) = b — (XTX) "Xy
otrzymujemy ostatecznie:

by.1 = b — (b, — (XX)~'XTy) = b, — b, + (XTX)"'XTy = (XTX)"'XTy
Czyli dla dowolnego b, zachodzi:

b, = b, — (b, — (XTX)"'XTy) = b, — b, + (X'X)"'XTy = (XTX)"'XTy
Jednoczesnie dla b, zachodzi:

b, = b, — (b, — (X™X)"'XTy) = (X"X)'XTy

itd.

b, =b,_; — (b, — (X'X)"'X"y) = (XTX)"'XTy
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Ogolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.
Uzyskany wynik w postaci b, = b, = ... = (XTX)"' Xy

— powstaje juz w wyniku wykonania jednego (pierwszego) kroku

— nie zalezy od b, (tzn. dla kazdego b, wektor b, bedzie taki sam)

— stanowi rozwigzanie optymalne (czyli wynik wygenerowany przez MNK)

Whiosek: dla kazdego rozwigzania poczatkowego metoda
Newtona-Raphsona znajduje optymalne rozwigzanie PNK

w jednym kroku
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Przyktad ciekawego zastosowania m. Newtona-Raphsona

(Szczegolne) rozwigzywanie PNK metodg Newtona-Raphsona, c.d.
— n =1 (wystarczyta jedna iteracja!)
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Wiecej o metodach iteracyjnych

Ogodlna postac (wielowymiarowych) metod iteracyjnych
wyrazona z jawnym wykorzystaniem kroku metody

Algorytm

1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
* znajdz s,
« oblicz x,,1 = X, + s
* podstaw k =k + 1
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Wiecej o metodach iteracyjnych

Wersja algorytmu Newtona-Raphsona
z jawnym wykorzystaniem kroku metody

Algorytm

1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
» oblicz s, = —(Hi(x,))"V(xy)
« oblicz x,,1 = X, + 5
* podstaw k =k + 1

67



Wiecej o metodach iteracyjnych

Wyznaczajac krok metody mozliwe jest rozwazenie osobno

— kierunku poszukiwan: d,
» wektor (zasadniczo niezerowy)
» reprezentuje wytgcznie kierunek (tzn. kierunek kroku metody)

» jezeli jest niezerowy, to jest zwykle przedstawiany postaci unormowanej
(tzn. o dtugosci 1)

— dtugosci kroku: o,
 skalar (zasadniczo niezerowy)
» specyfikuje wytgcznie dtugos¢ (tzn. dlugos¢ kroku metody)
* moze byC¢ wyznaczany tylko wtedy, gdy d, = 0

— wtedy: krok metody s, = a,d,
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Wiecej o metodach iteracyjnych

Kierunek poszukiwan i dtugosc¢ kroku na podstawie wektora kroku
— majac s, (ktory w metodzie Newtona-Raphsona obliczamy jako
s, = —(Hq(x,))""V(x,)) mozna (o ile s, # 0) zawsze znalez¢ kierunek
poszukiwan d, i dlugosc¢ kroku o, wykorzystujgc zaleznosci
* d=s/[sl
© oy = Isyll
(choc tak naprawde nie sg juz wtedy one metodzie potrzebne)
« uwaga: krok metody, a tym samym kierunek poszukiwan i dlugos¢ kroku
moga nie istniec!

— w niektoérych innych metodach kolejnos¢ pozyskiwania tych
elementow moze by¢ jednak inna (najpierw kierunek i dtugosc,
a potem krok), co pozwala tym metodom pokonywac pewne
stabosci metody Newtona-Raphsona
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Wiecej o metodach iteracyjnych

Ogodlna postac (wielowymiarowych) metod iteracyjnych
wyrazona z jawnym wykorzystaniem kierunku poszukiwan
oraz dtugosci kroku

Algorytm
1. ustal wektor x,, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
* znajdz d,
* znajdz o
« oblicz s, = o, d,
« oblicz x,,1 = X, + s
e podstaw k =k + 1
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Problemy metody Newtona-Raphsona

Potencjalne problemy

— kierunek poszukiwan
* nie istnieje
* jest bliski wektorowi zerowemu
* nie jest wlasciwy
— W szczegolnosci: nie tworzy kata rozwartego z gradientem
— dtugos¢ kroku
 jest bliska zeru
» jest niewlasciwa
Problemy te nie sg wynikiem jakiegos btedu postepowania,
lecz konsekwencjg stosowania w metodzie (prawie zawsze®)
skonczonego przyblizenia funkcji f(x))

* a wiec czasami przyblizenie moze by¢ nieskonczone?
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|dea niezaleznego kierunku poszukiwan i dtugosci kroku

Problem dtugosci kroku w metodzie Newtona-Raphsona

— obserwacja: dla znalezionego kroku metody s, = —(H(x,))"'V(x,)
dtugosc tego kroku a, = ||s,|| moze by¢ nieoptymalna, tzn. moze
sie okazac, ze lepsze przyblizenie minimum funkcji otrzymuje sie
dla dtugosci kroku wiekszej lub mniejszej od obliczonej
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|dea niezaleznego kierunku poszukiwan i dtugosci kroku

Inna metoda poszukiwania kroku metody s,
— ustald, =0
— znajdz a, > 0 minimalizujgce funkcje f(a, ) = f(x, + o, d,)
« w praktyce interesujg nas wartosci a, > 0
— oblicz s, = a,d,
Metoda ta zawiera wewnetrzny problem optymalizacji

— jest to zawsze problem optymalizacji jednowymiarowej
Z ograniczeniem na zakres zmiennej (zmienna nieujemna)

— jako taki moze byc¢ rozwigzywany np. metodg Newtona
(z modyfikacja uwzgledniajgcg nieujemnosc¢ zmiennej)
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llustracja problemu: znajdz a, > 0 minimalizujace f(a, ) = f(x, + o, d,)
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llustracja problemu: znajdz a, > 0 minimalizujace f(a, ) = f(x, + o, d,)
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llustracja problemu: znajdz a, > 0 minimalizujace f(a, ) = f(x, + o, d,)
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0 o
llustracja problemu: znajdz a, > 0 minimalizujace f(a, ) = f(x, + o, d,)
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|dea niezaleznego kierunku poszukiwan i dtugosci kroku

Przyktad tworzenia (jednowymiarowej) funkc;ji f(o, ) = f(x, + o, d,)
— funkcja: f(x) = (x4)? + 2(x,)? + 3x,
- x. =/ 1]
| 2]
—d =[-52]
| -2 ]
— wtedy
- x +ad, =] 1-5/2-0, |
[2- 2q, |

(1-5/2-0,)2 + 2(2 — 20, )2 + 3(1 — 5/2-01,) =
57/4-(0y)2 — 57/2-ay + 12

— floy)



|dea niezaleznego kierunku poszukiwan i dtugosci kroku

Wazna implikacja warunku , znajdz o, > 0 ...":
— d, musi by¢ tak dobrany, ze aby dotrze¢ do minimum funkcji z wektora
X, halezy poruszac sie w strong wyznaczong wektorem d, (,do przodu”)
— a wiec przyjecie np.
« d, = -V{(x,) jest dopuszczalne

— bo wektor -V (x,) wskazuje kierunek maksymalnego spadku funkcji
— znalezione a, bedzie potencjalnie dodatnie

« d, = V{(x,) jest niedopuszczalne
— bo wektor V(x,) wskazuje kierunek maksymalnego wzrostu funkciji
— znalezione a, bedzie zawsze zerem

Sytuacje szczegodlne
(powinny by¢ uwzglednione w warunkach stopu metod)

- d =0
- o, =0
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|dea niezaleznego kierunku poszukiwan i dtugosci kroku

Poszukiwanie dowolnej (niekoniecznie nieujemnej) dtugosci kroku
metody s,

— ustald, =0

— znajdz a, minimalizujgce funkcje f(a, ) = f(x, + o, d,)
(zamiast: ,znajdz o, > 0 minimalizujgce funkcje f(a, ) = f(x, + a,d,)”)

— obliczs, = a,d,

Metoda ta zawiera wewnetrzny problem optymalizacji

— jest to zawsze problem optymalizacji jednowymiarowej bez ograniczen

— jako taki moze by¢ rozwigzywany np. (optymalizacyjng) metoda
Newtona
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llustracja problemu: znajdz o, minimalizujgce f(a,) = f(x, + o, d,)
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llustracja problemu: znajdz o, minimalizujgce f(a,) = f(x, + o, d,)
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llustracja problemu: znajdz o, minimalizujgce f(a,) = f(x, + o, d,)
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llustracja problemu: znajdz o, minimalizujgce f(a,) = f(x, + o, d,)
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|dea niezaleznego kierunku poszukiwan i dtugosci kroku

Wazna implikacja warunku , znajdz o, ...":

— d, moze byc¢ tak dobrany, ze aby dotrze¢ do minimum funkcji z wektora
X, nhalezy poruszac sie po linii wyznaczonej wektorem d, (,do przodu”
lub ,,do tytu”)

— a wiec przyjecie np.

« d, = -V{(x,) jest dopuszczalne

— wektor —V(x,) wskazuje kierunek maksymalnego spadku funkgiji
— znalezione a, bedzie wtedy potencjalnie dodatnie

« d, = V{(x,) jest dopuszczalne
— wektor V(x,) wskazuje kierunek maksymalnego wzrostu funkcji
— znalezione a, bedzie wtedy potencjalnie ujemne

Sytuacje szczegolne
(powinny by¢ uwzglednione w warunkach stopu metod)

- d =0
- o, =0
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|dea niezaleznego kierunku poszukiwan i dtugosci kroku

* Modyfikacja metody Newtona-Raphsona wykorzystujgca
optymalizacyjne poszukiwanie dtugosci kroku metody

Algorytm
1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
- ustal d,
* znajdz o, > 0 minimalizujgce funkcje f(o, ) = f(x, + oy d,)
» oblicz s, = o, d,
« oblicz x,,1 = X, + s
» podstaw k =k + 1

(podstawowy algorytm tzw. uogdlnionych metod newtonowskich)
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Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona

Algorytm

1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
» oblicz s, = —(Hi(x,))"V(xy)
« oblicz x,,1 = X, + s
* podstaw k =k + 1
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Popularne modyfikacje (w skrocie)

Uogdlniona metoda Newtona

Algorytm
1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
» oblicz dy = —(Hy(x,))~"V(xy)
* znajdz o, > 0 minimalizujgce funkcje f(o, ) = f(x, + oy dy)
» oblicz s, = o, d,
« oblicz X, 1 = X, + S
» podstaw k =k + 1

(metoda charakteryzuje sie ulepszong zbieznoscig)
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Popularne modyfikacje (w skrocie)

« Metoda Cauchy’ego

Algorytm
1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
« oblicz d, = -V(x,)
* znajdz o, > 0 minimalizujgce funkcje f(o,) = f(x, + oy dy)
» oblicz s, = o, d,
« oblicz X, 1 = X, + S
» podstaw k =k + 1

(uproszczona wersja uogolnionej metody Newtona;
nie wymaga znajomosci hesjanu ani drugich pochodnych)
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Ekstra,:

 Metoda spadku gradientu

Algorytm
1. ustal wektor X, dlugosc kroku o i podstaw k = 0
2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:

« oblicz d, = -V(x,)

* oblicz s, = ad,

« oblicz x,,{ = X, + S

* podstaw k =k + 1

(uproszczona wersja metody Cauchy’ego; brak wewnetrznego
problemu optymalizacji jednowymiarowej jednoczesnie upodabnia
te metode do uproszczonej wersji metody Newtona-Raphsona)
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Popularne modyfikacje (w skrocie)

« Metoda Levenberga-Marquarda (ujednolicona)

Algorytm
1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
* znajdz ¢ > 0 gwarantujgce Hq(x,) + ¢l > 0
« oblicz d, = —(H{(x,) + el)"'V{(x,)
* znajdz o, > 0 minimalizujgce funkcje f(o, ) = f(x, + oy d,)
» oblicz s, = o, d,
« oblicz x,,1 = X, + s
* podstaw k =k + 1

(metoda gwarantuje zbieznos¢ dla kazdego wektora poczgtkowego)
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Ekstra,:

« Metoda Levenberga-Marquarda (ujednolicona, wtasciwa)

Algorytm
1. ustal wektor x, i podstaw k = 0

2. dopdki nie zachodzi warunek stopu, wykonuij:
* znajdz ¢ > 0 gwarantujgce Hq(x,) + ¢l > 0
« oblicz d, = —(H(x,) + ¢l + pdiag(H«(x,)))"'Vi(x,) dla p >0
* znajdz o, > 0 minimalizujgce funkcje f(o, ) = f(x, + oy d,)
» oblicz s, = o, d,
« oblicz x,,1 = X, + s
* podstaw k =k + 1

(szybsza zbieznosc)
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Metoda Levenberga-Marquarda

... ujednolicona, wtasciwa... czyli jaka?
Czyli (ogolnie) taka, w ktorej dodaje sie cos (konkretnie:
macierz diagonalng) do hesjanu (poniewaz dodawana macierz
jest diagonalna, operacja ta ma wptyw jedynie na przekatng
hesjanu)
W praktyce dodaje sie:

— przeskalowang wspotczynnikiem € macierz |

— przeskalowang wspotczynnikiem p macierz diag(H;)

— obie z powyzszych
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Przyktady

< 5~ =

Metoda Levenberga-Marquarda

2
5
8

6|+0.01

S = O

_o O

(1.01
4

7

2
5.01
8

.
6

9.01
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Przyktady

N B~ =

© BNV, T \O)

Metoda Levenberga-Marquarda

1 2

diag| |4 5
|7 8
+0.1-diag

O O\ W

O O\ W

p—

o W N

S O =

O O W

oS e O

9.9
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Metoda Levenberga-Marquarda

* Przyktady

12 3 1 0 0 12 37) [ 2 3
4 5 6[+0.01-diag/ [0 1 0||+0.1-diag||4 5 6||=| 4 551 6
7 8 9] 0 0 1 7 89 7 8 991
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Metoda Levenberga-Marquarda

« Pytanie: co sie dzieje, gdy do dowolnej symetrycznej macierzy A
dodamy macierz ¢l?

— przyspieszony kurs algebry/analizy (w tym spektralnej)
macierzy (kwadratowych):

* macierz A,,, posiada n (niekoniecznie roznych) wartosci
charakterystycznych, zwanych wartosciami wkasnymi

 iloczyn wszystkich wartosci wtasnych jest rowny wyznacznikowi macierzy,
CO 0znacza, ze gdy choc¢ jedna wartos¢ wiasna jest zerowa, to macierz jest
osobliwa
— macierz osobliwa (zerowy wyznacznik) nie posiada odwrotnosci
 jezeli macierz A posiada wartosci wtasne A;,
to macierz A + ¢l posiada wartosci wtasne A; + ¢

— dodanie do przekatnej macierzy dowolnej wartosci € zmienia
(gdy € > 0: zwieksza, gdy € < 0: zmniejsza) wszystkie wartosci wtasne o ¢

« wszystkie wartosci wlasne macierzy symetrycznej sg rzeczywiste
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Metoda Levenberga-Marquarda

* Pytanie: co sie dzieje, gdy do dowolnej symetrycznej macierzy A
dodamy macierz €l?
« Odpowiedz:
— dodanie do przekatnej macierzy A odpowiednio dobranej
wartosci € gwarantuje, ze macierz staje sie nieosobliwa
* uzasadnienie:
— (korzystamy z)

,Jjezeli macierz A posiada wartosci wiasne A,
to macierz A + ¢l posiada wartosci wlasne A, + ¢”

— mozliwe jest wigc takie dobranie €, aby wszystkie A, + € byty niezerowe
» np.e=1-min(})
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Metoda Levenberga-Marquarda

Pytanie: co sie dzieje, gdy do dowolnej macierzy nieujemnie
okreslonej A dodamy macierz &l?

— c.d. przyspieszonego kursu algebry/analizy (w tym spektralnej)
macierzy (kwadratowych):

* macierz nazywamy macierzg nieujemnie/dodatnio okreslong gdy jest
symetrycznai ...
— (macierz nieujemnie/dodatnio okreslona jest wiec z definicji symetryczna)

« symetryczna macierz jest nieujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie jej wartosci wtasne sa nieujemne

* symetryczna macierz jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie jej wartosci wtasne sa dodatnie

— macierz dodatnio okreslona jest wiec macierzg nieujemnie okreslong
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Metoda Levenberga-Marquarda

« Pytanie: co sie dzieje, gdy do dowolnej macierzy nieujemnie
okreslonej A dodamy macierz &l?

« Odpowiedz:
— dodanie do przekatnej nieujemnie okreslonej macierzy A dowolnej
dodatniej wartosci € gwarantuje, ze macierz staje sie dodatnio okreslona
(a tym samym nieosobliwa)

* uzasadnienie;:

— (korzystamy z)
,Jjezeli macierz A posiada wartosci wiasne A,
to macierz A + ¢l posiada wartosci wlasne A, + ¢’

— wartosci wiasne A, macierzy nieujemnie okreslonej sg nieujemne
— dla dowolnego ¢ > 0, wszystkie A, + £ sa dodatnie (a wigc niezerowe)
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Metoda Levenberga-Marquarda

* Pytanie: co sie dzieje, gdy do dowolnej symetrycznej macierzy A
dodamy macierz udiag(A)?
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;

— (Weyl) jezeli macierze A i B o rozmiarach nxn sg rzeczywiste
| symetryczne, a ich wartosciami wtasnymi sg (odpowiednio)
a,<...<qgoraz f,<..<fB,to G=A+ B orozmiarach nxn
jest rzeczywista i symetryczna, a jej wartosciami wtasnymi sg
v; spetniajgce
o+ i<y <o+ < ot+rmin(B)<y < g+ max(f)
oraz
Bro<y<ft+a < [+min(g)<y<f+max(a)
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Ujednolicona a nieujednolicona
metoda Levenberga-Marquarda

Niech A bedzie nieosobliwg macierzg o rozmiarach nxn,
a b wektorem o rozmiarze nx1; nalezy obliczy¢ x = A-'b

— jak to zrobic?

Mozliwe rozwigzanie

— znalez¢ A

— przemnozy¢ A-' przez b

Czy istnieje lepszy (w znaczeniu: mniej pracochtonny) sposob?
— tak!

— jaki?
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Ujednolicona a nieujednolicona
metoda Levenberga-Marquarda

|dea lepszego sposobu
— niechx=A"b
— twierdzenie
« wektor x spetnia zalezno$¢ x = A-'b wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnia zaleznos¢ Ax = b
— uzasadnienie
c Ax=b=>A'Ax=AbIx=Ab<x=A"b
c Xx=Ab=>Ax=AAb< Ax=Ilb< Ax=b
— awiec x = A-'b mozna oblicza¢ znajdujgc rozwigzanie uktadu réwnan
Ax = b, w ktorym x jest wektorem zmiennych
« wynik jest jednoznaczny dla nieosobliwej macierzy A (czyli gdy istnieje A1)
— o0siggany zysk jest taki, ze do rozwigzania uktadu rownan Ax = b
potrzeba mniej operaciji niz do znalezienia odwrotnosci A-' macierzy A
i wykonania mnozenia A-'b

» dodatkowo, mogg pojawiac sie zyski natury numerycznej
(im mniej operacji, tym mniejszy btad numeryczny)

108



Ujednolicona a nieujednolicona
metoda Levenberga-Marquarda

Podsumowujgc: w klasycznym sformutowaniu metody
Levenberga-Marquarda kierunek poszukiwan d,, zadany
rownoscig d, = —(Hq(x,) + el)"'V(x,),
znajduje sie rozwigzujgc uktad rownan
(Hi(x,) + el)d, = -V(x,),
co prowadzi do uzyskania identycznego wektora d,

— gdy Hi(x,) + €l > 0, to jest nieosobliwa,

a to implikuje jednoznacznosc¢ rozwigzania

Stosowane w ramach wyktadu ujednolicenie (w sensie:
ujednolicenie zapisu) tej metody oznacza przede wszystkim,
ze obliczanie kierunku poszukiwan d, zapisuje sie jako
soblicz d, = —(Hq(x,) + el)"'V(x,)”,
(co ujednolica ten zapis z opisami pozostatych metod)
a nie jako
,znajdz d, rozwigzujgc uktad rownan (Hq(x,) + el)d, = —V(x,)",
(co jest znacznie praktyczniejsze z obliczeniowego punktu widzenia)
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Ujednolicona a nieujednolicona
metoda Levenberga-Marquarda

« Dodatkowa uwaga: obliczanie wektora zadanego rownaniem
x = A~'b poprzez rozwigzanie ukfadu rownan Ax = b mozna
stosowac takze w pozostatych metodach, np. w metodzie
Newtona-Raphsona

— schemat iteracyjny: x,,, = X, + S, z krokiem s, = —(H(x,))""V(x,)

— wektor s, mozna oblicza¢ mnozac obie strony rownania
s, = —(Hq(x,))"V(x,) przez (H{(x,))™", otrzymujac uktad réwnan
(Hd(x,))s, = =Vx,), gdzie s, jest wektorem zmiennych,
| rozwigzujgc powstaty uktad

« w rezultacie nie trzeba znajdowac (Hq(x,))~" ani wykonywac
mnozenia (Hq(X,)) "V(x,)

— wektor x,,, mozna oblicza¢ mnozac obie strony rownania Xx,,, = X, + S,,
w postaci X, = X, — (H{(Xx,))""V(x,) przez (H(x,))™', otrzymujgc uktad
rownan Hq(x,)x,,, = H{(X, )X, — V{(x,), gdzie x,,, jest wektorem
zmiennych, i rozwigzujgc powstaty ukfad

« w rezultacie nie trzeba znajdowac (H¢(x,))~', wykonywac¢
mnozenia (H¢(x,))~"V«(X,), ani odejmowania x, — (Hq(x,))~"V(x,)
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Whasciwa a niewtasciwa
metoda Levenberga-Marquarda

Wersja 0 (Newtona-Raphsona /ujednoliconal/)
— oblicz d, = —(H(x,))"V(x,)

Wersja 1 (Levenberga, tutaj: Levenberga-Marquarda /ujednolicona/)
— oblicz d, = —(H{(x,) + €l)"'V(x,)dlaeg >0
» element ¢l gwarantuje odwracalnos¢ macierzy

Wersja 2 (Marquarda /ujednoliconal/)
— oblicz d, = —(H«(x,) + ndiag(H(x,)))"'"V«(x,) dla p >0
+ element pdiag(Hq(x,)) poprawia zbieznosc¢

Wersja 3 (wtasciwa /ujednolicona/)
— oblicz d, = —((H(x,) + £l) + pdiag(H(x,)))-'Vx,) dlag>0ip>0
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Parametryzacja metody Levenberga-Marquarda
(ujednoliconej, niewtasciwej)

* Rola parametru ¢ > 0 przy ustalaniu wartosci macierzy Hq(x,) + &l

— jakie wartosci moze (w ekstremalnych sytuacjach)
przyjmowac parametr £?
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Parametryzacja metody Levenberga-Marquarda
(ujednoliconej, wtasciwej)

« Oznaczenia
- d=d,
— g = Vi(X)
— P =H(x,) + ¢l
gdzie wartosc¢ ¢ > 0 jest tak dobrana, ze P > 0 (dodatnio okreslona)

* Przy tych oznaczeniach kierunek poszukiwan przedstawia sie jako
d =-P-g
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Parametryzacja metody Levenberga-Marquarda
(ujednoliconej, wtasciwej)

* Rola parametru ¢ przy ustalaniu wartosci macierzy P = H(x,) + &l

— nieche >0
« wtedy P — H¢(x,) oraz d = -P~'g — —(H¢(x,)) g
(stosujgc petne oznaczenia: d, = —(H«(x,))'V(x,))
— whniosek: (ujednolicona) metoda Levenberga-Marquarda sprowadza sie
w tym przypadku do uogolnionej metody Newtona
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Parametryzacja metody Levenberga-Marquarda
(ujednoliconej, wtasciwej)

* Rola parametru ¢ przy ustalaniu wartosci macierzy P = H(x,) + &l

— niech g > o
« wtedy P — el orazd = -P-'g — —(el)"'g = —(1/e)l-'g = —(1/¢)lg = —(1/¢)g
(stosujgc petne oznaczenia: d, = —(1/e)V(x,))

— uwaga: poniewaz wektor d, definiuje jedynie kierunek poszukiwan, jego dtugos¢
jest nieistotna, a wigc kazdy dodatni skalar s w wyrazeniu d, = —sV(x,) moze byc¢
pominiety

— wobec powyzszej uwagi i warunku ¢ > 0, kierunek poszukiwan mozna zapisac¢
jako d, = —V((x,)

— whniosek: (ujednolicona) metoda Levenberga-Marquarda sprowadza sie
w tym przypadku do metody Cauchy’ego
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