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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)

Autor






Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Problem wizualizacji funkc;ji
— Funkcje/argumenty rzeczywiste

(zbidr liczb rzeczywistych jest obrazowany jako os liczbowa)
« argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub argument skalarny): dwa wymiary
« argument wektorowy o rozmiarze 2x1: trzy wymiary
« argument wektorowy o rozmiarze 3x1: cztery wymiary



Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

« Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji rzeczywistych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub argument skalarny): dwa wymiary
— wykres dwuwymiarowy
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

« Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji rzeczywistych
— argument wektorowy o rozmiarze 2x1: trzy wymiary
— wykres trojwymiarowy
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

« Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji rzeczywistych
— argument wektorowy o rozmiarze 2x1: trzy wymiary
— wykres konturowy (bez tta)
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji rzeczywistych
— argument wektorowy o rozmiarze 2x1: trzy wymiary
— wykres konturowy (z ttem)
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

« Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji rzeczywistych
— argument wektorowy o rozmiarze 2x1: trzy wymiary
— obraz dwuwymiarowy (ostatnio popularna nazwa ang.: ,heat map”)
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji rzeczywistych
— argument wektorowy o rozmiarze 3x1: cztery wymiary
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Problem wizualizacji funkc;ji
— Funkcje/argumenty zespolone
(zbidr liczb zespolonych jest obrazowany jako ptaszczyzna liczbowa)
« argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub argument skalarny): cztery wymiary

« argument wektorowy o rozmiarze 2x1 (czyli skalarny): szes¢ wymiarow
« argument wektorowy o rozmiarze 3x1 (czyli skalarny): osiem wymiarow
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazow dwuwymiarowych

— np.
CzescC rzeczywista CzescC urojona
wartosci zespolonej wartosci zespolonej
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazow dwuwymiarowych

— albo np.
Modut Faza
wartosci zespolonej wartosci zespolonej
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazow dwuwymiarowych

— liczba zespolona x
o czyli X =1 Xes Xim |
» dwa wymiary — wizualizacja na ptaszczyznie

— wykorzystujemy definicje

« modut: m = abs(x) = sqrt( (X.c)? + (Xin)? )
 faza: f = angle(x) = arctan( X, / X;¢ )
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazow dwuwymiarowych

— funkcja zespolona dla argumentu zespolonego: y = f(x)
e zarowno X jak i y sg liczbami zespolonymi

— czylix=[x,, x Jorazy=[VY., Vi, ]

— moze by¢ traktowana jak dwie, dwuargumentowe funkcje rzeczywiste:
» Y= f1(Xre’xim)’ Yim = fZ(Xre=Xim)

— jezeli wynik chcemy przedstawia¢ w postaci pary modut-faza,

to po zastosowaniu f(x) trzeba dodatkowo obliczy¢é modut i faze:

» Y™ 1:1()(re’xim)’ Yim = fz(xre’xim)
» M =abs(Ye,Yim), f = angle(ye,Yin)
tgcznie:
» m= abs(f1(xre’xim)’ fZ(Xre’Xim))’ f= angle(f1(xre=xim)’ fZ(Xre=Xim))

— w obu przypadkach wymagane sg cztery wymiary
(a wiec wizualizacja wymaga dwoch ptaszczyzn)

17



Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

f(x) = x

Modut? Faza?
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Modut f(x) = x Faza f(x) = x
19



Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

4
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

Jaki jest ksztatt izokwant tych funkc;ji?
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Modut f(x) = x Faza f(x) = x
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

Jaki jest kierunek wzrostu tych funkcji?
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

r
o

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Modut f(x) = x Faza f(x) = x
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

f(x) = x2

Modut? Faza?
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Modut f(x) = x2 Faza f(x) = x2
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

0.5
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Modut f(x) = x2 Faza f(x) = x2
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Modut f(x) = x2 Faza f(x) = x2
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

f(x) = x3

Modut? Faza?
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

4 -

Modut f(x) = x3 Faza f(x) = x3
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

4 -
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

4 -

Modut f(x) = x3 Faza f(x) = x3
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

4 -

Modut f(x) = x3 Faza f(x) = x3
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

f(x) = x2+log(x)/2.5
(log: podstawa e, tylko wartosci gtowne)

Modut? Faza?
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

0.5 1 15 2 -3 2 -1 0 1 2 3

Modut f(x) = x"2+log(x)/2.5 Faza f(x) = x"2+log(x)/2.5
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

f(x) = x32+log(x3)/2.5
(log: podstawa e, tylko wartosci gtowne; sqrt: tylko wartosci gtdwne)

Modut? Faza?
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazow dwuwymiarowych

Modut f(x) = x32+log(x3)/2.5 Faza f(x) = x32+log(x3)/2.5
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Wizualizacja funkcji wielowymiarowych

50



Wizualizacja funkcji wielowymiarowych
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

Popularne (rzeczywiste) funkcje pierwiastkowe...
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

¢« y= x1/10
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

Popularne wyrazenia, ktore w dziedzinie liczb rzeczywistych
,generujg” znane funkcje, np. f(x) = x'2, f(x) = x13, f(x) = x4, itp.,
w dziedzinie liczb zespolonych generujg odwzorowania, ktore...
nie sg funkcjami!
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

* Wizualizacja (wielowymiarowych) funkcji zespolonych
— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— para obrazéw dwuwymiarowych

»
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Modut f(x) = x Faza f(x) = x
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

* Inna postac¢ wizualizacji funkcji zespolonych (posta¢ biegunowa)

— argument wektorowy o rozmiarze 1x1 (lub arg. skalarny): cztery wymiary
— powierzchnia tréjwymiarowa (osie: X, y i z) z kolorem

» czesc rzeczywista f(x): jako wartos¢ na osi z (pionowej)

» czes¢ urojona f(x): jako kolor
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

,stara” funkcja f(x) = x (w ,nowej” wizualizacji)
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

Znane funkcje postaci f(x) = x?, f(x) = x3, itd.,
w nowej wizualizacji
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

,stara” funkcja f(x) = x? (w ,nowej” wizualizacii)
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

0.5

,stara” funkcja f(x) = x3 (w ,nowej” wizualizacii)
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

s

,stara” funkcja f(x) = x* (w ,nowej” wizualizacii)
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

« ,stara” funkcja f(x) = x'9 (w ,nowej” wizualizacji)
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

A teraz:
Znane odwzorowania (funkcje?) postaci f(x) = x'2, f(x) = x3, itd.,
w nowej wizualizacji
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem

dotyczgcy funkcji zespolonych

= x1/2

f(x)
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

R

]
R

0.

= x1/3

f(x)
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Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

= x1/4

f(x)

70



Jeszcze jeden (ciekawy) problem
dotyczgcy funkcji zespolonych

x1/10

f(x)
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Funkcje wielowymiarowe
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Funkcje wielowymiarowe

Przyktady funkcji
— sformutowania skalarne
o (X1 X0.X3,%4]T) = (X4)? + (X0)? + (X3)? + (X4)?
o (X1, X0,%3]T) = (X1)? + 2(xp)? + 3%y
© f([xq,%]") = e + ex
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Funkcje wielowymiarowe

Przyktady funkcji, c.d

— sformutowania wektorowe/macierzowe
 f(x) = a"™x/||a||/||x||, gdzie
— a jest ustalonym wektorem niezerowym
(korelacja wektorow)
« f(x) = xTAx/x"x gdzie
— A jest ustalong macierzag
(wspotczynnik Rayleigh’a)
« f(x) =xTAx + b'x + ¢, gdzie
— A jest ustalong niezerowg macierzg nieujemnie okreslong

— b jest ustalonym wektorem
— c jest ustalonym skalarem

(posta¢ macierzowej funkcji kwadratowej)
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Funkcje wielowymiarowe

Rozwinigcia z postaci wektorowo/macierzowej do skalarnej, np.:
- f(x)=a™x+b
* dIaa=[34]T,b=5
o f([xq X,]T) = [B 4][xq Xo]" + 5 =3x4 +4x, + 5
— f(x) = xTAx
- daA=[12;34]
(X XoIT) = [X1 X][1 2; 3 4][x4 Xxp]" =
= [x1 X)([1 2; 3 4][x4 X,]") =
= [X4 X5][1X4 + 2X,, 3X +4x2]T =
= X1(1xq + 2X5) + X(3%q +4xy) =
= 1(x1)? + 2X1X + 3X4X, +4(X,)? =
= 1(xq)? + 5X4Xp +4(x,)?
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Funkcje wielowymiarowe

Jednowymiarowa funkcja kwadratowa:
f(x)=ax?2+ bx +cC
Wielowymiarowa funkcja kwadratowa
f(x) = xTAx + b™x + C
— zatozenia:
A > 0 (macierz dodatnio okreslona — odpowiednik a > 0)
A < 0 (macierz ujemnie okreslona — odpowiednik a < 0)
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