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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Rzeczywiste pierwiastki z jedynki
— pierwszego stopnia
» pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji rzeczywistej f(x)
0 argumencie rzeczywistym x danej wzorem f(x) = x' — 1?
« odpowiedz: x = 1 (istnieje jedno zero tej funkcji)
— drugiego stopnia
* pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji rzeczywistej f(x)
0 argumencie rzeczywistym x danej wzorem f(x) = x2 — 1?
« odpowiedz: x = 1 oraz x = —1 (istniejg dwa zera tej funkcji)
— trzeciego stopnia
» pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji rzeczywistej f(x)
0 argumencie rzeczywistym x danej wzorem f(x) = x3 — 17
« odpowiedz: x = 1 (istnieje jedno zero tej funkcji)
— czwartego stopnia
» pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji rzeczywistej f(x)
0 argumencie rzeczywistym x danej wzorem f(x) = x* — 17
« odpowiedz: x = 1 oraz x = —1 (istniejg dwa zera tej funkgcji)



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Zespolone pierwiastki z jedynki
— pierwszego stopnia
* pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji zespolonej f(x)
o argumencie zespolonym x danej wzorem f(x) = x' — 1?
« odpowiedz: x = 1+0i (istnieje jedno zero tej funkciji)
— drugiego stopnia
* pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji zespolonej f(x)
0 argumencie zespolonym x danej wzorem f(x) = x2 — 1?
« odpowiedz: x = 1+0i oraz x = —1+0i (istniejg dwa zera tej funkcji)
— trzeciego stopnia
* pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji zespolonej f(x)
o argumencie zespolonym x danej wzorem f(x) = x3 — 1?
 odpowiedz: x = 1+0i, x = (-1+3"2i)/2 oraz x = (-1-3"2{)/2
(istniejg trzy zera tej funkcji)
— czwartego stopnia
* pytanie: czy istniejg i jakie sg zera jednowymiarowej funkcji zespolonej f(x)
0 argumencie zespolonym x danej wzorem f(x) = x* — 1?
» odpowiedz: x = 1+0i, x = 0+i, x = -1+0i oraz x = 0—i
(istniejg cztery zera tej funkcji)



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Zespolone pierwiastki z jedynki stopnia czwartego
oczywiscie spetniajg

— x=1+0i:

x4 =(1+0i)* =14 =1
— X =0+i:

x4 = (0+iy=i*=(i?)2=(-1)2=1
— x=-1+0i:

x4 = (=1+0i)* = (-1)* = 1
— X =0-i:
xt = (0-i)# = (Hi)* = ((H)2)2 = (1222 = (1122 = (1-(-1)2 = (1) = 1



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

« Takze zespolone pierwiastki z jedynki stopnia trzeciego
spetniajg

— x = 1+0i:
x3 = (1+0i)3 = ... ?

— X = (—=1+3"3)/2:
x3 = ((=1+3"2)))2)3 = ... ?

— X = (-1-3"2))/2:
x3 = ((-1-3"2j)2)3 = ... ?



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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Cztery zera funkcji zespolonej f(x) = x* — 1
(i dwa zera funkgcji rzeczywistej f(x) = x* — 1)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Aproksymacyjna metoda Newtona w poszukiwaniu pierwiastkow
Z jedynki n-tego stopnia
— wyprowadzenie (aproksymacyjnego) schematu iteracyjnego
» funkcja: f(x) = x" -1
« pochodna: f'(x) = nx-"
« schemat: X4 = X, — Fx )F(X) = X = ((x )" = 1)/(n(x )" =
=X = (X ) (n(x,)"") + 1/(n(x)"") =
= X, — X /n + 1/(n(x, )" 1) =
= (n=1)/n-x, + 1/n-1/(x, )"
— wobec istnienia wielu zer funkcji (wielu pierwiastkdw z jedynki)
aproksymacyjna metoda Newtona moze znalez¢ dowolne z nich
— to, ktore rozwigzanie zostanie znalezione,
zalezy od punktu poczatkowego (x, w schemacie iteracyjnym)

— zachodzi pytanie:

Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy potozeniem
punktéw poczgtkowych a znajdowanymi pierwiastkami?
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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Ktory pierwiastek znajdzie metoda Newtona startujgc z tego punktu?
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania
— w przypadku problemu poszukiwania pierwiastkow z jedynki czwartego
stopnia kazdy mozliwy punkt poczatkowy (czyli — w praktyce — kazdg
liczbe zespolong) mozna przydzieli¢ do jednego z pieciu roztgcznych
podzbiorow
* podzbior punktéw, dla ktérych znaleziony zostaje pierwiastek 1
* podzbidr punktow, dla ktorych znaleziony zostaje pierwiastek —1
* podzbior punktéw, dla ktérych znaleziony zostaje pierwiastek i
* podzbior punktéw, dla ktérych znaleziony zostaje pierwiastek —i
* podzbidr punktow, dla ktorych nie znaleziony zostaje zaden pierwiastek
— podzbiory te noszg nazwe ,basendw przyciggania”

— pytanie o zaleznos¢ pomiedzy potozeniem punktow
poczgtkowych a znajdowanymi pierwiastkami przyjmuje postac:

Jakie ksztalty majg baseny przyciggania?
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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Baseny przyciggania?



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Obszary Woronoja
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

* Obszary Woronoja dla pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia.

Czy sg to jednoczesnie baseny przyciggania metody Newtona?
16



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Czy obszary Woronoja sg basenami przyciggania dla pierwiastkow
Z jedynki czwartego stopnia?

— nie!
Jak wiec wygladajg te baseny?
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 2
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 4
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 8
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 16
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 32
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 64
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 128
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)

32



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

P07

Baseny przyciggania metody Newtona; powiekszenie * 256
(w problemie pierwiastkow z jedynki czwartego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

powiekszenie * 2 powiekszenie * 128
(porownanie)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

A jak wygladajg baseny przyciagania dla pierwiastkow
z jedynki wyzszych, parzystych stopni? (szostego, 6smego, ...)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki szostego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki 6smego stopnia)

37



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

P07

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki dziesigtego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

A jak wygladajg baseny przyciagania dla pierwiastkow
z jedynki nieparzystych stopni? (trzeciego, pigtego, ...)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki trzeciego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki pigtego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki siocdmego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Baseny przyciggania metody Newtona
(w problemie pierwiastkow z jedynki dziewigtego stopnia)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Przypomnienie szczegotéw poprzedniego problemu:
pierwiastki z jedynki n-tego stopnia to miejsca zerowe
funkcji zespolonej f(x) =x"—-1dlan=1,2, 3, ...

Nastepny problem: jak wygladajg baseny przyciggania dla miejsc
zerowych innych, potencjalnie duzo bardziej skomplikowanych,
funkcji zespolonych?

Np.:
— f(x)=x"-1dla
* n= 557
* n=-5.07
* n=-557

— f(x) bedacej dowolnym wielomianem ?
— f(x) bedacej ilorazem dowolnych wielomianéw?
— f(x) bedacej dowolng funkcjg?
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Skrypt Matlab’a generujgcy przedstawione obrazy
— catos¢ (11 linii kodu + 3 linie komentarza)

% inicjalizacja danych
X = linspace(-1.5,+1.5,2000);
y = linspace(-1.5,+1.5,2000);
[X,Y] = meshgrid(x,y);
Z=X+i,;
n=9;
% iteracja metody Newtona (uproszczona, bez warunkéw stopu)
for k = 1:50;
Z = ((n-1)/n)*Z + (1/n)*1./(Z.MNn-1));
end
% wyswietlenie wyniku
imagesc(angle(Z2));
axis square;
axis off;
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Podsumowanie metod ,newtonowskich”

Skuteczne

— uzasadnienie: niespotykanie wysoki rzad zbieznosci
Proste

— uzasadnienie: trywialnos¢ programow implementujgcych
Ciekawe

— uzasadnienie: zastosowania w generowaniu obrazow fraktalnych
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