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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢

« Skojarzenia
— funkcja kwadratowa
— parabola
— wyroznik (tzw. delta)
— dwa pierwiastki

ale...
— czy f(x) jest funkcjg kwadratowg?
— czy f(x) jest funkcjg liniowg*?
— czy f(x) jest funkcjg statg?
(uwaga na inne relacje pomiedzy pojeciami
(funkcja) ,kwadratowa—liniowa” a (funkcja) ,liniowa—stata”)

* na tym i kilku kolejnych slajdach:
,funkcja liniowa” to funkcja postaci f(x) = ax + b (dla dowolnego a)
— czyli: funkcja afiniczna



Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢

* Miejsca zerowe f(x) = ax? + bx + ¢ przy a # 0 (kwadratowa)
« Miejsca zerowe f(x) = ax? + bx + ¢ przy a = 0 (liniowa)
— miejsca zerowe f(x) = 0x2 + bx + ¢ przy b = 0 (niestata)

— miejsca zerowe f(x) = 0x2 + bx + ¢ przy b = 0 (stata)
« miejsca zerowe f(x) = 0x2 + 0x + c przy c # 0

« miejsca zerowe f(x) = 0x? + Ox + c przyc =0



Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢







Metody ,,newtonowskie”

Metlik terminologiczny
— istnieje wiele metod noszgcych (petng lub czesciowg) nazwe Newtona,
z ktorych jedne stuzg do poszukiwania ekstremow funkcji, a inne do
poszukiwania miejsc zerowych funkcji

— w ramach wyktadu nazewnictwo tych metod bedzie nastepujgce
* poszukiwanie ekstremow funkcji — metody optymalizacyjne
» poszukiwanie miejsc zerowych funkcji — metody aproksymacyjne
— uwaga.
* nazywanie metod optymalizacyjnymi (w odréznieniu od nazywania
ich aproksymacyjnymi) jest nieco mylgce, poniewaz takze metody
aproksymacyjne starajg sie znajdowac rozwigzania optymalnie (ewentualnie
w przyblizeniu optymalnie) i postugujg sie nieraz bardzo podobnymi
technikami

» lepszg praktyka bytoby nazywanie metod poszukujacych ekstremow
funkcji metodami ekstremalizacyjnymi (lub — konkretnie, w zaleznosci
od specyfiki metody — minimalizacyjnymi wzglednie maksymalizacyjnymi)
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Metody ,,newtonowskie”

Metlik terminologiczny, c.d.
— optymalizacyjne metody newtonowskie (m.in.)

metoda jednowymiarowej optymalizacji Newtona
(zwana takze metodg Newtona-Raphsona)

metoda wielowymiarowej optymalizacji Newtona-Raphsona
(zwana takze metodg Newtona), jest naturalnym uogdlnieniem
metody (jednowymiarowej optymalizacji) Newtona na wiele wymiaréw

metoda wielowymiarowej optymalizacji uogolniona Newtona
(zwana takze metodg Cauchy’ego), bezposrednio wykorzystuje
metode (jednowymiarowej optymalizacji) Newtona

metoda wielowymiarowej optymalizacji Cauchyego
metoda wielowymiarowej optymalizacji Levenberga-Marquarda

— aproksymacyjne metody newtonowskie (m.in.)

metoda jednowymiarowej aproksymacji Newtona
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Metody ,,newtonowskie”

« W dalszej czesci wyktadu

metoda Newtona
* metoda aproksymacji jednowymiarowej
metoda Newtona
* metoda optymalizacji jednowymiarowej
metoda Newtona-Raphsona
* metoda optymalizacji wielowymiarowej
podstawowe modyfikacje metod Newtona-Raphsona

(uogodlniona metoda Newtona, metoda Cauchy’ego
i metoda Levenberga-Marquarda)

* metody optymalizacji wielowymiarowej

dalsze modyfikacje metod Newtona-Raphsona?

(np. metoda Powella, metoda kierunkdéw sprzezonych)
* metody optymalizacji wielowymiarowej

inne metody?

(np. metoda mnoznikéw Lagrange’a)
* metody optymalizacji wielowymiarowej
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Metody ,,newtonowskie”

Zwigzek pomiedzy metodg (optymalizacyjng) Newtona
a metodg (optymalizacyjng) Newtona-Raphsona
— metoda Newtona-Raphsona jest naturalnym uogdlnieniem

metody Newtona na wiele wymiaréw
— nie myli¢ tego uogolnienia z metodg o nazwie ,,uogolniona metoda Newtona™

* a wiec oczywiscie moze byC stosowana w problemach jednowymiarowych

— metoda Newtona jest naturalnym uszczegodlnieniem metody
Newtona-Raphsona na jeden wymiar

* a wiec nie moze moze byC stosowana w problemach wielowymiarowych
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Metody ,,newtonowskie”

Pytanie:
w jakim sensie metoda Newtona-Raphsona
jest ,naturalnym” uogolnieniem metody Newtona?

Odpowiedz:
w takim samym, w jakim zapisany macierzowo uktad rownan
z wieloma niewiadomymi jest uogolnieniem zapisanego skalarnie
jednego réwnania z jedng niewiadoma
— zapis skalarny: ax=Db
— zapis macierzowy: Ax =b
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Metoda (aproksymacyjna) Newtona

— metoda aproksymacji jednowymiarowej bez ograniczen
(z ewentualnymi ograniczeniami na zakres zmiennosci zmiennej)

Dane
— jednowymiarowy obszar S
» (obszar musi spetnia¢ kilka dodatkowych zatozen)
— okreslona w obszarze S funkcja f(x)
» (funkcja musi spetnia¢ kilka dodatkowych zatozen)

Cel metody

— znalez¢ x° e S taki, ze f(x0) = 0
(poszukiwanie miejsc zerowych funkciji f(x) w obszarze S)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« |dea metody Newtona (aproksymacji jednowymiarowej)
— niech bedzie dana analitycznie jednowymiarowa funkcja f(x), dla ktorej
poszukujemy miejsca zerowego w pewnym obszarze (w praktyce:
w przedziale), i o ktérej zaktadamy, ze w tym wiasnie przedziale
« jest ciggta
* posiada pierwszg pochodng (dang analitycznie), ktéra jest ciggta
— uznaje sie, ze przebieq aproksymowanej, jednowymiarowej funkciji f(x)
w otoczeniu pewnego ustalonego punktu x, jest taki sam, jak przebieg
pewnej funkciji afinicznej, czyli funkcji postaci g(x) = ax + b, gdzie a = 0,
o parametrach a i b tak dobranych, aby ,dobrze” odzwierciedlaty
przebieg funkcji f(x)
» do ,jakosci” takiego odzwierciedlenia przyczyniajg sie oczywiscie powyzsze
zatozenia dotyczgce funkciji f(x), ktére (nie przez przypadek, oczywiscie) sg
takze wiasciwosciami funkcji afinicznej postaci g(x) = ax+b, gdzie a = 0
— przyblizenie funkcji f(x) jest wykonywane z uzyciem jej pochodnych
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

ldea metody Newtona (aproksymacji jednowymiarowej), c.d.

— za miejsce zerowe funkcji f(x) uznaje sie miejsce zerowe funkcji g(x),
przy czym:
* jezeli znaleziony punkt (czyli miejsce zerowe afinicznej funkcji g(x)) stanowi
miejsce zerowe optymalizowanej funkcji f(x), to zadanie jest zakonczone
— powyzsze sprawdzenie moze nie by¢ trywialne
— 0golne rozwigzanie tego problemu stanowi osobne zagadnienie (warunek stopu)
 jezeli znaleziony punkt (czyli miejsce zerowe afinicznej funkcji g(x))
nie stanowi miejsca zerowego aproksymowanej funkcji f(x), to przyjmuje
sie, ze stanowi on lepsze przyblizenie poszukiwanego miejsca zerowego
| powtarza sie cate postepowanie
— powyzsze przyjecie moze by¢ btedne
— 0golne rozwigzanie tego problemu stanowi osobne zagadnienie (niezbieznos¢)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

ldea metody Newtona (aproksymacji jednowymiarowej), c.d.

— funkcja afiniczna i jej pochodna
» funkcja: g(x) =ax + b, gdziea =0
* jej pierwsza pochodna: g'(x) = a
— potozenie miejsca zerowego funkcji afiniczne;
» przyrownanie funkcji do zera: ax + b =0
* miejsce zerowe: X = —b/a
— poniewaz (z zatozenia) a = 0, wiec miejsce zerowe istnieje
* uwaga: w zaleznosci od a i b, funkcja g(x) = ax + b moze miec rozne liczby
miejsc zerowych, a konkretnie:
— ma jedno miejsce zerowe, gdy a # 0
— nie ma miejsc zerowych, gdya=0ib=0
— ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych,gdya=0ib =0
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyblizanie funkc;ji f(x) funkcjg afiniczng z uzyciem pochodnych
— jezeli odpowiednie pochodne funkcji f(x) istniejg w pewnym obszarze S,
to w tym obszarze mozliwe jest przyblizenie tej funkcji wykorzystujgce
jej rozwiniecie w szereg Taylora
— wykorzystujgc dwuelementowe przyblizenie q(x) rozwiniecia
funkcji f(x) wokot punktu y € S mamy dla kazdego x € S
f(x) = a(x) = f(xg) + (Xo)(x—X,)
— funkcja q(x)
« stanowi przyblizenie funkciji f(x)
* jest dwuelementowym rozwinieciem f(x) w szereg Taylora wokdét punktu x
* ma postac g(x) = ax + b poniewaz
q(x) = f(xp) + F(xo)(x—=Xg) = f(Xg) + F(Xg)x — F(Xg)Xg = F(Xg)x + (f(Xo) — F(X)%o)
awiec: a="f(xg), b=1f(xy)—TF(Xq)Xo
— uwaga: metode Newtona wykorzystujgcg n+1-elementowe rozwiniecie
funkciji f(x) w szereg Taylora nazywamy metodg stopnia n
* w tym przypadku mamy wiec do czynienia z metodg stopnian = 1
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Poszukiwanie przyblizenia miejsca zerowego
— zaktadamy, ze dla kazdego x € S spetniony jest warunek f'(x) = 0
— powyzsze zatozenie oraz zaleznosci a = f(X;) i b = f(x,) — (X)X,
pozwalajg na nastepujgce okreslenie rozwigzania funkcji

= —b/a =

= —(f(xy) = F (X)X )/ (Xg) =

= (F (X)X = F(X))/F (Xg) =

= Xq — f(Xp)/f (X,)

— jezeli x, jest dowolnym punktem ustalonego obszaru S, to
(zgodnie z zasadg przyblizania funkcji f(x) funkcjg afiniczng)
punkt x = x, — f(x,)/f'(x,) jest miejscem zerowym funkcji f(x)
lub lepszym przyblizeniem tego miejsca zerowego niz punkt x,

(powyzsze ,dziata” takze w przypadku, gdy X, jest juz miejscem
zerowym funkcji f(x) /ale spetniajgcym f'(x,) = 0/, poniewaz wtedy
X — f(Xg)/T(Xg) = Xo — 0/f (Xg) = Xg — 0 = Xo)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Schemat iteracyjny metody

— zasada ustalania nastepnego punktu na podstawie poprzedniego
pozwala na sformutowanie nastepujgcego schematu iteracyjnego

X1 = Xg = FXF (%)

Algorytm
1. ustal punkt x, | podstaw k = 0

2. dopoki nie zachodzi warunek stopu, wykonui:
* oblicz x4 = X, — f(x )T (X,)
* podstaw k =k + 1
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Interpretacja geometryczna metody

f(x)

N
fix,) - /

« Dane: funkcja f(x) wraz z pochodng f'(x), a dla nich
— X, (punkt na osi poziomej)
— f(x,) (punkt na osi pionowej)

— f(x,) (tangens kata zawartego pomiedzy osig poziomg
a prostg styczng do wykresu funkcji w punkcie x,)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Interpretacja geometryczna metody

f(x)

\
ﬂka/-- %

Wiecej informacji o funkcji (w tym przypadku dos¢ skomplikowane))
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Interpretacja geometryczna metody

f(x)

\
f{ka/-- %

» Poszukiwane: x,,, (przyblizenie miejsca zerowego)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Interpretacja geometryczna metody

f(x)

\
f{ka/-- %

*  Wykorzystujgc f'(x,) = tg(a) oraz tg(a) = (X, )/(X, — X,s1)
— zatozenie: X, — X1 %= 0
otrzymujemy zaleznos¢ f(X, )/(X, — X..+1) = F(X,)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Interpretacja geometryczna metody

f(x)

\
f{ka/-- %

» Przeksztatcenie zaleznosci f(x, )/(X, — X,.1) = f(X,) prowadzi do
f(x, )/f (X ) = X — X1, @ WiEC ostatecznie
Xer1 = X = T )/ (X))
— zatozenie: f(x,) = 0
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Mocno uproszczona wersja metody (sytuacja f'(x) = 1)

f(x)

X

f(x,) +

/

//

Xir1 = X = T/ = X, = 1(X,))
» wartosc przesuniecia: zawsze o f(x,)
— gdy f(x,) > 0, to x,,, < X, (przesuniecie w lewo)
— gdy f(x,) = 0, to koniec
— gdy f(x,) <0, to x,,, > X, (przesuniecie w prawo)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Mocno uproszczona wersja metody (sytuacja f'(x)

(xp

\u\
: Lo
\\
T
x 75
X g \\ \

Xir1 = X = f(x)/(=1) = %, + (X))
» wartosc przesuniecia: zawsze o f(x,)
— gdy f(x,) > 0, to x,,, > X, (przesuniecie w prawo)
— gdy f(x,) = 0, to koniec
— gdy f(x,) <0, to x,,, <X, (przesuniecie w lewo)

~—1)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Mocno uproszczona wersja metody (sytuacja f'(x) = 0)

)

UL

X1 = X, — f()/0 = 227
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Potencjalne warunki stopu metody
— o0siggniecie miejsca zerowego
* teoretycznie badamy: f(x,) = 0
 praktycznie badamy: [f(x,)| < €
— ustabilizowanie wyniku
 teoretycznie badamy: X, .4 = X,
« praktycznie badamy: [x,,.4 — X | < ¢
— przekroczenie maksymalnej liczby iterac;i
.« k>k,
gdzie
— ¢ jest (matg) dodatnig wartoscig rzeczywistg (doktadnosc¢ obliczen)
— K, jest (duzg) dodatnig wartoscig catkowitg (maksymalna liczba iteracji)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Zbieznos¢ metody
— metoda nie gwarantuje zbieznosci dla kazdego wektora poczgtkowego

— teoretyczne przyczyny ewentualnej niezbieznosci

« zerowosc pierwszej pochodnej (a wiec nie istnieje jej odwrotnos¢)
rezultat: nie mozna obliczy¢ X,

* niewtasciwy krok metody (cho¢ prawidtowo obliczony)
rezultat: [f(X,.4)| = [f(x,)]

— praktyczne przyczyny ewentualnej niezbieznosci

— w (korzystnych) przypadkach zbieznych: (w poblizu rozwigzania)
zbieznos¢ rzedu drugiego (czyli wysokal)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Czy sg mozliwe sytuacje, w ktorych (aproksymacyjna) metoda
Newtona nie dziata wcale?

— tak

— przyczyny
» pochodna nieokreslona (nie mozna zainicjowac ciggu {x,})
« pochodna dla pewnego x, zerowa (nie mozna utworzy¢ elementu x,, )

 cigg {x,} jest niezbiezny, a wiec np.:

ciag {x} dazy do +x
ciag {x,} dgzy do —o
ciag {x,} jest cykliczny
ciag {x,} przejawia inne powody niezbieznosci
» np.:+1,-2, +4, -8, +16, —32, +64, —128, +256, ...
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Czy sg mozliwe sytuacje, w ktorych (aproksymacyjna) metoda
Newtona nie dziata jednoznacznie (w jakims sensie)?
— tak
— przyczyna
* istnienie wielu miejsc zerowych
— z ktérych rozne mogg zostac osiggniete (zaleznie od doboru punktu startowego)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Pytanie:
— czy istniejg, a jezeli tak, to jak konstruowac i jak wygladajg
(juz po skonstruowaniu) metody Newtona wyzszych stopni?
Odpowiedzi:
— teoretycznie istniejg, w praktyce nie sg uzywane
(moze z wyjatkiem metody stopnia 2)

— konstrukcja analityczna staje sie trudniejsza dla wyzszych stopni

36



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Konstrukcja metod wyzszych stopni
— metoda stopnia 1 (powtorzenie)
» wykorzystane rozwiniecie f(x) = q(x) = f(Xy) + f'(Xg)(X—Xo)
« traktujgc y = x—X, jako argument rozwiniecia,
zapisujemy powyzszg funkcje w postaci g (y) = f(xg) + f(Xo)y
* wtedy q,(y) = 0 dlay = —f(x,)/f (xo)
» czyli x—xg = —f(X)/f (Xp)
« powstaty schemat iteracyjny: x = x, — f(Xo)/f'(X)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Konstrukcja metod wyzszych stopni

— metoda stopnia 2 (/analogiczne/ wyprowadzenie)
« wykorzystane rozwiniecie f(x) = q(x) = f(x,) + £ (Xo)(x=Xg) + f’(Xg)(X—Xq)?/2
« traktujgc y = x—X, jako argument rozwiniecia,
zapisujemy powyzszg funkcje w postaci g,(y) = f(xy) + f(xp)y + 7 (xo)y?/2
- wtedy q,(y) = 0 dla 'y = —f(xo)£((F (%) )*—2f" (x0)f(X0)) /" (%)
« czylidla x—xu = —f(Xo)+((F(Xq))>=2f"(X0)f(X0))2/f’ (%)
- powstaty schemat iteracyjny: x = xo — (X ) ((F (Xq))>=2"(Xo)f(X)) 2/f’(X,)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Konstrukcja metod wyzszych stopni

— metoda stopnia 3 (idea /analogicznego/ wyprowadzenia)
* wykorzystane rozwiniecie
f(x) = a(x) = f(xg) + F(Xo)(x—Xg) + F"(Xg)(X—X0)?/2 + (X )(x—X0)*/6
« traktujgc y = x—X, jako argument rozwiniecia,
zapisujemy powyzszg funkcje w postaci
ay(y) = f(xo) + F(Xo)y + f"(Xo)y%/2 + £ (x,)y°/6
* wtedy q,(y) = 0 dla y = {wzdr-na-miejsca-zerowe-q(x))
« czylidla x—x, = (wzor-na-miejsca-zerowe-q(x))
« powstaty schemat iteracyjny: x = x, — (Wzdr-na-miejsca-zerowe-q(x))

39



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Konstrukcja metod wyzszych stopni
— metoda stopnia 4 (idea /analogicznego/ wyprowadzenia)
— itd.., itp..
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad przyblizania funkcji danej funkcjg przyblizajgca (liniowa)
/cel: znalezienie miejsca zerowego funkcji danej/

— funkcja

f(x) = 0.05x* + 0.2x3 + Ox2 + 0.4x — 1

— (przyktadowe) punkty, w ktérych znajdujemy przyblizenie

Xo: —4,-3,-2,-1,0, +1, +2, +3, +4
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad dziatania
/cel: znalezienie miejsca zerowego funkcji danej/

— funkcja

f(x) = 0.05x* + 0.2x3 + Ox2 + 0.4x — 1
— wartos¢ poczgtkowa

Xg = —2
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji
— funkcja
f(x) = 4x3 — 100x + 300
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkgcji
— funkcja
f(x) = 4x3 — 100x + 300

-5 300 200
-4 444 92
-3 492 8
-2 468 -52
-1 396 -88
0 300 -100
1 204 -88
2 132 -52
3 108 8
4 156 92
5 300 200




Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkgcji
— funkcja
f(X) = 4x3 — 100x + 300 4000 -

2000 -

1000 -

-1000

-2000

-3000 . ! :
-10 -9 0 5 10
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Przykifad poszukiwania zer funkc;ji
— funkcja
f(x) = 4x3 — 100x + 300 4000
— pierwsza pochodna
f(x) =12x2 - 100

3000

2000 -

1000 F

-1000

-2000

-3000 : L :
-10 -9 0 5 10



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— miejsce zerowe funkcji: xz2 = -6.10598343090539...
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-°
» warunek ten pozwala na uznanie, ze:
— funkcja f(x) osigga wartos¢ zero
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— przyjety punkt poczatkowy x, = 1
» punkt ten decyduje o przebiegu catego procesu
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— funkcja

4000 - y
3000 -
2000

1000 |

-1000 -

-2000

-3000 . ! !
-10 5 0 5 10



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

X
- -I I
D ||

-10




Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
- [f(x)|

1200

1000 |

800 |

600

400 |

200 |




Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— log([f(x)])

OF C
Al

10+

-12




Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3-100x + 300
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3-100x + 300
— miejsce zerowe funkcji: x2 = -6.10598343090539...
— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-6
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3—-100x + 300, |f(x)| <1076, x, =1

f(x)
4000
2000
0
-2000
-4000 - i i
10 5 0 5

X
2

a1
5 IIIIII
1

0
12345678910

— osiggnieto warunek stopu

1500

1000

200

-10

IFGx)

12345678910
log([f(x)l)

5
12345678910
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3—-100x + 300, [f(x)| <105, x,=-5

fx) el
4000 300

2000

200

100

D " "
10 12 3 456
log([f(x)l)

0 .---I
5

-10

-15
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

— osiggnieto warunek stopu



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3 — 100x + 300, |f(x)] < 1076, x, = —1000

4000

2000

-2000

-4000

-200
-400
-600
-600

-1000
0

fx)

10

— osiggnieto warunek stopu

x10°
4

-10
0

IFGx)

5 10 15 20
log([f(x)l)

||IIIIIIIII||Il_
Il
5 10 15 2

0
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3 — 100x + 300, |f(x)| < 10-6, x, = 1000

f(x) x10° )]
4000 4
2000 3
0 2
-2000 1
-4000 : - - 0 - :
-10 -5 0 5 10 0 10 20 30
X log([f(x)l)
1000 10

5
‘I‘I.I
; Il
.
-5

-500 -10
0 10 20 30 0 10 20 30

— osiggnieto warunek stopu



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3—-100x + 300, [f(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

4000

fx)

2000

-2000

-4000
-10

5

-9 0 ]

X

0

-5

-10

12345678

— osiggnieto warunek stopu

400

300

200

100
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IFGx)

12345678
log([f(x)l)

12345678
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3—-100x + 300, [f(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

4000

2000

-2000

-4000

10

fx)

10

0
12345678910112

— osiggnieto warunek stopu

IFGx)
200

400
300
200
100

1234567 8910112
log([f(x)l)
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0
1234567891012
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3—-100x + 300, [f(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx)
4000

2000

-2000

-4000 : : :
-10 -9 0 ] 1

30

0

X
20
10
i hlh
DI
. '
10 20 3

-10
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— osiggnieto warunek stopu
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = 4x3—-100x + 300, [f(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx)
4000

2000

0

-2000

-4000 : : :
-10 -9 0 ] 10

200

150
100
a0

-50
0 20 40 60 80

— osiggnieto warunek stopu

-10
0

x 10" )]
25

2
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% 20 40 60 0
log([f(x)l)

10

20 40 60 80
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x-5
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x-5
— miejsce zerowe funkcji: x2 =5
— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-6
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x-5, [f(x)]| £ 1076, x, =1

: f(x) 4 [F6
0 3
5 2

-10 1

15 : - - 0

log([f(x)l)
0.8

— osiggnieto warunek stopu



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x) =x -5, |f(x)| £ 107, x, = -1

fx)

— osiggnieto warunek stopu

IFGx)

log([ftx)I)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x -5, [f(x)| < 1078, x, = 1000

fx)

5
0
5
-10

15 : - -

0 5 0 5
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1000
800
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— osiggnieto warunek stopu

1000
800
600
400
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IFGx)

log([ftx)I)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x -5, |f(x)| £ 10-5, x, =-1000

f(x) ()|
5 1500
0
1000
5
500
10
-15 . . . 0 ,
10 5 0 5 10 1
X log(If(x)I)
500 4

-500

-1000

— osiggnieto warunek stopu
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = x2
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = x2

— miejsce zerowe funkcji: x2 =0

— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-6
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = x2, |f(x)] <105, x, = 1

f(x) (x|
20 1
15 0.8
06
10
04
5 0.2
0 - - - 0 - -
4 0 2 4 0123456780910
X log(If(x)I)
1 0
08 5
06
4
04
0.2 6
0 - -8
0123456780910 012345678910

— o0siggnieto warunek stopu (uwaga: zbieznos¢ rzedu pierwszego) 95



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x) = x2, |f(x)] <105, x, = -1

20

15

10

— o0siggnieto warunek stopu (uwaga: zbieznos¢ rzedu pierwszego)

fx)
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012345678910

0.8
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IFGx)

log([ftx)I)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x) = x2, |f(x)] <105, x, = 1000

20

15

10

1000
800
600
400
200

— o0siggnieto warunek stopu (uwaga: zbieznos¢ rzedu pierwszego)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x) = x2, |f(x)] <10-%, x, = -1000

20

15

10

— o0siggnieto warunek stopu (uwaga: zbieznos¢ rzedu pierwszego)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = x2, |f(x)] <10-°,x,=0

f(x)
20

15

10

— osiggnieto warunek stopu

0.5
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0.5

0.5

IFGx)

0
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3-2x+2

100



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3—-2x+ 2
— miejsce zerowe funkcji: xz = —1.76929235424336...
— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-6
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x®—2x + 2, [f(x)| £ 1079, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx) IFGx)

100 -
50 -

0 10

50 -
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X log(If(x))
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— osiggnieto warunek stopu 102



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x®—2x + 2, [f(x)| £ 1079, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx)
100

a0

-50

-100
4

01234567

— osiggnieto warunek stopu
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01234567
log([f(x)l)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x®—2x + 2, [f(x)| £ 1079, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx)
100

a0
0
-50

-100
4

4
012345678910 112134

— osiggnieto warunek stopu

20

15

10

o & B N o N

IFGx)

0
012345678910M1M21314
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x) =x>—2x+ 2, [f(x)| <105, x, = 1

100

a0

-50

fx)

-100 :
-4 2 0 2 4
X
1 0.4
D.B D-B
06
0.2
04
0-2 D.‘]
0 0
0 20 40 60

— nie osiggnieto warunku stopu (problem:

IFGx)

20 40 60
log([f(x)l)

20 40 60

brak zbieznosci)

105



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x13
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3
— miejsce zerowe funkcji: x2 =0
— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-6
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x) = x173, |f(x)] <1078, x, = 1

1.5

05

1500
1000
200

-500
-1000

fx)

012345678910

15
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0
012345678910

log([ftx)I)

0
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— nie osiggnieto warunku stopu (problem: brak zbieznosci)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x2+1
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Przykfad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x2+1
— miejsce zerowe funkgji: brak (v, ., .., f(x) > 0)

— przyjety warunek stopu: [f(x)| < 10-8

110



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x%+ 1, |f(x)] <105, x, =1

fx) i)
150 2
15
100
1
50
0.5
0 ; : 0 .
10 5 0 5 10 1 2 3 4
X log(If(x)[)
1 04
0.8 0.3
0.6
0.2
0.4
0.2 0.1
0 0
1 2 3 4 1 2 3 4

— nie osiggnieto warunku stopu (problem: dzielenie przez zero)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x2-6x+ 100
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Przykfad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x2-6x+ 100
— miejsce zerowe funkgji: brak (v, ., .., f(x) > 0)

— przyjety warunek stopu: [f(x)| < 10-8
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x?—-6x+ 100, |f(x)] <105, x, = 1

f(x) x10° ()
300 2
250 s
200
1
150
100 0.5
50 : - - 0 L. L
0 5 0 5 10 0 50 100 150
X log(If(x)I)
1500 8
1000 6
500
0
500
0 50 100 150 0 50 100 150

— nie osiggnieto warunku stopu (problem: brak zbieznosci) 114



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

« Przykfad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— uzasadnienia niektorych niezbieznosci

115



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3—-2x+ 2
— czy mozna wyjasni¢ niezbieznosc¢ dla x, = 07
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3—-2x+ 2
— pochodna: f(x) = 3x2 - 2

117



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3—-2x+ 2
— pochodna: f(x) = 3x2 - 2
— schemat: x_,, = x, — f(x )/f (x,) = x, — ((X,)® — 2x, + 2)/(3(x,)? — 2)
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3—-2x+ 2
— pochodna: f(x) = 3x2 - 2
— schemat: x_,, = x, — f(x )/f (x,) = x, — ((X,)® — 2x, + 2)/(3(x,)? — 2)
— iteracja:
* X =0
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3—-2x+ 2
— pochodna: f(x) = 3x2 - 2
— schemat: x_,, = x, — f(x )/f (x,) = x, — ((X,)® — 2x, + 2)/(3(x,)? — 2)
— iteracja:
* X =0
X;=0-(03-2:0+2)/(3:02-2)=-2/(-2) =1
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x)=x3—-2x+ 2
— pochodna: f(x) = 3x2 - 2
— schemat: x_,, = x, — f(x )/f (x,) = x, — ((X,)® — 2x, + 2)/(3(x,)? — 2)
— iteracja:

* X =0

X, =0—(03=2-0 +2)/(3:02—2) = —2/(-2) = 1
« X, =1-(13=2:1+2)/(312-2)=1-11=0

121



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

— f(x)=x3—-2x+ 2
— pochodna: f(x) = 3x2 - 2
— schemat: x_,, = x, — f(x )/f (x,) = x, — ((X,)® — 2x, + 2)/(3(x,)? — 2)
— iteracja:

* X =0

X, =0—(03=2-0 +2)/(3:02—2) = —2/(-2) = 1
« X, =1-(13=2:1+2)/(312-2)=1-11=0

122



Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = x13
— czy mozna wyjasni¢ niezbieznosc¢ dla x, = 0?
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) =x'3
— pochodna: f(x) = (1/3)-x13-1 = (1/3)-x=23
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x) = x'3
— pochodna: f(x) = (1/3)-x13-1 = (1/3)-x=23
— schemat: x_,, = X, — f(x,)J/F(x,) = X, — ((x,)"3)/((1/3)-(x,,)3)
= X, — 3(x,)1328) = x — 3(x,)%® = x, — 3x,, = —2X,
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3
— pochodna: f(x) = (1/3)-x13-1 = (1/3)-x=23
— schemat: x_,, = X, — f(x,)J/F(x,) = X, — ((x,)"3)/((1/3)-(x,,)3)
= X, — 3(x,)1328) = x — 3(x,)%® = x, — 3x,, = —2X,
— iteracja:
* Xp=1
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3
— pochodna: f(x) = (1/3)-x13-1 = (1/3)-x=23
— schemat: x_,, = X, — f(x,)J/F(x,) = X, — ((x,)"3)/((1/3)-(x,,)3)
= X, — 3(x,)1328) = x — 3(x,)%® = x, — 3x,, = —2X,

— iteracja:

* Xp=1

¢ X;=-21=-2
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3
— pochodna: f(x) = (1/3)-x13-1 = (1/3)-x=23
— schemat: x_,, = X, — f(x,)J/F(x,) = X, — ((x,)"3)/((1/3)-(x,,)3)
= X, — 3(x,)1328) = x — 3(x,)%® = x, — 3x,, = —2X,

— iteracja:

* Xp=1

¢ X;=-21=-2

.+ X, =-2:(-2)=4
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3
— pochodna: f(x) = (1/3)-x13-1 = (1/3)-x=23
— schemat: x_,, = X, — f(x,)J/F(x,) = X, — ((x,)"3)/((1/3)-(x,,)3)
= X, — 3(x,)1328) = x — 3(x,)%® = x, — 3x,, = —2X,
— iteracja:
* Xp=1
¢ X;=-21=-2
. X,=-2:(=2)=4
* X3=-24=-8
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Metoda Newtona (aproksymacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— f(x)=x3
— pochodna: f(x) = (1/3)-x13-1 = (1/3)-x=23
— schemat: x_,, = X, — f(x,)J/F(x,) = X, — ((x,)"3)/((1/3)-(x,,)3)
= X, — 3(x,)1328) = x — 3(x,)%® = x, — 3x,, = —2X,
— iteracja:
* Xp=1
¢ X;=-21=-2
. X,=-2:(=2)=4
* X3=-24=-8

130



131



Dygresja

« Jak sie ma srednia arytmetyczna do kombinacji wypukte;?

— $rednia arytmetyczna jest szczegdlnym przypadkiem
tzw. kombinacji wypuktej

— mean(a,b) = (a+b)/2 = (1/2)-(a+b) = (1/2)-a + (1/2)-b
— dla wszystkich rzeczywistych a i b mamy wiec:

« gdya<b:as<mean(a,b)<b

« gdya=b:a=mean(a,b)=b

- gdya>b:a=mean(a,b)=b
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Dygresja

Whniosek:
dla wszystkich rzeczywistych aib
srednia arytmetycznaz ai b lezy pomiedzy*aib

*.,pomiedzy” a i b jest rozumiane ,stabo”,
tzn. gdy a = b, to zaréwno a, jak i b lezg pomiedzy aib
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Dygresja

«  Wiasciwosc¢ funkcji ciggtej (twierdzenie Darboux)

— niech f: [a, b] > R bedzie takg funkcjg ciagta, ze f(a)-f(b) <0
(tzn. f(a) i f(b) sg niezerowe | majg rozne znaki)

— wtedy istnieje ¢ € [a, b] takie, ze f(c) = 0
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Dygresja

« Wiasciwosci funkciji f(x) = 1/x (ciggta m.in. na przedziale (0,+))
— jezeli rzeczywiste, dodatnie x spetnia
e x<1,to1/x>1,awiecx<1<1/x
« x=1,to1/x=1,awiecx=1=1/x
e x>1,to1/x<1,awiecx>1>1/x
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Dygresja

« Wiasciwosci funkcji f(x) = x'2 (ciggta m.in. na przedziale (0,+x))
— jezeli rzeczywiste, dodatnie x spetnia
e x<1,to1>x"2>x
e x=1,t01=x"2=x
e x>1,t01<x"2<x
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Dygresja

Whniosek:
pierwiastek z rzeczywistego, dodatniego x lezy pomiedzy™* x a 1/x

*.pomiedzy” a i b jest rozumiane ,stabo”,
tzn. gdy a = b, to zaréwno a, jak i b lezg pomiedzy aib
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Dygresja

* Niechx,>0

* Pytanie:
CO sie dzieje z wartosciami ciggu:
Xne1 = (1/2)(Xn + 1/Xn)

dla kolejnych n?

« Odpowiedz:
zbiegajg sie do 1 (bo x = 1 jest rozwigzaniem x = 1/x)
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Dygresja

* Niechx,>0

* Pytanie:
CO sie dzieje z wartosciami ciggu:
Xn+1 = (1/2)(Xn + 4/Xn)

dla kolejnych n?
« Odpowiedz:

zbiegajg sie do 2 (bo x = 2 jest rozwigzaniem x = 4/x)

. Itd. ...
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

» Pierwiastki rzeczywiste z (rzeczywistych) liczb nieujemnych

pytanie: jak obliczy¢ pierwiastek kwadratowy z 10007
odpowiedz: skorzystac z kalkulatora! ©
pytanie: jak kalkulator moze obliczy¢ pierwiastek kwadratowy z 10007

(uwaga: pierwiastka nie mozna obliczy¢ za pomocg zadnej /dostepnej
na kalkulatorze/ pojedynczej operacji typu dodawanie, odejmowanie,
mnozenie czy dzielenie)

odpowiedz: moze skorzysta¢ z (aproksymacyjnej) metody Newtona
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

« Aproksymacyjna metoda Newtona w poszukiwaniu pierwiastkow
kwadratowych z rzeczywistych liczb nieujemnych

— dla nieujemnych p zachodzix =p'2 = x2=p < x2-p=0
— whniosek: p'’2 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = x2 —p
(jedynym, gdy p = 0; jednym z dwdch, gdy p > 0 /drugim jest —p'/2/)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

Aproksymacyjna metoda Newtona w poszukiwaniu pierwiastkow
kwadratowych z rzeczywistych liczb nieujemnych, c.d.

— wyprowadzenie (aproksymacyjnego) schematu iteracyjnego
« funkcja: f(x) =x2—p
pochodna: f'(x) = 2x
« schemat: x4 = X, — f(x )/f(x,) =
=% — (%) = P)(2%,) =
= X — (X)?/(2x) + pl(2x,) =
=X, — X /2 + p/(2x,) =
(1/2)-x, + (p/2)/x, =
(1/2)-x, + (1/2)-p/x, =
= (112)-(x + p/x)
(Srednia arytmetyczna z x, oraz p/x,)
 zatozenie: x, = 0 dla wszystkich k, w szczegdlnosci x, = 0
* po przyjeciu X, > 0, wobec nieujemnosci p, mamy
gwarancje, ze dla wszystkich k zachodzi x, = 0
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

« Aproksymacyjna metoda Newtona w poszukiwaniu pierwiastkow
kwadratowych z rzeczywistych liczb nieujemnych, c.d.
— algorytm (wejscie p, wyjscie y)
if (p <0)
y = ,error’
elseif (p = 0)
y=0
else
Xo =P
for k=0 to 19
Xia1 = (1/2)- (% + p/xy)
end
Y = X0
— uwagi
* liczba iteracji dostosowana do kalkulatora 9-cio pozycyjnego

» demonstrowane wyniki nie uwzgledniajg tego faktu
(zostaty wygenerowane w arytmetyce typu double)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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« p =1000 /20 iteracji/
« y=231.6227766 s



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

18

16

14+

1.2+

08F

06F
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02r

« p=2/20 iteracji/
« y=1.41421356 146



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

* p=9/20 iteracji/
* y=3 147



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

05

04r

03r
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01F

« p=0.12345678 /20 iteracji/
« y=0.35136417 148



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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« p =999999999 (dziewiec¢ dziewiatek) /20 iteracji/
« y=31622.7765 149



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

« Co sie dzieje, gdy zatozenie p > 0 nie jest spetnione
ale schemat iteracyjny zostanie uruchomiony?
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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* p=-1(wbrew zatozeniu!) /2 iteracje/
* X, =-1,%x; =0, czyli jest x, nieokreslone (formalny wynik: y = ,errory)



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

é 1ID 1I5 EID
Xy
* p =-3 (wbrew zatozeniu!) /20 iteracji/

» cyklicznosc ciggu {x,} (formalny wynik: y = ,error”) 152



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

20
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10+

-10

15 20

Xy

p =-10 (wbrew zatozeniu!) /20 iterac;ji/
niezbieznosc¢ ciggu {x,} (formalny wynik: y = ,error”)
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Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona

a0 |
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-100

[Il 5ID 160 150 2EI]D
Xy
* p=-10 (wbrew zatozeniu!) /200 iteracji/
* niezbieznosc ciggu {x,} (formalny wynik: y = ,error”) 154



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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Xy
* p=-10 (wbrew zatozeniu!) /2000 iteracji/
* niezbieznosc ciggu {x,} (formalny wynik: y = ,error”) 155



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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Xy
* p=-10 (wbrew zatozeniu!) /2000 iteracji/
* niezbieznosc ciggu {x,} (formalny wynik: y = ,error”) 156



Przyktad ciekawego zastosowania metody Newtona
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* p=-10 (wbrew zatozeniu!) /2000 iteracji/, zawezone wartosci
* niezbieznosc ciggu {x,} (formalny wynik: y = ,error”) 157
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Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢

« Skojarzenia
— funkcja kwadratowa
— parabola
— wyroznik (tzw. delta)
— dwa pierwiastki
ale...
— czy f(x) jest funkcjg kwadratowg?
— czy f(x) jest funkcjg liniowg*?
— czy f(x) jest funkcjg statg?

(uwaga na inne relacje pomiedzy pojeciami
(funkcja) ,kwadratowa—liniowa” a (funkcja) ,liniowa—stata”)

* na tym i kilku kolejnych slajdach: ,funkcja liniowa” to funkcja postaci f(x) =ax + b
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Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢

« Ekstrema (lokalne) f(x) = ax? + bx + ¢ przy a # 0 (kwadratowa)
« Ekstrema (lokalne) f(x) = ax? + bx + ¢ przy a = 0 (liniowa)
— ekstrema (lokalne) f(x) = 0x2 + bx + c przy b # 0 (niestata)

— ekstrema (lokalne) f(x) = 0x2 + bx + ¢ przy b = 0 (stata)
« ekstrema (lokalne) f(x) = 0x? + Ox + c przy c # 0

« ekstrema (lokalne) f(x) = 0x2 + Ox + cprzyc=0
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Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢
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Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢

« Ekstrema (lokalne) f(x) = ax? + bx + ¢ przy a # 0 (kwadratowa)
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Funkcja postaci f(x) = ax? + bx + ¢
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

« Oznaczenia
— funkcja
f(x)
« zatozenie: f(x) e C?
— pochodna
f'(Xo) = [Of/OX], -y,
— druga pochodna
f7(X,) = [0f/0X?] -,
« Twierdzenie o ekstremach (lokalnych)
Jezelif(xy) =0
— oraz f’(x,) > 0, to x, stanowi minimum (lokalne) funkgciji f(x)
— oraz f’(x,) < 0, to x, stanowi maksimum (lokalne) funkgji f(x)
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

« Zastosowanie twierdzenia o ekstremach (lokalnych)
— funkcja (w postaci ogélnej): f(x) = ax2 + bx + ¢
— pochodna: f(x) =2ax + b
— druga pochodna: f’(x) = 2a
W tym przypadku
— f(x)=2ax+b=0

 spetnione dla x, = —b/(2a) (punkt stacjonarny)
/okresla potozenie potencjalnego ekstremum/

— f’(x) = 2a (nie zalezy od x)

« 2a>0«< a>0natomiast2a<0«<a<0
/okresla istnienie i charakter potencjalnego ekstremum/

W rezultacie
— dla a > 0 f(x) posiada minimum w x, = —b/(2a)
— dla a < 0 f(x) posiada maksimum w x, = —b/(2a)

166



Ekstrema (minima/maksima) lokalne

« Zastosowanie twierdzenia o ekstremach (lokalnych)
— funkcja: f(x) = x2 + x + 1
— pochodna: f(x) = 2x + 1
— druga pochodna: f’(x) = 2
W tym przypadku
— f(x)=2x+1=0

 spetnione dla x, = —1/2 (punkt stacjonarny)
/okresla potozenie potencjalnego ekstremum/

— f’(x) = 2 (nie zalezy od x)
- 2>0
/okresla istnienie i charakter potencjalnego ekstremum/

W rezultacie
— f(x) posiada minimum w x, = —1/2
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

« Zastosowanie twierdzenia o ekstremach (lokalnych)
— funkcja: f(x) = 3x* —4x3 + 12
— pochodna: f(x) = 12x3 — 12x?2
— druga pochodna: f’(x) = 36x2 — 24x
W tym przypadku
— P(X)=12x3-12x2=0

 spetnione dla x, = 0 lub x5 = 1 (punkty stacjonarne)
/okresla potozenie potencjalnego ekstremum/

— f’(x) = 36x2 — 24x
« f'(x)=0dlax,=0
« f'(x)=12>0dlax,=1
/okresla istnienie i charakter potencjalnego ekstremum/
* W rezultacie

— f(x) posiada minimum (tylko) w x, = 1
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Ekstrema (minima/maksima) lokalne

13T
12571

121

1Mr

3 x*4 x3+12
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Minimalizacja funkg;ji

Niech f(x) bedzie dang analitycznie funkcjg rzeczywistg okreslong
dla kazdego wektora x nalezgcego do jakiegos ustalonego obszaru
zainteresowan S (zawartego w lub rownego dziedzinie funkc;ji), np.:
— n-wymiarowej hiperprzestrzeni V_
— n-wymiarowego hiperprostopadtoscianu H, wyznaczonego przez

wektory [a,, ..., a ] oraz [b,, ..., b ], gdziea, <b,, ...,a,<Db,
O funkcji f(x) zaktadamy w ogoélnosci, ze w obszarze S jest
— ciggta

— posiada przynajmniej dwie pierwsze pochodne (dane analitycznie)
— jej dwie pierwsze pochodne sg ciggte

Niektore metody zaktadajg takze, ze f(x) w obszarze S jest
— wypukia
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Metoda (optymalizacyjna) Newtona

— metoda optymalizacji jednowymiarowej bez ograniczen
(z ewentualnymi ograniczeniami na zakres zmiennosci zmiennej)

 Dane
— jednowymiarowy obszar S
» (obszar musi spetnia¢ kilka dodatkowych zatozen)
— okreslona w obszarze S funkcja f(x)
» (funkcja musi spetnia¢ kilka dodatkowych zatozen)

« Cel metody

— znalez¢ x* € S taki, ze V, _¢ f(x*) < f(x)
(minimalizacja funkciji f(x) w obszarze S)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* |dea metody Newtona (optymalizacji jednowymiarowej)

— niech bedzie dana analitycznie jednowymiarowa funkcja f(x), dla ktorej
poszukujemy minimum w pewnym obszarze (w praktyce: w przedziale),
| 0 ktorej zaktadamy, ze w tym wilasnie przedziale

« jest ciggta

» jest wypuktfa

» posiada pierwszg i drugg pochodng (dane analitycznie), ktore sg ciggte

— uznaje sie, ze przebieg optymalizowanej, jednowymiarowej funkcji f(x)
w otoczeniu pewnego ustalonego punktu x, jest taki sam, jak przebieg
pewnej funkciji kwadratowej, czyli funkcji postaci g(x) = ax? + bx + c,
gdzie a > 0, o parametrach a, b i c tak dobranych, aby ,dobrze”
odzwierciedlaty przebieg funkcji f(x)

» do ,jakosci” takiego odzwierciedlenia przyczyniajg sie oczywiscie powyzsze
zatozenia dotyczgce funkciji f(x), ktére (nie przez przypadek, oczywiscie) sg
takze wiasciwosciami funkcji kwadratowej postaci g(x) = ax? + bx + ¢, gdzie
a>0

— przyblizenie funkcji f(x) jest wykonywane z uzyciem jej pochodnych
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* |dea metody Newtona (optymalizacji jednowymiarowej), c.d.
— za rozwigzanie funkcji f(x) uznaje sie rozwigzanie funkcji g(x),
przy czym:
 jezeli znaleziony punkt (czyli rozwigzanie kwadratowej funkcji g(x)) stanowi
rozwigzanie optymalizowanej funkciji f(x), to zadanie jest zakonczone
— powyzsze sprawdzenie moze nie by¢ trywialne
— 0golne rozwigzanie tego problemu stanowi osobne zagadnienie (warunek stopu)
* jezeli znaleziony punkt (czyli rozwigzanie kwadratowej funkcji g(x))
nie stanowi rozwigzania optymalizowanej funkcji f(x), to przyjmuje sie,
ze stanowi on lepsze przyblizenie poszukiwanego rozwigzania
| powtarza sie cate postepowanie

— powyzsze przyjecie moze by¢ btedne
— 0golne rozwigzanie tego problemu stanowi osobne zagadnienie (niezbieznos¢)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* |dea metody Newtona (optymalizacji jednowymiarowej), c.d.

— funkcja kwadratowa i jej dwie pierwsze pochodne
« funkcja: g(x) = ax2 + bx + ¢, gdziea >0
* jej pierwsza pochodna: g'(x) =2ax + b
* jej druga pochodna: g”(x) = 2a
— potozenie rozwigzania funkcji kwadratowej:
punkt zerowania sie (pierwszej) pochodnej
* przyrownanie pierwszej pochodnej do zera: 2ax + b =0
* rozwigzanie: X = —b/2/a
— pierwsza pochodna jest funkcjg afiniczng, ktora zmienia znak w punkcie
X = —b/2/a (jest ujemna dla x < —b/2/a i dodatnia dla x > —b/2/a), z czego
wynika, ze funkcja g(x) posiada ekstremum w punkcie x = —b/2/a
— poniewaz (z zatozenia) a > 0, wiec takze 2a > 0,
a zatem ekstremum funkcji g(x) jest typu minimum
« uwaga: w zalezno$ci od a, funkcja g(x) = ax? + bx + ¢ moze mie¢ minima,
maksima albo punkty przegiecia, a konkretnie:
— funkcja ma minimum, gdy a > 0
— funkcja ma punkt przegiecia, gdy a =0
— funkcja ma maksimum, gdy a <0 176



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Przyblizanie funkcji f(x) funkcjg kwadratowg z uzyciem pochodnych

— jezeli wszystkie pochodne funkciji f(x) istniejg w pewnym obszarze S,
to w tym obszarze mozliwe jest przyblizenie tej funkcji wykorzystujgce
jej rozwiniecie w szereg Taylora

177



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyblizanie funkc;ji f(x) funkcjg kwadratowg z uzyciem pochodnych

— niech dane beda
» ustalony obszar S
» funkcja f(x) okreslona w obszarze S i posiadajgca wszystkie pochodne
okreslone w obszarze S
— rozwinigcie T(x) funkcji f(x) w szereg Taylora wokot punktu x, € S
dane jest nastepujgcym wzorem
T(x) = fO(x,)(x=%)/(0!) + f(x,)(x=%,) /(1) + f2)(x,)(x—%,)?/(2!) + ...
f(xg):1/1 +  P(Xo)(x=Xo)/1  + F(Xo)(x—x%p)?2 + ...
f(Xo) + P(X)(xXo) + F(X)(xXxg)42 + ...
(rozwiniecie obejmuje nieskonczong liczbe sktadnikow)
— zastosowana notacja:
« fk(x) — oznaczenie k-tej pochodnej funkcji f(x)
* W szczegolnosci
— fO)(x) = f(x) — funkcja
— f)(x) = f(x) — jej pierwsza pochodna
— f@)(x) = f’(x) — jej druga pochodna
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyblizanie funkc;ji f(x) funkcjg kwadratowg z uzyciem pochodnych

— dla dowolnej funkciji f(x)

» dla kazdego x € S wykorzystujgc
— nieskonczong liczbe sktadnikdéw rozwiniecia otrzymujemy T(x) = f(x)
— skohczong liczbe sktadnikow rozwiniecia otrzymujemy T(x) = f(x)
— dla szczegolnej funkgji, spetniajgcej fK(x) = 0 dla wszystkich k > 3
» dla kazdego x € S wykorzystujgc
— trzy pierwsze sktadniki rozwiniecia otrzymujemy T(x) = f(x)
« przyktadem takiej funkgiji jest g(x) = ax? + bx + ¢, poniewaz:
- g(x)=2ax+b
- g’(x)=2a
- g7(x)=0
- g7(x)=0
— itd.
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Przyblizanie funkcji f(x) funkcjg kwadratowg z uzyciem pochodnych
— wykorzystujgc trzyelementowe przyblizenie q(x) rozwiniecia
funkcji f(x) wokot punktu x, € S mamy dla kazdego x € S
f(x) = q(x) = f(xy) + F(Xg)(x—Xg) + (X)) (Xx—X,)?/2
— funkcja q(x)
« stanowi przyblizenie funkciji f(x)
* jest trzyelementowym rozwinieciem f(x) w szereg Taylora wokot punktu X,
« ma postaé g(x) = ax? + bx + ¢ poniewaz
q(x) = f(X) + F(Xg)(X—Xo) + " (Xo)(X—X)*/2 =
Xg) + T (Xo)X = F(Xg)Xo + F"(Xo)(x—Xo)?/2 =
Xg) + F(Xg)X = F(Xg)Xo + F(X)(X*=2xXg +(X)*)/2 =
Xo) + F(Xg)X = F(Xg)Xg + " (Xg)X?2 — 2’ (X )XXo/2 + f(X,)(Xo)?/2 =
Xo) + F(Xo)X — F (Xo)Xg + " (Xo)X32 — ' (xg)xXg + (%) (Xo)2/2 =
= P (X)X?/2 + F(xg)x = " (Xg)xXg + f(X0) = F'(X0)Xo + F'(Xo)(X0)/2
=17 (Xo)/2:X% + (F(Xg) = T(Xg)X0) X + (f(Xo)}=F (Xg)Xg +T"(X0)(X)?/2)
awiec: a="f"(xy)2, b="F(xy)—f'(Xg)Xg, € =T(Xg)—F(Xg)Xq +"(Xo)(X0)%/2

=f(
:f(
=f(
:f(
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Schemat iteracyjny metody
— zaktadamy, ze dla kazdego x € S spetniony jest warunek f’(x) = 0
— powyzsze zatozenie oraz zaleznosci a = f'(x,)/2 i b = f'(x,) — (X)X,
pozwalajg na nastepujgce okreslenie rozwigzania funkcji

= —b/2/a =

= —(F(xg) — " (Xo)X)/2/(f"(X)/2) = =(F(X) — (X)X )/F (Xg) =
= —(F (X )" (Xq) = T'(Xg)Xo/T" (Xg)) = —(F (X )/F"(Xg) — Xp) =

= Xy — T (Xg)/f’(X,)

— jezeli x, jest dowolnym punktem ustalonego obszaru S, to
(zgodnie z zasadg przyblizania funkciji f(x) funkcjg kwadratowg)
punkt x = x, — f'(x,)/f"(X,) jest rozwigzaniem funkgiji f(x)
lub lepszym przyblizeniem tego rozwigzania niz punkt x,

(powyzsze ,dziata” takze w przypadku, gdy X, jest juz rozwigzaniem
funkgciji f(x) /ale spetniajgcym f’(xy) = 0/, poniewaz wtedy
Xo — F(Xo)/F"(Xp) = Xo — 0/f"(Xg) = Xo — 0 = Xg)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Schemat iteracyjny metody

— zasada ustalania nastepnego punktu na podstawie poprzedniego
pozwala na sformutowanie nastepujgcego schematu iteracyjnego

Xieer = Xge = P X (%)

Algorytm
1. ustal punkt x, | podstaw k = 0

2. dopoki nie zachodzi warunek stopu, wykonui:
» oblicz x4 = X, — F (X )/ (X,)
* podstaw k =k + 1

182



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Potencjalne warunki stopu metody
— osiggniecie minimum
* teoretycznie badamy: f(x,) =0
 praktycznie badamy: [f'(x,)| < €
— ustabilizowanie wyniku
 teoretycznie badamy: X, .4 = X,
« praktycznie badamy: [x,,.4 — X | < ¢
— przekroczenie maksymalnej liczby iterac;i
.« k>k,
gdzie
— ¢ jest (matg) dodatnig wartoscig rzeczywistg (doktadnosc¢ obliczen)
— K, jest (duzg) dodatnig wartoscig catkowitg (maksymalna liczba iteracji)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Zbieznos¢ metody
— metoda nie gwarantuje zbieznosci dla kazdego wektora poczgtkowego

— teoretyczne przyczyny ewentualnej niezbieznosci

» zerowosc¢ drugiej pochodnej (a wiec nie istnieje jej odwrotnosc)
rezultat: nie mozna obliczy¢ X,

* niewtasciwy krok metody (cho¢ prawidtowo obliczony)
rezultat: f(x,,¢) > f(xy)

— praktyczne przyczyny ewentualnej niezbieznosci

— w (korzystnych) przypadkach zbieznych: (w poblizu rozwigzania)
zbieznos¢ rzedu drugiego (czyli wysokal)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Czy sg mozliwe sytuacje, w ktorych (optymalizacyjna) metoda
Newtona nie dziata wcale?

— tak

— przyczyny
+ druga pochodna nieokreslona (nie mozna zainicjowac ciggu {x,})
+ druga pochodna dla pewnego x, zerowa (nie mozna utworzy¢ elementu x, 1)

* cigg {x,} jest niezbiezny, a wiec np.:

ciag {x} dazy do +x
ciag {x,} dgzy do —o
ciag {x,} jest cykliczny
ciag {x,} przejawia inne powody niezbieznosci
» np.:+1,-2, +4, -8, +16, —32, +64, —128, +256, ...
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

« Czy sg mozliwe sytuacje, w ktorych (optymalizacyjna) metoda
Newtona nie dziata jednoznacznie (w jakims sensie)?
— tak
— przyczyna
* istnienie wielu minimow
— z ktorych r6zne mogqg zostac osiggniete (zaleznie od doboru punktu startowego)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad przyblizania funkcji danej funkcjg przyblizajgca
(kwadratowgq) /cel: znalezienie ekstremum funkcji danej/
— funkcja
f(x) = 0.01x> + 0.05x* + Ox3 + 0.2x2 —x— 5
— (przyktadowe) punkty, w ktérych znajdujemy przyblizenie
Xo: —4,-3,-2,-1,0, +1, +2, +3, +4
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad dziatania
/cel. znalezienie ekstremum funkcji danej/

— funkcja

f(x) = 0.01x> + 0.05x* + Ox3 + 0.2x2 —x— 5
— wartos¢ poczgtkowa

Xg = —2
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkcji
— funkcja
f(x) = x4 — 50x2 + 300x + 2000

4000 +

2000 -

-2000 -

-4000
-10
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkcji
— funkcja
f(x) = x* — 50x2 + 300x + 2000 10000 -
— pierwsza pochodna
f(x) = 4x3 — 100x + 300
— druga pochodna

(x) = 12x2 — 100 |
O_ / -

-2000 -

8000

6000 -

-4000
-10
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkcji
— przyjety warunek stopu: |f'(x)| < 0.001

» warunek ten pozwala na uznanie, ze:

— funkcja f'(x) osigga warto$¢ zero, czyli funkcja f(x)
osigga warto$¢ minimalng (o ile f’(x) > 0)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

» Przyktad poszukiwania minimow funkcji
— minimum funkcji: x* = —-6.10598343090539...
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

» Przyktad poszukiwania minimow funkcji
— przyjety punkt poczatkowy x, = 1
» punkt ten decyduje o przebiegu catego procesu
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— funkcja

10000 4

8000 [

6000 -

4000

2000 ¥/

0 L

-2000 |

_400?‘10 -é 0 é 1IO
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.

- X

-10
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
- [f(x)|

1200

1000 |

800 |

600

400 |

200 |
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania zer funkciji, c.d.
— log([f(x)])

OF C
Al

10+

-12
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = x*—50x2 + 300x + 2000
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = x* — 50x2 + 300x + 2000
— minimum funkcji: x* = —-6.10598343090539...
— przyjety warunek stopu: [f(x)] < 10-°
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x* —50x? + 300x + 2000, |f'(x)| <10, x, = 1

f(x)
10000
5000
0
-5000 - i
10 5 0 5

5

X

10

0

-5

-10

0123456728289

— osiggnieto warunek stopu

1500

1000

200

-10

Il

0123456789
log(f(x))

5
01234567829
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x*—50x2 + 300x + 2000, |f'(x)| <106, x,=-5

fx)
10000

5000

o1 2 3 4 5

— osiggnieto warunek stopu

300

200

100

-10

-15

Il

0 1 2 3 4 5
log(f(x))

0 1 2 3 4 5
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x*—50x? + 300x + 2000, |f'(x)| <10, x, = -1000

10000

5000

-5000

-200
-400
-600
-600
-1000

fx)

10

— osiggnieto warunek stopu

4

3

2

1

0

10

-10

x10° )

0 5 10 15 2
log(f(x))

0

0 2 1

||Il_
Il
0 15 2

0
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x* - 50x2 + 300x + 2000, |f'(x)| < 105, x, = 1000

fx)
10000

5000

-5000 : : :
-10 -9 0 ] 10

1000

500

-500
0 10 20 30

— osiggnieto warunek stopu

-10

9

X 10 el
4
3
2
1
D N
0 10 20 30
log (I (x)[)
10

Z Illl““lm..l
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x* - 50x2 + 300x + 2000, |f'(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

10000

fx)

5000

-5000
-10

5

-9 0 ]

X

0

-5

-10

01234567

— osiggnieto warunek stopu

400

300

200

100

-10

-15

Il

01234567
log(f(x))

01234567
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x* - 50x2 + 300x + 2000, |f'(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

10000

5000

-5000

10

fx)

10

0
0123456769101

— osiggnieto warunek stopu

Il
200

400
300
200
100

0
0123456789101
log(f(x))

. II|||I|I|_I

0
0123456769101
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x* - 50x2 + 300x + 2000, |f'(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

10000

5000

-5000

60
40
20

0

-20

fx)

10 -9 0 ] 10

X

.Jn...L

0 10 20 30

— osiggnieto warunek stopu

4

3

2

1

0

10

-10
-15

x10° )

.

0 10 E‘E-]
log( ()

30

-||Illhll._I

30
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = x* - 50x2 + 300x + 2000, |f'(x)| < 107, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx)
10000

5000

-5000 : : :
-10 -9 0 ] 10

200

150
100
a0

-50
0 a0 100

— osiggnieto warunek stopu

7

X 10 el
25
2
15
1
05
0 L
0 50 100
log (I (x)[)
10
5
0
5
10
0 50 100
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = 0.5x2 - 5x + 50
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = 0.5x2 - 5x + 50
— minimum funkcji: x* =5
— przyjety warunek stopu: |f(x)] < 10-5
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.5x2 — 5x + 50, |f'(x)] <105, x, = 1

f(x) POl
150 4

100

a0

-10 -9 0 ] 10 0 1

X log(IF(x)[)
5 08
4 06
3
04
2
1 02
0 0

0 1

— osiggnieto warunek stopu
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.5x2 — 5x + 50, |f'(x)] < 105, x, = -1

fx)
150

100

a0

— osiggnieto warunek stopu

0.8

0.6

04

0.2

Il

0 1
log(f(x))
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.5x2 — 5x + 50, |f'(x)] <1075, x, = 1000

150

fx)

100

a0

-10

1000
800
600
400
200

— osiggnieto warunek stopu

0

1000
800
600
400
200

Il

0
log(f(x))

235



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.5x2 — 5x + 50, |f'(x)] < 109, x, =—-1000

f(x) l{*Y]
150 1500
100 1000
50 500
0 - - - 0
10 5 0 5 10 0 1
X log(IF(x)[)
500 4
3
D —
2
-500
1
-1000 0

0 1

— osiggnieto warunek stopu
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = (1/3)x3
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = (1/3)x3
— minimum funkgji: x*: brak (lim,_,__
— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-6

x3 = —o0)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = (1/3)x3, [P (x)| < 1078, x, = 1

f(x) o)
400 1
200 08
0.6
0
04
-200 02
-400 : : : 0 - —
-10 -5 0 5 10 012345678910
X log(If (x)}
1 0
08 2
06
A
04
0.2 <
0 — -8
012345678910 012345678910
— o0siggnieto warunek stopu (problem: wynik nie jest minimum!) 239

(uwaga: zbieznosc¢ rzedu pierwszego)



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = (1/3)x3, [P (x)| < 1078, x, = —1

f(x) o)
400 1
200 08
0.6
0
04
-200 02
-400 : : : 0 - —
-10 -5 0 5 10 012345678910
X log(If (x)}
0 o 0
02 2
04
A
06
08 <
1 -8
012345678910 012345678910
— o0siggnieto warunek stopu (problem: wynik nie jest minimum!) 240
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = (1/3)x3, [P (x)| < 10-8, x, = 1000

400

200

-200

-400

fx)

-10

1000
800
600
400
200

— o0siggnieto warunek stopu (problem: wynik nie jest minimum!)

0

10

20

30

10

[ T (% B - S & - N @ o

10

-10

x10° )

0 10 20 30
log(f(x))

. I,
I 1|

0 10 20 30

(uwaga: zbieznosc¢ rzedu pierwszego)
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = (1/3)x3, [P (x)| < 1078, x, = —1000

f(x) x10° 1P
400 10
200 8
6
0
4
-200 2
-400 : - - 0 :
-10 -5 0 5 10 0 10 20 30
X log(If (I}
0 10

-200 5 .

~400 0 IIIII

600 1'
5

-800
-1000 -10
0 10 20 30 0 10 20 30
— o0siggnieto warunek stopu (problem: wynik nie jest minimum!) 242
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = (1/3)x3, [F(x)| < 1078, x, = 0

f(x) el
400 1
200 05
0 0
200 05
-400 - - - -1 -
10 5 0 5 10 0
X log(IF(x)[)
1 1
05 05
0 0
05 05
1 1
0 0

— o0siggnieto warunek stopu (problem: wynik nie jest minimum) 243



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = 0.25x* —x2 + 2x + 10
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = 0.25x* —x2 + 2x + 10
— minimum funkcji: x* = —1.76929235424336...
— przyjety warunek stopu: |f(x)] < 10-°
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.25x% — x? + 2x + 10, |[f'(x)| < 10-°, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx)
2500

-1

2000
1500
1000
200
X 0 —5 0 5 1
X

0

0 I-I.Il

S o

6
0123456789101M1213

— osiggnieto warunek stopu
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.25x% — x? + 2x + 10, |[f'(x)| < 10-°, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx) I ()]
2500 2500

2000 2000
1500 1300
1000 1000
200 200
DD —5 0 5 1 0 -

-1 0 0 ] 10 15 20

log(If (x)1)

15

10 0 _l-__lllll-__l-
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o D 10 15 20 0 2 10 15 20

— osiggnieto warunek stopu 247



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.25x% — x? + 2x + 10, |[f'(x)| < 10-°, x, losowy z rozkladu N(0,1)

fx)
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— osiggnieto warunek stopu
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.
— f(x) = 0.25x% — x? + 2x + 10, |f'(x)] <105, x, = 1

f(x) IF Gl
2500
2000
1500
1000
500
D s n
10 5 0 5 10 0 50 100 150

log(If (x)1)

=

130 a0 100 150

— nie osiggnieto warunku stopu (problem: brak zbieznosci) 249



Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = 0.75x4/3
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

* Przyktad poszukiwania minimow funkciji, c.d.
— f(x) = 0.75x4/3
— minimum funkcji: x* =0
— przyjety warunek stopu: |f(x)| < 10-°
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Metoda Newtona (optymalizacyjna)

Przyktad poszukiwania minimow funkcji, c.d.

— f(x) = 0.75x43, |f(x)] < 1076, x, = 1

20

15

10

1500
1000
200

-500
-1000

— nie osiggnieto warunku stopu (problem: brak zbieznosci)
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Metody Newtona: porownanie

« Porownanie: optymalizacyjna a aproksymacyjna metoda Newtona
— dzieki odpowiednim zatozeniom dotyczgcym funkcji f(x) optymalizacyjny

schemat iteracyjny

xk+1 = x, — F(x, )/f’(x,) dla funkcji f(x) prowadzi do:
znalezienia rozwazama funkciji f(x)
(argumentu zapewnlajacego m|n|mum)
— a jednoczesnie —

« znalezienia miejsca zerowego funkcji f'(x)

(argumentu zapewniajgcego zerowosc)

a wiec jest jednoczesnie schematem aproksymacyjnym dla funkcji f(x)

— przez analogie:
schematem aproksymacyjnym dla funkcji f(x) jest wiec
Xy = X — f(xk)/f’(x_k) _
(reszta algorytmu jest takze analogiczna)
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Metody Newtona: porownanie

« Pordéwnanie: optymalizacyjna a aproksymacyjna metoda Newtona
— jakos¢ przyblizania funkcjg liniowg a funkcjg kwadratowg
 przyblizenie funkgji f(x) w punkcie x, funkcjg liniowg gwarantuje
q(Xg) = f(xp) /identyczna wartos¢ w x,/
q'(Xg) = f(X) /identyczne nachylenie w x,/
(nadaje sie do poszukiwania miejsc zerowych)
 przyblizenie funkcji f(x) q(x) w punkcie x, funkcja kwadratowg gwarantuje
q(Xg) = f(xp) /identyczna wartos¢ w x,/
q'(Xg) = f(X) /identyczne nachylenie w x/
q”(Xg) = f’(Xg) /identyczne ugiecie™ w X,/
(nadaje sie do poszukiwania ekstremow)

* powigzane pojecia: krzywizna, wklesto$¢, wypukiosé, punkt przegiecia, punkt siodtowy 255



Metody Newtona: porownanie

Porownanie: optymalizacyjna a aproksymacyjna metoda Newtona

— zwigzek funkcja-pochodna ,rozcigga sie” takze na funkcje przyblizajgce
« W metodzie aproksymacyjnej jest to funkcja liniowa q,(x) postaci:
ax) = ax +b
gdzie a = f(xy), b =f(xy) — F(Xg)Xq, Czyli
q,(x) = F'(xg)x + f(x,) — F'(X,)%,
* w metodzie optymalizacyjnej jest to funkcja kwadratowa q,(x) postaci:
qu(x) =ax?+bx +c
gdzie a = f(xg)/2, b =1T(xo) = "(Xo)Xo, € = f(Xg) = F'(Xg)Xg +1"(Xg)(X0)?/2
— pochodna tej funkcji
(Q (X)) = (ax? + bx + c)’ = 2ax + b = 2(F"(x,)/2)x + f(X,) — (X)X, =
= P (x)x + (%) — F'(X0)X%o

» gdy aproksymacija jest stosowana do pochodnej funkcji optymalizowanej,
w kategoriach tej funkcji mamy a = f'(x,), b =f(Xy) — f'(Xy)Xo, czyli
q(x) = F'(xp)x + F(Xg) — F(X0)Xo
— whniosek: (q,(x)) = q,(x)
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Metody Newtona: porownanie

 Pordwnanie: optymalizacyjna a aproksymacyjna metoda Newtona

— stopnie metod
* poniewaz schemat iteracyjny X4 = X, — f(x,)/f'(x,) w metodzie
aproksymacyjnej powstat z (dwuelementowego) rozwiniecia
f(x) = q(x) = f(xp) + F'(X)(x—Xo)
wiec jest to metoda stopnia 1
* poniewaz schemat iteracyjny X4 = X, — f (X, )/f’(x,) w metodzie
optymalizacyjnej powstat z (tréjelementowego) rozwiniecia
f(x) = a(x) = f(xo) + F(Xo)(x—xo) + f"(Xo)(Xx—%)*/2
wiec jest to metoda stopnia 2
— stopien metody optymalizacyjnej jest o 1 wiekszy od stopnia
metody aproksymacyjnej
— uwaga: jest tak pomino faktu, ze schemat iteracyjny metody
optymalizacyjnej jest wtasciwie identyczny (jest to bowiem schemat
metody aproksymacyjnej zastosowany do pochodnej funkciji)
 relacja ta zachowataby sie w przypadku uzycia schematu iteracyjnego
metody aproksymacyjnej stopnia 2 (co oznacza: rozwiniecie trojelementowe)
w metodzie optymalizacyjnej, gdzie stosowany jest do pochodnej funkcji)
— metoda optymalizacyjna bytaby wtedy metodg stopnia 3 (co oznacza:
rozwiniecie czteroelementowe)
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Metody Newtona (optymalizacyjna+aproksymacyjna)

* Przyktad przyblizania
— pewnej funkcji danej funkcjg przyblizajgcg (kwadratowg)
/cel: znalezienie ekstremum funkcji danej/

« funkcja
f(x) = 0.01x°> + 0.05x* + 0x3 + 0.2x> = x— 5

wraz z jednoczesnym przyblizaniem

— pochodnej funkcji danej funkcjg przyblizajaca (liniowa)
/cel: znalezienie miejsca zerowego pochodnej funkcji danej/

» funkcja
f(x) = 0.05x% + 0.2x3 + 0x2 + 0.4x — 1

— (przyktadowe) punkty, w ktérych znajdujemy oba przyblizenia
Xo: =4, -3, -2,-1,0, +1, +2, +3, +4
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Metody Newtona (optymalizacyjna+aproksymacyjna)

* Przyktad

— znajdowanie ekstremum funkcji danej
« funkcja
f(x) = 0.01x° + 0.05x* + 0x3 + 0.2x> = x— 5
» wartosc¢ poczatkowa
Xo = —2

wraz z jednoczesnym

— znajdowaniem miejsca zerowego pochodnej funkcji danej
» funkcja
f(x) = 0.05x% + 0.2x3 + 0x2 + 0.4x — 1
» wartosc¢ poczatkowa
Xg=—2

270






272



273



274



275



276



277



278



279



280



281



