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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)

Autor






Wymagane (i wykorzystywane) pojecia algebraiczne

Podstawowe operacje na wektorach i macierzach
— (prawie) wszedzie ©
R&zniczkowanie funkcji
— metody ,newtonowskie”
Macierz nieujemnie/niedodatnio okreslona
— metoda Levenberga-Marquarda, metoda MDS
Wartosci wtasne macierzy
— metoda Levenberga-Marquarda, metoda MDS



Wymagane (i wykorzystywane) pojecia geometryczne

* Przestrzenie wielowymiarowe
— (prawie) wszedzie ©

» Interpretacja wektorow w przestrzeniach wielowymiarowych
— (prawie) wszedzie ©

* Interpretacja funkcji w przestrzeniach wielowymiarowych
— (prawie) wszedzie ©






Przedstawiane metody/rozwigzania

Rodzaje przedstawianych metod:
klasyczne dla dziedziny optymalizacji ciggtej
— dawno zdefiniowane
— doktfadnie przebadane
* to sie jednak zmienial
Zwigzki z metodami metaheurystycznymi:
metody klasyczne majg zastosowania podrzedne

— heurystyczne lub doktadne (w zaleznosci od postaci wynikow)
metody lokalne

— potencjalne wykorzystanie: generowanie kolejnych rozwigzan
(jako lokalnych ekstremow) w metodach metaheurystycznych



Przedstawiane metody/rozwigzania

Postac problemu

— minimalizacja funkcji
* co w przypadku maksymalizacji?
« co w przypadku poszukiwania konkretnej wartosci?

— optymalizacja/aproksymacja

— przy (ewentualnie istniejgcych) ograniczeniach
* ograniczenia jednowymiarowe (zakres zmiennosci)
* ograniczenia wielowymiarowe /robocze, wtasciwe/
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Przedstawiane metody/rozwigzania

Postaci funkcji celu i ograniczen
— (zawsze) dane analitycznie
s wzor!
— (zazwyczaj) dodatkowo uwarunkowane

« ciggte, gtadkie, ...
(przyktady?)
— nieraz konkretnie: liniowe, kwadratowe, ...
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Przedstawiane metody/rozwigzania

Generowane rozwigzania

— dokfadne
* w sensie doktadnosci maszynowej*

— przyblizone

* temat doktadnosci maszynowej nie bedzie blizej na tym wyktadzie przedstawiany
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Optymalizacja w jezyku

« ,Stownik wyrazéw obcych PWN"

optymalizacja -cji, z, bim

1. «organizowanie jakichs dziatan, procesow itp. w taki sposob, aby daty jak
najwieksze efekty przy jak najmniejszych naktadach»

2. ekon. «poszukiwanie za pomocg metod matematycznych najlepszego ze
wzgledu na wybrane kryterium (np. koszt lub zysk) rozwigzania danego

zagadnienia gospodarczego, przy uwzglednieniu okreslonych
ograniczen»

optymalny
«najlepszy z mozliwych w jakichs warunkach»
<fr. optimal>

INiepoprawnie: Najbardziej optymalne, poprawnie: optymalne, rozwigzanie.
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Optymalizacja w jezyku
Komentarz: kryterium:
— warunek (,... muszg spetnione by¢ pewne kryteria”)
— trzecie znaczenie: funkcja celu (,wielokryterialne PL")

— koszt lub zysk? (,... kryterium (np. koszt lub zysk) ...”)
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Optymalizacja w zastosowaniach

« Optymalizacja ma zastosowania w takich dziedzinach jak
— fizyka
— technika
— chemia
— inzynieria
— informatyka
— biologia
— ekonomia



Optymalizacja w zyciu... Hodzy Nasreddina :-)

Kim jest/byt Hodza Nasreddin?
— bliskowschodni sredniowieczny medrzec-podroznik, zajmujgcy
sie rozwigzywaniem zagadek, m.in. matematycznych i logicznych
— jego rozmaite przygody sg fabularyzowanymi zapisami
bliskowschodnich madrosci ludowych
Wiecej o zyciu Hodzy Nasreddina m.in. w ksigzce
,Przygody Hodzy Nasreddina” (a jeszcze wiecej: w Internecie!)
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Optymalizacja w zyciu... Hodzy Nasreddina :-)

* Problem majatku

— dwaj bracia odziedziczyli majgtek po ojcu, ktéry przykazat im podzieli¢
sie nim sprawiedliwie, nie podat jednak konkretnie, ktére dobra majg
przypasc¢ w spadku ktoremu z braci

— bracia natychmiast poktdcili sie o majgtek, poniewaz kazdy z nich
proponowat inny podziat pozostatych po ojcu débr na dwie czesci:
kazdy dzielit rzeczy w taki sposéb, aby wartosci obu czesci nie byty
rowne, oczywiscie przydzielajgc sobie czes¢ o wiekszej wartosci,

a swemu bratu czes¢ o mniejszej wartosci

18



Optymalizacja w zyciu... Hodzy Nasreddina :-)

Jak mozna rozwigzac powyzszy konflikt?
Jak rozwigzat ten konflikt Hodza Nasreddin?
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Optymalizacja w zyciu... Hodzy Nasreddina :-)

Mozliwe rozwigzanie konfliktu
— jeden z braci dokonuje podziatu dziedziczonych rzeczy na dwie czesci
— drugi podejmuje decyzje to tym, ktora czesc przypadnie komu w udziale
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Optymalizacja w zyciu... Hodzy Nasreddina :-)

* Interesujgce cechy zaproponowanego rozwigzania

— jezeli dokonujgcy podziatu podzieli dziedziczone dobra na dwie czesci
0 nierdwnej wartosci, to naraza sie na to, ze (wskutek decyzji drugiego
z braci) przypadnie mu w udziale czes¢ mniej wartosciowa

— dokonujgcy podziatu powinien wiec dgzy¢ do tego, aby réznica wartosci
obu czesci spadku byta jak najmniejsza, w rezultacie czego bracia
zostang sprawiedliwie obdzieleni spadkiem

* w idealnym przypadku wartosci obu czesci bedg jednakowe!
(choc taki podziat moze nie by¢ mozliwy do zrealizowania)
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Optymalizacja w zyciu... Hodzy Nasreddina :-)

« Optymalizacyjny punkt widzenia tego problemu i jego rozwigzania
— tzw. problem min-max

» o0soba dokonujgca podziatu wie, ze jezeli ktéras z utworzonych przez nig
czesci majgtku bedzie wiekszej wartosci, to osoba wybierajgca na pewno
przydzieli te czes¢ sobie (wniosek: tworzenie jakiejkolwiek czesci o wartosci
wiekszej od innych czesci nie jest korzystne!)

* o0znacza to, ze osoba dokonujgca podziatu powinna minimalizowac (min)
wartosc¢ najwiekszej (max) z tworzonych czesci

lub

— tzw. problem max-min
» o0soba dokonujgca podziatu wie, ze jezeli ktoras z utworzonych przez nig
czesci majatku bedzie mniejszej wartosci, to osoba wybierajgca na pewno
przydzieli sobie inng czes¢ (wniosek: tworzenie czesci o wartosci mniejszej
od innych czesci nie jest korzystne!)
* oOznacza to, ze osoba dokonujgca podziatu powinna maksymalizowac (max)
wartos¢ najmniejszej (min) z tworzonych czesci
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Problem ekstremow

Problem ekstremow

— czyli jak dla nietrywialnego problemu optymalizacji bez ograniczen (czyli zadania
przeszukiwania przestrzeni wielowymiarowych) skonstruowac nietrywialne
podejscie rozwigzujgce ten problem
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Elementy ekstremalne w zbiorach uporzgdkowanych

W zbiorze X uporzgdkowanym relacjami ‘<’, >, '<" oraz >’
mozna zdefiniowac

— element najmniejszy:
jest nim a € X spetniajacy

va;&XGX a<X

— element najwiekszy:
jest nim b € X spetniajacy

vb;&XGX b > X
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Elementy ekstremalne w zbiorach uporzgdkowanych

W zbiorze X uporzgdkowanym relacjami ‘<’, >, '<" oraz >’
mozna zdefiniowac

— element minimalny:
jest nim ¢ € X spetniajgcy

VXEXCSX <:> _|(3X€XX<C)

— element maksymalny:
jest nim d € X spetniajacy

VXEXdZX <:> _|(3X€XX>C)
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Dygresja

Quiz
— czy istnieje element najmniejszy zbioru {a,, a,, a5, a,, a;, a,, a,, ag, ay},
gdzie a,=3, a,=9, a;=2, a,=7, a; =1, a; =9, a, =4, ag=4, a; =57
« tak!
* jest nim: ag (rowne 1)
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Dygresja

Quiz
— czy istnieje element minimalny zbioru {a,, a,, a;, a,, a;, a5, a,, ag, ag},
gdzie a,=3, a,=9, a;=2, a,=7, a; =1, a; =9, a, =4, ag =4, a; =57
« tak!
* jest nim: ag (rowne 1)
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Dygresja

Quiz
— czy istnieje element najwiekszy zbioru {a,, a,, a5, a,, a;, a,, a,, ag, ay},
gdzie a,=3, a,=9, a,=2, a, =7, a; =1, a, =9, a, =4, a; =4, ay =57
* niel
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Dygresja

Quiz
— czy istnieje element maksymalny zbioru {a,, a,, a;, a,, a5, ag, a,, ag, agy},
gdzie a,=3, a,=9, a;=2, a,=7, a; =1, a; =9, a, =4, ag =4, a, =57
 tak! (i to nie jeden, lecz dwa!)
* s3g nimi: a, (réwne 9) oraz a4 (réwne 9)
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Elementy ekstremalne w zbiorach uporzgdkowanych

« Definicje elementu minimalnego/maksymalnego wykorzystuje
sie w przypadku problemu optymalizaciji funkc;ji f(x)
— zbiorem uporzgdkowanym jest przeciwdziedzina funkciji f(x)

(ktéra dla funkcji rzeczywistej stanowi podzbidr zbioru liczb
rzeczywistych)

— poszukiwany jest argument funkcji (czyli element jej dziedziny D),
dla ktérego wartosc tej funkcji jest minimalna
(niekoniecznie najmniejsza), czyli x* € D taki, ze V

— skrocony zapis powyzszej zaleznosci:

X* = argmin, _f(x)
(x* bedzie dalej nazywany ,rozwigzaniem (funkc;ji)”)

£(x*) < f(x)

xeD

(czym ,argmin” rézni sie od ,min”?)
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Pochodne funkcji w postaci wektorowo/macierzowe;

Pochodne prostych funkcji w postaci skalarnej (przypomnienie)
— afinicznej (popularnie zwanej liniowg)
« f(x)=ax+Db
« Offox =a
o 0%flox?2 =0
« O3flox3=0
— kwadratowej:
« f(x)=ax?+bx+c
« Offox=2ax+Db
« 0%flox? = 2a
« O3flox3=0
o *lox* =0



Pochodne funkcji w postaci wektorowo/macierzowe;

Pochodne prostych funkcji w postaci skalarnej (przypomnienie)
— liniowej
+ f(x) = ax
« oOffox=a
e Aflox2=0
- ®flox3 =0
— (Scisle) kwadratowe;:
« f(x) = ax?
» of/ox = 2ax
« 0%/ox2 = 2a
- Pfloxd =0
. HMloxt=0



Pochodne funkcji w postaci wektorowo/macierzowe;

Pochodne prostych funkcji w postaci wektorowo/macierzowej

— liniowej:
« f(x)=a"x
« Of/ox=a

— formy kwadratowej:

« f(x) = xTAx

« Offox = (A + AT)x

e Pflox2=A+AT
w szczegolnym przypadku, gdy AT = A (czyli macierz A jest symetryczna)
— O%flox2=A+ AT= A+ A= 2A (jednoczesnie 0%f/ox? = 2AT)
w bardzo szczegolnym przypadku, gdy A = [a] (czyli macierz A reprezentuje skalar)
— O0%/ox2 =[a] + [a]" = [a] + [a] = 2[a] (czyli, wiasciwie, 0%f/0x? = 2a)
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Pochodne funkcji w postaci wektorowo/macierzowe;

Pochodne prostych funkcji w postaci wektorowo/macierzowej
— afinicznej:
- f(x)=a'x+b
« oOf/ox =a

— (petnej) kwadratowe;:
« f(x)=xTAx+bTx+cC
« Offox=(A+AT)Xx+Db
o O%flox2=A+ AT
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Pochodne funkcji w postaci wektorowo/macierzowe;

Pochodne prostych funkcji w postaci wektorowo/macierzowej
— f(x) = ax?
« Offox =a
— f(x) = ax?
» of/ox = 2ax
— f(x) = ax3
« Of/ox = 3ax?

— f(x) = a(x — %)’

« Of/ox=a
— f(x) = a(x — x,)?

« of/ox = 2a(x — Xp)
— f(x) = a(x —x,)3

« Of/ox = 3a(x — Xg)?
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Pochodne funkcji w postaci wektorowo/macierzowe;

Oznaczenie pochodnych wielokrotnych
— f(x) — oznaczenie k-tej pochodnej funkgcji f(x)
— W szczegolnosci
« fO(x) = f(x) — funkcja
« f1(x) = f(x) — jej pierwsza pochodna
 fl@(x) = f’(x) — jej druga pochodna

39



40



Szereg Taylora

,Generator’ wzorow funkcji, np. f(x) = e*
— rozwiniecie nieskonczone:
ex=1+x+x2/2! +x3/3! + x4/4! + x5/5! + ...
— rozwiniecie skonczone, szescioelementowe:

eXx=1+x+ x2/21 + x3/3! + x4/4! + x5/5!
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Szereg Taylora

Dane jest wyrazenie T(X) = X, -y (X = Xg)*
— jest ono zalezne od zmiennego argumentu X, ustalonej wartosci x,
oraz ustalonych wartosci a, (dla k=0..)
— wyrazenie to reprezentuje sume nieskonczonego ciggu
o elementach a,(x — x,)¥ (dla k=0..0)
* T(x) jest wiec sumg nieskonczonej liczby elementow
Przyjmujgc, ze w® = 1 dla wszystkich mozliwych w (takze dla w = 0),
wyrazenie T(x) mozna przedstawi¢ w postaci
T(X) = g + 241 (X = Xo)"
— gdy dla wszystkich k wiekszych od pewnego ustalonego n
zachodzi a,(x — x,)* = 0, wyrazenie T(x) mozna zapisac
W postaci T,(x) = g + Zy_y @ X = X)¥
— wyrazenie to reprezentuje wtedy sume skonczonego ciggu
o elementach a,(x — x,) (dla k=0..n)

— T,(x) jest wiec sumg skonczonej liczby elementéw, a konkretniej:
wielomianem stopnia n od argumentu x
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Szereg Taylora

« Dzieki podobienstwu do wielomianu, wyrazenie T(x) moze
by¢ rézniczkowane (operacja jest analogiczna do rézniczkowania
wielomiandow)

* Tzn. jezeli:

T(X) = ag+a;(X—Xg) + ay(X = Xp)* +a5(Xx=Xp)° + auXx=x)*+ ...

« to:

T(x) =0+a, +2a,(X — Xy) +3a5(X —Xp)?  +4a,x—Xxy)P+ ...
T'(x) = 0+0 + 2a, + 3-2a5(X — Xg) +4-3a,(X - X5)? + ...

T”(x)=0+0 +0 + 3-28, +H4323,(x = X) .

43



Szereg Taylora

Wyrazenie T(x) moze zostac uzyte do wyrazania (w przyblizony lub
doktadny sposob) wartosci pewnej funkcji f(x) (czyli funkcji zaleznej
od argumentu Xx)

— wyrazanie to ma szanse powodzenia, gdy mozliwe jest znalezienie
wartosci x, oraz a, (dla k=0..0), ktére gwarantujg f(x) = T(x) dla
wszystkich (lub wybranych) x nalezgcych do dziedziny funkc;ji f(x)

* mowimy wtedy, ze dokonano rozwiniecia wartosci funkciji f(x)
w szereg Taylora

— czesto operacji tej dokonuje sie najpierw ustalajgc wartosc x,

a potem dopiero wartosci a, (dla k=0..x)

* mowimy wtedy, ze dokonano rozwiniecia wartosci funkcji f(x)
wokot wartosci x

— operacja ta jest szczegdlnie tatwa dla funkcji wielokrotnie
rézniczkowalnych
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Szereg Taylora

Niech dana bedzie wielokrotnie rézniczkowalna funkcja f(x),
ktorej wartos¢ ma by¢ wyrazona z uzyciem T(x), a wiec
zaktadamy istnienie a, oraz x, takich, ze:

f(x) = ag + @5(X = Xg) + @x(X = Xp)* + @5(X = Xo)° + a(X = Xo)* + ...
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Szereg Taylora

Wystarczy wiec tylko znalez¢ wartosci a, oraz x, i...

rozwiniecie funkc;ji f(x) w szereg Taylora jest gotowe!
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Szereg Taylora

Proces poszukiwania wspotczynnikow a,

— wspotczynnik a,
* rownanie f(x) = T(x) ma postac
f(x) = ag + a;(X = Xg) + (X = Xo)* + @5(X = Xg)® + ay(x = Xo)* + ...

* niech x = Xx,, wtedy

f(Xg) = ag + a4(Xg = Xg) + @x(Xg = Xo)? + @3(Xg = Xo)® + @4(Xg = Xo)* + ...

f(Xo) = ao + 810 + 8202 + 8303 + a4'04 + ...
f(Xo) = ag
* a wiec a, mozna ustali¢ obliczajgc f(x)
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Szereg Taylora

Proces poszukiwania wspotczynnikow a,
— wspotczynnik a,

« W rezultacie jednokrotnego zrézniczkowania (ze wzgledu na x)
obu stron rownania f(x) = T(x) otrzymujemy
f’(X) = 81 + 282(X - Xo) + 383(X - X0)2 + 484(X - Xo)3 + ...

* niech x = x,, wtedy
F(xo) = @1 + 2a5(Xg = Xo) * 3a5(Xg = Xo)* + 4ay(Xo = Xo)° + ...
f(xo) = a; + 2a,,02 + 3250 + 4a,-0* + ...
f(xo) = ay

 a wiec a, mozna ustali¢ obliczajgc f'(x,)
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Szereg Taylora

Proces poszukiwania wspotczynnikow a,
— wspotczynnik a,

* w rezultacie dwukrotnego zrézniczkowania (ze wzgledu na x)
obu stron rownania f(x) = T(x) otrzymujemy
f’(x) = 2a, + 3-2a5(x = X) + 4-3a,(X = Xp)? + ...

* niech x = x,, wtedy
7 (Xo) = 2a, + 3-2a5(Xg = Xg) + 4-3a,4(Xg — Xg)* *+ ...
’(xo) = 2a, + 3-:2a5°0 + 4:3a,0% + ...
f'(Xo) = 2a,

 a wiec a, mozna ustali¢ obliczajgc f’(x,)/2
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Szereg Taylora

Proces poszukiwania wspotczynnikow a,
— wspotczynnik a,

* W rezultacie trzykrotnego zrézniczkowania (ze wzgledu na x)
obu stron rownania f(x) = T(x) otrzymujemy
f”(x) = 3:2a5 + 4:3:2a,(X — Xp) + ...

* niech x = x,, wtedy
7(Xo) = 3:2a5(Xg — Xg) + 4:3a,(Xy = Xp)? + ...
f7(xo) = 3-2a50 + 4-3a,-0% + ...
f”(xg) = 3-2a,

 a wiec a; mozna ustali¢ obliczajgc f'(x,)/(2:3)
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Szereg Taylora

Proces poszukiwania wspotczynnikow a,
— wspotczynnik a,

* W rezultacie czterokrotnego zrozniczkowania (ze wzgledu na x)
obu stron rownania f(x) = T(x) otrzymujemy
f7’(x) =4-3-2a, + ...

* niech x = x,, wtedy
(o) =4:3-2a, + ...
(%) = 4-3-2a,

+ a wiec a, mozna ustali¢ obliczajgc "'(x,)/(2:3-4)
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Szereg Taylora

Proces poszukiwania wspotczynnikow a,
— wspotczynnik a, (w ogolnosci)

* w rezultacie k-krotnego zrézniczkowania (ze wzgledu na x)
obu stron rownania f(x) = T(x) otrzymujemy
f)(x) = k-(k=1)-...-2-a, + ...

* niech x = x,, wtedy
f&)(x) = k-(k=1)-...-2-a, = k!-a,

* a wiec a, mozna ustali¢ obliczajgc f(x,)/(k!)
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Szereg Taylora

Czyli dla wielokrotnie rozniczkowalnej f(x) mamy

f(X) = f(x,) + F(Xg)(X = Xg) + F7(Xo)/2:(X = X,)? + £7(X)/3-(X = %) + ...

Wykorzystujgc 0! = 1! = 1 mamy:

f(X) = Lyeg M (X)/K!-(X = Xo)¥

(zatozenie: istnienie f(x,), f’(Xg), ..., {(X,))
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Szereg Taylora

Dzieki temu, ze k! szybko rosnie, w wielu przypadkach,
dla odpowiednio duzych k zachodzi

fl9(xp)(X = %)< << K!
Oczywiscie wtedy:

fR(x)(X = X)Wkl << 1 czywrecz  fl(x,)(x — x,)¥/k! = O
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Szereg Taylora

Dzieki temu mozliwe jest ,skrocenie” szeregu do kilku (np. n)
poczgtkowych elementow (czyli tych, dla ktorych zaktadamy,
ze fR(x,)(X = X,)¥/k! ~ 0 nie zachodzi)

f(x) = 2o nf®(X)/K! (X = Xg)¥

Gdy ,skrocenie” jest niemozliwe, stosuje sie zapis
pozwalajgcy na wyroznienie tzw. reszty (oznaczenie R, ,,)

f(X) = 2ico_ (XN KE(X = Xo )k = 2o nf(X)K(X = X)¢ + Rs4
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Szereg Taylora

Szereg T(x) nosi nazwe szeregu Taylora
— gdy X, =0, szereg Taylora nazywa sie szeregiem MacLaurina

Wiele popularnych funkcji analitycznych posiada rozwiniecia
w szereg Taylora (wzglednie MacLaurina)
— whniosek: funkcje te dajg sie przedstawic
w postaci ,nieskonczonego wielomianu”
« zyski z powyzszego dotycza:
— interpretac;i
— ewaluaciji
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Szereg Taylora

Pytanie:

— jezeli (nawet skomplikowane) funkcje (np. eX) posiadajg rozwiniecia
Taylora (czyli mozna je przedstawia¢ w postaci wielomianu), to moze
warto w ogole zrezygnowgc¢ z postugiwania sie tymi funkcjami
i po prostu wszedzie uzywac ich rozwinie¢?

— czyli np. przyjagc¢ ,raz na dobre”, ze
f(X) = Tr(X) = Zizp_nf(Xe)/K!(X = Xo)¥

(oczywiscie pamietajac, ze T (x) jest jedynie przyblizeniem)
(ale o kontrolowalnej doktadnosci /wptyw parametru n/)

Y



Szereg Taylora

Odpowiedz:
— mimo wszystko nie warto! :-) (wrecz: nie moznal!)

* przyczyna: rozwiniecie jest lokalne
(czyli: inne dla kazdego x,)
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Szereg Taylora

Przyktad: szescioelementowe T.(x) rozwiniecie funkcji e w szereg
Taylora wokot wartosci x, = 0

— funkcja i jej pochodne:

(ex)(O) = eX

(€)1 = (e,) = &

(€)@ = (e,)" = &

(€)% = (e,)" = €

(€)W = (e = €
)o) = (e,)" = e
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Szereg Taylora

Przyktad: szescioelementowe T.(x) rozwiniecie funkcji e w szereg
Taylora wokot wartosci x, = 0
— wspotczynniki a,
. a0 = fO)(xo)/(0!) = €%1 = 1/1 = 1
= f(xo)/(11) = €91 = 1/1 = 1
= f@(xo)/(2!) = €%2 = 1/2
®)(xo)/(3!) = €%6 = 1/6
(
(

(x,)/(4)) = e9/24 = 1/24

f
f
f8)(x,)/(5!) = €%/120 = 1/120
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Szereg Taylora

Ostateczny wzor:

— rozwiniecie nieskonczone

e = T(X) = Xyeo fOXIKI(X = Xo)K =1 + x + x2/2] + x3/3! + x4/4] + x5/5! + _..

— rozwiniecie skonczone, szescioelementowe:

X~ T5(X) = Xyeo 5MXIK! (X = Xp)k = 1 + x + x2/21 + x3/3! + x4/4! + x°/5|
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Szereg Taylora

24 =0.062500000000000
2-3=0.125000000000000
2-2 =0.250000000000000
2-1=0.500000000000000
20 =1.000000000000000
2+1=2.000000000000000
2*2 = 4.000000000000000
2*3 = 8.000000000000000
2*4 =16.00000000000000

1.064494458834330
1.133148447672526
1.284025065104167
1.648697916666667
2.716666666666666
7.266666666666667
42.86666666666667
570.0666666666667
12296.46666666667

1.064494458917860
1.133148453066826
1.284025416687741
1.648721270700128
2.718281828459046
7.389056098930650
54.59815003314423
2980.957987041728
8886110.520507872
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Szereg Taylora

Kolory wykresow:
— f(x) = ex

— W,(x)=1+X
— W5(X) =1+ x+x2/2] +x3/3!

— Wy(X) =1+ x+x32! +x3/3! +x4/4]
— Wg(X) =1+ x+x%/21 +x3/3] + x4/4! + x5/5!
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Szereg Taylora

Inny przyktad: dwunastoelementowe T,,(x) rozwiniecie funkcji sin(x)
w szereg Taylora wokot wartosci x, = 0

sin(x) = T(X) = Xy fF(X)K!-(X = X)k =
=0+x+0-x331+0+x5/5!+0-x"/7'+0+x%9!+0 - x"/111 + ...
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Szereg Taylora

« Kolory wykresow:

f(x) = sin(x)
W,(x) =0
Wy(X) = X

Ws(X) = X - x3/3!
w,(x) = Xx - x3/3!

Wg(x) = X - x3/3! + x°/5!

W-(X) = X - x3/3! + x5/5! - X7/7!

Wg(x) = X - x3/3! + x5/5! - x/7!

Wo(X) = X - X3/3! + x5/8! - X7/7! + x9/9!

W.o(X) = X - x3/3! + x°/5! - x’/7! + x3/9!

W, (X) = X - x3/3! + x3/8! - x7/7! + x¥/9! - x11/11!
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Szereg Taylora

Jeszcze inny przyktad: dwunastoelementowe T,,(x) rozwiniecie
funkcji cos(x) w szereg Taylora wokdt wartosci x, = 0

cos(X) = T(X) = Xyg_fM(XoMK! (X = Xo)* =

80



Szereg Taylora

Przyblizanie funkc;ji f(x) szeregiem Taylora
— niech dane beda

» ustalony obszar S
» funkcja f(x) okreslona w obszarze S i posiadajgca wszystkie pochodne
okreslone w obszarze S
— rozwinigcie T(x) funkcji f(x) w szereg Taylora wokot punktu x, € S
dane jest nastepujgcym wzorem

T(x) = fO(xp)/(01)-(x=x0)® + F(Xe)/(11)-(x=Xg)" + FA(X)/(2!)-(x=X0)* + ...
— uwaga: rozwiniecie moze obejmowac nieskonczong lub skohczong

liczbe (niezerowych) sktadnikow (w przypadku liczby skoinczonej
ostatni element szeregu jest innej postaci /i stanowi tzw. reszte/)
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Szereg Taylora

Przyblizanie funkc;ji f(x) szeregiem Taylora, c.d.
— aby otrzymac doktadniejsze przyblizenie wartosci funkcji
w punktach odlegtych od (zastosowanego) x, nalezy:
« stosowac wieloelementowe przyblizenia
* uzy¢ nowego X, do utworzenia nowego rozwiniecia
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Dygresja

50,8944264922

295,2732174260

1219,6440273420

0,0000049136

0,8334066578

1,0792168463

0,0000042009

0,0000598881

5015,8814043346

0,0268475121
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BOOO

S000

4000

3000

2000

1000

Dygresja
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Dygresja

50,8944264922 50,894 50,89 50,9
295,2732174260 295,273 295,27 295,3
1219,6440273420 1219,644 1219,64 1219,6
0,0000049136 0,000 0,00 0,0
0,8334066578 0,833 0,83 0,8
1,0792168463 1,079 1,08 1,1
0,0000042009 0,000 0,00 0,0
0,0000598881 0,000 0,00 0,0
5015,8814043346 5015,881 5015,88 5015,9
0,0268475121 0,027 0,03 0,0
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Dygresja

87



Dygresja

88



Dygresja

50,8944264922 1,707
295,2732174260 2,470
1219,6440273420 3,086

0,0000049136 -5,309
0,8334066578 -0,079
1,0792168463 0,033
0,0000042009 -5,377
0,0000598881 -4,223
5015,8814043346 3,700
0,0268475121 -1,571
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Dygresja

4 5 6 7 8 9 10
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1200

1000

800

600 -

400 -

200

Dygresja

2 0,301029996

4 0,602059991

8 0,903089987

16 1,204119983
32 1,505149978
64 1,806179974
128 2,10720997
256 2,408239965
512 2,709269961
1024 3,010299957

35
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Dygresja

3 0,477121255

9 0,954242509

27 1,431363764

81 1,908485019
243 2,385606274
729 2,862727528
2187 3,339848783
6561 3,816970038
19683 4,294091292
59049 4,771212547
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Dygresja
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Dygresja
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

ldea wspotczynnika i rzedu zbieznosci ciggu skalarow

96



Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

ldea wspotczynnika i rzedu zbieznosci ciggu skalarow

niech s, s,, s,, ... bedzie ciggiem skalaréw zbieznym do skalara
s =lim_,_s,
niech p > 1 bedzie maksymalng wartoscig, dla ktorej istnieje granica
B=Ilim_,_|S.—slIs,— sl
wtedy
« wartosc¢ p nazywamy rzedem zbieznosci
« wartosc¢  nazywamy wspotczynnikiem zbieznosci p-tego rzedu
jezeli
« p=1ip e (0,1), to ciag ma zbieznos¢ liniowg

s p=1ip=0Iubp>1,to cigg ma zbieznosc superliniowg
(W znaczeniu: lepszg od liniowej)
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

llustracja (rzad pierwszy)
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

llustracja (rzad drugi)
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

« |dea wspotczynnika...

— po zastosowaniu oznaczenia e, = |s,,, — S| (error),
dla duzych n zachodzi e, ,, = B(e, )P
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

ldea...
- giag €1 = B(e)P

1200

2 0,301029996

4 0,602059991

8 0,903089987

16 1,204119983
32 1,505149978
64 1,806179974
128 2,10720997
256 2,408239965
512 2,709269961
1024 3,010299957

1000 -

800 -

600 -

400 -

200

35
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

* |dea...
— cigg e, 4 = B(e,)P

I I | I | | | | | |
1 2 3 4 S 6 7 8 9 10
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

 ldea...

— Cigg €, = B(ek)p
dla
e, =1

T ™
]
NN

2.00

8.00

128.00

32768.00
2147483648.00
9223372036854775800.00
170141183460469230000000000000000000000.00

57896044618658098000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000.00
703903964971298500000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000. 0t
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000!
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

ldea...
- giag €1 = B(e)P

2 0,301029996

8 0,903089987

128 2,10720997
32768 4,515449935
2147483648 9,331929866
9,22E+18 18,96488973
1,70E+38 38,23080945
5,79E+76 76,76264889
6,70E+153 153,8263278
8,99E+307 307,9536856

350
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

* |dea...
— cigg e, 4 = B(e,)P

-350

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

(Przyktadowe) porownanie:

Ciag €., = B(ey)P
dla
=1

€

B 2
p=1
czyli

€1 = 2( k) _2ek
wtedy

log(e,.,) = log(2e,)
= log(2)+log(ey)

W ogolnosci

Ciag €., = B(ey)P
dla
=1

€,
B
p
czyli
€1 = 2(e)?

wtedy

log(e,.,) = log(2(e,)?)

= 2(log(2)+log(ey))

2
2
|

log(e,.) = log(B(e,)P) = p-log(Be,) = p-(log(B)+log(e,))

* generuje przyrost wyktadniczydla1=p>0
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

« |dea wspotczynnika i rzedu zbieznosci ciggu wektorow
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Wspotczynnik i rzad zbieznosci ciggu

« |dea wspotczynnika i rzedu zbieznosci ciggu wektorow
— niech wy, w,, W,, ... bedzie ciggiem wektorow zbieznym do wektora
w=Ilim_, _w,

— niech p > 1 bedzie maksymalng wartoscig, dla ktorej istnieje granica
B =lim . [Wy. —w|l/[[w,—wl]P,

— wtedy
« wartosc¢ p nazywamy rzedem zbieznosci
« wartosc¢  nazywamy wspotczynnikiem zbieznosci p-tego rzedu

— jezel
« p=1ip e (0,1), to ciag ma zbieznos¢ liniowg

s p=1ip=0Iubp>1,to cigg ma zbieznosc superliniowg
(W znaczeniu: lepszg od liniowej)
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

Przyktad funkgciji: f(x) = x* — 50x? + 300x + 2000

10000 y
8000
6000 |
4000 |

2000

Y

0

-2000

-4000
-10
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

Aproksymacja

— problem istnienia rozwigzan (miejsc zerowych)
* brak miejsc zerowych
« asymptotyczne zblizanie

* miejsca zerowe poza granicami przedziatu zmiennosci

10000

8000 -

6000 -

4000 |

2000

0

-2000

-4000
-10

i

L

Y

10
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

Aproksymacja
— problem jednoznacznosci rozwigzan (miejsc zerowych)
» policzalne liczby miejsc zerowych
* niepoliczalne ilosci miejsc zerowych
 policzalne liczby niepoliczalnych ilosci miejsc zerowych

10000 L
8000
6000 |
4000 |
2000 -

0

Y

-2000

-4000
-10
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

Optymalizacja

— problem istnienia rozwigzan
* brak rozwigzan
« asymptotyczne zblizanie

* rozwigzania poza granicami przedziatu zmiennosci

10000

8000 -

6000 -

4000 |

2000

0

-2000

-4000
10

i

L

Y

10
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

Optymalizacja
— problem jednoznacznosci rozwigzan (minimow/maksimow)
« policzalne liczby rozwigzan
* niepoliczalne ilosci rozwigzan
» policzalne liczby niepoliczalnych ilosci rozwigzan

10000 L
8000
6000 |
4000 |
2000 -

0

Y

-2000

-4000
-10
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

Ograniczona ilos¢ informacji w aproksymaciji/optymalizac;i

10000 L
8000
6000 |
4000 |

2000

-2000

-4000
K

0 -5 0 5 10
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

» Ograniczona ilos¢ informacji w aproksymaciji/optymalizaciji
— wartos¢ funkciji i wartosc jej (pierwszej) pochodnej

/

f(x)

f(x,)
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Aproksymacja i optymalizacja: ilustracja problemow

« (Ograniczona ilosc

informacji w aproksymaciji/optymalizaciji

— bez wzgledu na ilos¢ takich danych, to nie to samo,
co informacja o catym ,przebiegu” funkgciji!

f(x)

/

f(x,) -

| 4
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