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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Dygresja

» Pytanie: Skad wartosci wiasne A, macierzy A wiedza,
ze majg spetniac tak wiele réznych wiasciwosci? ©
— np. skad wynikajg zaleznosci
* trace(A) =2\
« det(A) =12,
« Odpowiedz:
— wartosci wtasne sg pierwiastkami wielomianu, a pierwiastKi
wielomianow ,z automatu” spetniajg wiele wiasciwosci

* W szczegolnosci: pierwiastki wielomianu stopnia n-tego
spetniajg n zaleznosci wyrazanych przez tzw. wzory Viete'a



Dygresja

» Pytanie: Skad wartosci wiasne A, macierzy A wiedza,
ze majg spetniac tak wiele réznych wiasciwosci? ©
— np. skad wynikajg zaleznosci
* trace(A) =2\
« det(A) =12,
« Odpowiedz:
— wielomian stopnia n
 jest wyrazeniem postaci

ax"+ bxn-1+  +yx!+2zx0 (czyli: ax" + bx"1 + ... + yx + 2)
— gdziea=0
* i moze by¢ przedstawiony w postaci
a(xn+b'x-1+ .+ y'x! + z'x0)
— gdzieb’ ' =b/a,c’ =cla, ..., Z’ = z/a



Dygresja

» Pytanie: Skad wartosci wiasne A, macierzy A wiedza,
ze majg spetniac tak wiele réznych wiasciwosci? ©
— np. skad wynikajg zaleznosci
* trace(A) =2\
« det(A) =12,
« Odpowiedz:
— wielomian stopnia n
* po oznaczeniu jego n (niekoniecznie réznych od siebie)

pierwiastkow™ przez x,, X,, ..., X, ten sam wielomian moze

byC przedstawiony w postaci a((x—x,)(X=X,)...(Xx=X,))

* liczba tych pierwiastkdéw: patrz tzw. zasadnicze twierdzenie algebry



Dygresja

Pytanie: Skad wartosci wiasne A, macierzy A wiedza,
ze majg spetniac tak wiele réznych wiasciwosci? ©
— np. skad wynikajg zaleznosci
* trace(A) =2\
« det(A) =12,
Odpowiedz:
— wielomian stopnia n
o (X=X1)(X=X5)...(Xx=X_) =
— wymnazamy
* (X=X1)(X=X5)...(x=X,) = ,suma 2" nieuporzgdkowanych sktadnikow”
— porzadkujemy
* (X=X{)(X=X,)...(x=X,) = ,suma n+1 uporzgdkowanych sktadnikow”



Dygresja

Pytanie: Skad wartosci wiasne A, macierzy A wiedza,
ze majg spetniac tak wiele réznych wiasciwosci? ©
— np. skad wynikajg zaleznosci

« trace(A) =2\ w

 det(A) =[], .
Odpowiedz:

— wielomian stopnia n

* W ,sumie n+1 uporzadkowanych sk%admkow mamy:
— pierwszy sktadnik: x" s
— drugi sktadnik: x"~1(—x4—X,—...—X,,) = —5<“~t1\(x1+x2+...+xn)
- ... \\A
— ostatni sktadnik: X°(—=x4)(—=X,) ...(=X,) = (=1)"X%,X,...X,



10



Rozwazania nad macierzami 2x2

« Co spetniajg pierwiastki wielomianu
charakterystycznego?
— z jednej strony
* (zwykte rozpisanie wzoru)
det(A-IL) = (a—\L)(d—A) — bc = A2 — (a+d)A! + (ad—bc)A0
— z drugiej strony:
« zaktadajgc, ze znamy pierwiastki tego wielomianu,
| ze sg to (niekoniecznie rozne od siebie) A, i A,
det(A—IL) = (A—A,)(A—Ay) = A2 — (A, +A,)AT + (A, A,)A0
— porownanie:
o A2 —(a+d)AT + (ad—bc)A0
o A2 — (A HA)AT + (WAL
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Rozwazania nad macierzami 2x2

* Niezaleznosc kolumn macierzy a wyznacznik
— wyznacznik macierzy 2x2

d C

A =
b d

— zaleznosc (liniowa) kolumn wymaga, aby zachodzito
alc=b/d (zat.c=0id=0)
ad = bc
ad—bc=0
det(A)=0



Rozwazania nad macierzami 2x2

* Niezaleznosc kolumn macierzy a wyznacznik

— (ogolnie) warunkiem zaleznosci kolumn
dowolnej macierzy A jest det(A) =0

— (w szczegolnosci) warunkiem zaleznosci kolumn
macierzy A—I\ jest det(A—IL) =0
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Dygresja

 Pomocne pojecia
— gradient

— prostopadtosc, ortogonalnosc¢
* normalna krzywej
» wektor normalny krzywej (strony prostej)

— rownolegtos¢ wektorow

» Wektory normalne w
— ograniczeniach rownosciowych
— funkcjach celu
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Dygresja

* Metoda mnoznikow Langrange’a
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Dygresja
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Dygresja
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Dygresja
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Dygresja

« Wptyw macierzy na ,wytwarzane” przez nie wektory
— dtugosci
— kierunki
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Dygresja

« Wptyw macierzy na dtugosci ,wytwarzanych” przez nie
wektorow

* Doktadnigj

— wplyw macierzy A = M™M na dlugos$¢ wektora Mx
(powstatego z przemnozenia dowolnego wektora x
przez /akurat/ macierz M takg, ze A = M™M)
» dlugos¢ wektora x: (xTx)1/2
— kwadrat dtugosci wektora x: x"x
 dtugos¢ wektora Mx: ((Mx)T(Mx))"2 = (xTMTMx)"2 = (xTAx)"/2
— kwadrat dtugosci wektora Mx: xTAx
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Dygresja

« Takie postawienie sprawy (tzn. zdefiniowanie
powyzszych wyrazen) pozwala formutowac
konkretne problemy maksymalizacji/minimalizacji

— np. interesowac¢ nas moze maksymalna osiggana wartos¢ x"Ax

» dla jakich (dowolnych) x wartos¢ xTAx jest maksymalna?
— iile wtedy wynosi?
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Dygresja

« Zapisujemy
max x'Ax
p.0. -brak-
— Inaczej
max x'Ax / x"x
p.o. -brak-
— inaczej
max X'AXx / ¢?
p.0. X'x = ¢? (c: constant)
— inaczej
max x'Ax
p.0. x'x = 1 (powyzsze dlac = 1)
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Dygresja

Ostateczna postac problemu maksymalizac;ji
max x'Ax
p.0. X™x =1

Rozwigzanie powyzszego problemu (dla symetrycznej

macierzy A) generuje maksymalng wartos¢ wiasng tej

macierzy i odpowiadajacy jej wektor wiasny

— a po pewnych modyfikacjach: kolejne wartosci/wektory wtasne
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Dygresja

Nowy ktopot:

— jak rozwigzanie powyzszego problemu ma sie do faktu,
ze wartosci wtasne macierzy sg pierwiastkami pewnego
wielomianu* a jej wektory wlasne sg rozwigzaniami
pewnych uktadéw rownan™*?

(* konkretnie: det(A-IL) = 0)
(** konkretnie: Ax = Ax)
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Dygresja

(Nowe) rozwigzanie ktopotu

— interpretacja rozwigzania rozwazanego problemu
,2w duchu” metody mnoznikéw Lagrange’a

— niech
* F(x) = xTAx
e G(x)=xTx-1
— wtedy problem maksymalizacji przyjmuje postac
max F(x)
p.0.: G(x)=0
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Dygresja

Dla tak postawionego problemu mamy

— gradienty
» oF/ox = 2Ax (dla symetrycznej A)
» 0G/ox = 2x
— przyrownanie gradientow (ze wspotczynnikiem 1)
oF/ox = \-0G/ox
2AX = L-2x
AXx = AX
(A jest wartoscig wtasng /gwarantujgcg nietrywialnos¢ rozwigzania/)
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