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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)

Autor






Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Twierdzenie Talesa
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« Jezeli czarne linie sg rownolegte, to zachodzi:
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flc = al/(b+c)
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f/d = al(e+d)
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c/d = (b+c)/(e+d)
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« Kwadrat
— dtugosc krawedzi: a
— dtugosc wysokosci: h = a
— pole powierzchni: P = a2
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X+y+z+v=7?
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00

X+y+z+v=2a
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« llustracja ,obliczeniowa”? (wizualizacja)
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« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
bokow kwadratu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz kwadratu majg jednakowy kolor
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* Trojkat rownoboczny
— dtugosc krawedzi: a
— dlugos¢ wysokosci: h = 32%/2-a
— pole powierzchni: P = 312/4-32
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al2
h = (32/2)a
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v/2
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2z
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X+ 2z=h
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Xx+2z=h-u
X+2z+u=h
aley=u+z awiec
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Xx+2z=h-u
X+2z+u=h
aley=u+z awiec
X+y+z=h
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2z=h-u

2z+u=h
aley=u+2z awiec

y+z=h
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« Twierdzenie Viviani'ego™:
— w trojkacie rownobocznym suma odlegtosci dowolnego punktu
znajdujgcego sie wewnatrz tego trojkgta od wszystkich jego
bokow jest rowna wysokosci trojkagta

« Twierdzenie (ciekawe samo w sobie) posiada
Kilka rownie ciekawych (ciekawszych?) uogolnien

*Vincenzo Viviani (1622-1703, Florencja)



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« llustracja ,obliczeniowa”? (wizualizacja)
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« Suma odlegtosci kazdego punktu od trzech
bokow trojkgta wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz trojkata majg jednakowy kolor
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* Niech bedg dane pewne obiekty scharakteryzowane
w kategoriach zmiennycha>0,b>0ic >0

— kazdy obiekt jest wiec opisany wektorem trojelementowym
t =[u, v, w]", gdzie
* u jest wartoscig zmiennej a
Vv jest wartoscig zmiennej b
* w jest wartoscig zmiennej c

 (wektory u w zapisie wierszowym)
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* Przyktadowe dane

a b (o
3.00 8.00 4.00
6.00 9.00 8.00
5.00 7.00 1.00
9.00 2.00 2.00
7.00 4.00 2.00
5.00 9.00 2.00
1.00 9.00 6.00

5.00 9.00 2.00
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« Wizualizacja: wykres 3-wymiarowy (wykres rozrzutu)
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« Jezelizmienne a, bicspetniajga +b +c=n,
gdzie n > O jest statg, to do skutecznej wizualizacji
wystarczy wykres 2-wymiarowy

— (dlaczego?)



Barycentryczny uktad wspotrzednych

Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1

a b c
1.00 10.00 19.00
3.00 12.00 15.00

21.00 4.00 5.00
7.00 8.00 15.00
16.00 7.00 7.00
5.00 14.00 11.00
0.00 9.00 21.00

a b o]

5.00 11.00 14.00
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Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1 (n = 30)

a b c atb+c
1.00 10.00 19.00 30
3.00 12.00 15.00 30

21.00 4.00 5.00 30
7.00 8.00 15.00 30
16.00 7.00 7.00 30
5.00 14.00 11.00 30
0.00 9.00 21.00 30

a b o] a+b+c =30

5.00 11.00 14.00 30
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« Wizualizacja: pierwsze podejscie
wykres 3-wymiarowy (wykres rozrzutu)
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- Tréjkat jest rownoboczny poniewaz dtugos¢ kazdego
z jego bokow wynosi (302 + 302)"2 = 30-(21/2)
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* Ewidentny wniosek: jeden wymiar jest zbedny!
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* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1
— takie wartosci mogg by¢ bezposrednio przedstawiane w
trojkatnym uktadzie barycentrycznym (ktory jest uktadem
dwuwymiarowym)
— dane warto przeksztatci¢ do postaci, w ktorej n = 1

* w tym przypadku polega to na podzieleniu obu stron réwnania
a+b+c = n-1 przez n (ktore jest z zatozenia dodatnie)

* mamy wiec
atb+c =n-1
(atb+c)/n = n-1/n
a/n+b/n+c/n =1
« wektorom a/n, b/n i ¢/n mozna nada¢ nowe nazwy, np. u, viw
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* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1
— przeskalowanie

ain b/n c¢/n (a+b+c)/n
0.03 0.33 0.63 1.00
0.10 0.40 0.50 1.00
0.70 0.13 0.17 1.00
0.23 0.27 0.50 1.00
0.53 0.23 0.23 1.00
0.17 0.47 0.37 1.00
0.00 0.30 0.70 1.00
u % w u+v+w = 1

0.177 0.37 047 1.00
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* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1

a/n b/n ¢/n
0.03 0.33 0.63
0.10 0.40 0.50
0.70 0.13 0.17
0.23 0.27 0.50
0.53 0.23 0.23
0.17 0.47 0.37
0.00 0.30 0.70

u \ w

0.177 0.37 047



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1

— niech wierzchotki A, B i C tréjkgta rownobocznego
(reprezentujgcego odpowiedni uktad barycentryczny)
majg wspotrzedne dane wektorami (odpowiednio)
[0,0]7, [1,0]7 i [1/2,372/2]"



[1/2, 312/2]T
C
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* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1

— wspotrzedne dwuwymiarowe dla punktow reprezentowanych
przez (przeksztatcone) wartosci [u,v,w]" tworzy sie
wykorzystujgc wzor:

X, y]T = u-[0,0]7 + v-[1,0]7 + w-[1/2,3V2/2]T = [v+w/2, w-31/2/2]T

ktory, dzieki faktowi, ze u>0,v>0,w>0iu+v+w =1,
reprezentuje elementy kombinacji wypuktej wektorow
[0,0]7, [1,0]7 i [1/2,37?/2]T
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* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c = n-1

— te same wspotrzedne mozna utworzy¢ bezposrednio
z (oryginalnych) wartosci [a,b,c]", wykorzystujgc wzor

[x, y]' =
= al/(a+b+c)-[0,0]" + b/(a+b+c)-[1,0]" + a/(a+b+c)-[1/2,372/2]" =
= [2b+c, 3"2c]" / (2a+2b+2c)

» w ktérym uwzgledniono: u = a/(a+b+c), v = b/(a+b+c), w = c/(a+b+c)
— oczywiscie pamietamy, ze a, b,c >0
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« Wspotrzedne dwuwymiarowe danych spetniajgcych
a+b+c = n-1

X |y
0.65 0.55
0.65 0.43
0.22 0.14
0.52 0.43
0.35 0.20
0.65 0.32
0.65 0.61

0.60 0.40



[1/2, 312/2]T
C







a
1.00
3.00

21.00
7.00
16.00
5.00
0.00

5.00

b c
10.00 19.00
12.00 15.00

4.00 5.00
8.00 15.00
7.00 7.00
14.00 11.00
9.00 21.00

b C

11.00 14.00

A







a
1.00
3.00

21.00
7.00
16.00
5.00
0.00

5.00

b c
10.00 19.00
12.00 15.00

4.00 5.00
8.00 15.00
7.00 7.00
14.00 11.00
9.00 21.00

b C

11.00 14.00

A

[a, b, c]T

[?, 2,717




[a, b, c]T

0,9, 21T




[u, v, w]T

[?, 2,717




[u, v, w]T

[0, 0.3, 0.7]







[u, v, w]T

[0, 0.5, 0.5]T







[u, v, w]T

[0, 1, O]
B






[u, v, w]T

[1/3, 1/3, 1/3]T










6.50
6.50
217
5.17
3.50
6.50
6.50
6.00

4.48
3.54
1.18
3.54
1.65
2.59
4.95
3.30



X
6.50
6.50
217
5.17
3.50
6.50
6.50
6.00

y
4.48

3.54
1.18
3.54
1.65
2.59
4.95
3.30

— <




X
6.50
6.50
217
5.17
3.50
6.50
6.50
6.00

y
4.48

3.54
1.18
3.54
1.65
2.59
4.95
3.30
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0.60
0.50
0.50
0.60
0.44
0.38
0.65
0.50

0.79
0.74
0.25
0.63
0.39
0.70
0.82
0.68



0
0.60
0.50
0.50
0.60
0.44
0.38
0.65
0.50

r
0.79
0.74
0.25
0.63
0.39
0.70
0.82
0.68




0
0.60
0.50
0.50
0.60
0.44
0.38
0.65
0.50

r
0.79
0.74
0.25
0.63
0.39
0.70
0.82
0.68







1.00
3.00
21.00
7.00
16.00
5.00
0.00
5.00

10.00
12.00
4.00
8.00
7.00
14.00
9.00
11.00

19.00
15.00

5.00
15.00

7.00
11.00
21.00
14.00
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1.00
3.00

21.00
7.00
16.00
5.00
0.00
5.00

b
10.00
12.00

4.00
8.00
7.00
14.00
9.00
11.00

19.00
15.00

5.00
15.00

7.00
11.00
21.00
14.00




a
1.00
3.00

21.00
7.00
16.00
5.00
0.00
5.00

b
10.00
12.00

4.00
8.00
7.00
14.00
9.00
11.00

19.00
15.00

5.00
15.00

7.00
11.00
21.00
14.00
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« Wzor oparty na kombinacji wypuktej pozwala na
znalezienie w trojkgcie potozenia punktu na podstawie
jego wspotrzednych barycentrycznych

« Pytanie: jak (w ogdlnym przypadku) znalez¢
wspotrzedne barycentryczne punktu znajgc jego
potozenie w trojkagcie?
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[?, 2,71
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Wytw = h
b,tb = a
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/N

wy/by = (Wytw)/(byt+b)
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/ W\\

Wo/Pg = (Wo+wW)/(potp)
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« Zaleznosc

Wo/Pgy = (WotW)/(pytp)
implikuje kolejno

(przy wszystkich wartosciach niezerowych)
Wo/Po = (WotW)/(potP)
Wo(PotP) = Po(WotWw)
WoPotWoP = PWotpPeW
WoP = PeW
Wop/Po = W
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* Ale wytw = h, czyliw, =h —w, a wiec
(h—w)p/py, =w
hp/pg — wp/py, = w
hp/p, = w + wp/p,
hp/py = wWpy/py + Wp/pyg
hp = wpy + wp
hp = w(p, + W)
hp/(py + p) =W
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« Analogicznie dla pozostatych odcinkow, czyli
ha/(gp +q) =V
oraz
hr/(r, + r)=u
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t gcznie powstajg trzy analogiczne rownania
hp/(p + p) =W

ha/(q, +q) =V
hr/(ry + 1) =u

Dodajac je stronami, otrzymujemy

hp/(py + p) + ha/(q + q) + hri(rg + r) = utv+w
Aleu +v+w=h, awiec

hp/(p, + p) + ha/(g, + q) + hr/(ry +1r)=h
A ostatecznie

p/(po + P) +al(qy +q) +r/(rg+r1)=1
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 Whiosek:

— w uktadzie wspotrzednych trojkgtnych wartosci
p/(py + P), 9/(qy + q) oraz r/(ry, + r) sumujg sie do statej,
mogg byC wiec interpretowane identycznie jak u, viw
(moga stuzyC¢ za wspotrzedne punktow)
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» W kategoriach p/(p, + p), a/(q, + q) oraz r/(ry + r)
szczegolnie proste jest zinterpretowanie wspotrzednych
punktow ,granicznych”
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Mo P CIO\
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Qo tgq=a
L+r=a
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q r

o Jo

w=p/(py + p)=0/(py+p)=0
v=a/(gy,+q)=0a/(r+q)=agla
u=rl(r+r)=r/(q+r)=r/a
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* Problem orientacji osi w trojkatnym uktadzie
wspotrzednych
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Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przedstawiany uktad wspotrzednych trojkgtnych
wykorzystujacy trojkgt rownoboczny jest wtasciwie
szczegolnym przypadkiem uktadu barycentrycznego
(ang. barycentric coordinate system)

— popularne nazwy angielskie szczegolnego przypadku
« ternary plot

« areal coordinate system
* de Finetti diagram

— inne ukfady wspotrzednych oparte na trojkgtach
(ang. triangular coordinate systems)

« trilinear coordinate systems

* Dodatkowe elementy uktadow
— siatka (grid)



Barycentryczny uktad wspotrzednych
* Wielokat: trojkat = stozek™ m ptaszczyzna

— Jest to zasadniczo rzut stozka na ptaszczyzne: x +y +z=n

* Szczegolny przypadek: uktad barycentryczny

*"stozek” = ,stozek algebraiczny”
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* Praktyczne zastosowania

— wizualizacja parametrow mieszanin/stopow

 jezeli mieszanina/stop skfada sie z trzech sktadnikéw,
to czesto interesuje nas zaleznosc jej pewnych parametrow
od jej procentowego sktadu (wagowego, masowego,
molowego, itp.), a to idealnie nadaje sie do ilustracji
w postaci wykresu w trojkgtnym uktadzie wspotrzednych
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* Praktyczne zastosowania
— temperatura topnienia stopu chromu, zelaza i niklu
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http://www.sv.vt.edu/classes/MSE2094 NoteBook
/96ClassProj/experimental/tern2.html



Weight Percent Nickel

http://www.sv.vt.edu/classes/MSE2094 NoteBook
/96ClassProj/experimental/tern2.html



14

7 i 7 ™ s £ 2 .
Fe 10 | a0 40 50 ED T B S Wi

Weight Percent Nickel

— gdy ilos¢ chromu jest ponad czterokrotnie razy wieksza od ilosci
niklu, to temperatura topnienia nie zalezy zbytnio od ilosci zelaza
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— gdy ilos¢ chromu jest ponad czterokrotnie razy wieksza od ilosci
niklu, to temperatura topnienia nie zalezy zbytnio od ilosci zelaza
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— gdy ilos¢ chromu jest w przyblizeniu rowna ilosci niklu,
to temperatura topnienia zalezy gtéwnie od ilosci zelaza
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— gdy ilos¢ chromu jest w przyblizeniu rowna ilosci niklu,
to temperatura topnienia zalezy gtéwnie od ilosci zelaza
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* Praktyczne zastosowania, c.d.
— klasyfikacja gruntow piaskowo-itowo-glinowych
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Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Praktyczne zastosowania, c.d.
— kolor stopu srebra, miedzi i ztota
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Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Praktyczne zastosowania, c.d.

— charakterystyka (poszczegolnych) produktow zywnosciowych
w kategoriach udziatu cukru, biatka i ttuszczu
(tzw. caloric ratio pyramid)



iZaloric Ratia

Carbs Fats Protein

black eyed pea

http://nutritiondata.self.com/images/home/crp.qgif



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Praktyczne zastosowania, c.d.
— definicje diet w kategoriach udziatu cukru, biatka i ttuszczu



Barycentryczny uktad wspotrzednych

Balanced 40:30:30 (e.g., Zone™
Diet)

Traditional 60:30:10

Low-Fat Low-Carh (e.g., atkins™ Diet)



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Praktyczne zastosowania, c.d.

— trojkat kolorow Maxwella

» ,Chyba nie mozna unikng¢ wniosku, ze swiatto polega
na poprzecznym falowaniu tego samego osrodka, ktory
wywotuje zjawiska elektryczne i magnetyczne.”









http://en.wikipedia.org/wiki/File:
Lichtenberg_color_triangle Tobias Mayer 1775.jpg



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Praktyczne zastosowania, c.d.

— charakterystyka gospodarki w kategoriach ustug+informaciji,
przemystu i rolnictwa (w poszczegolnych latach)



100 O

industrial

................................................................................................
. s

100

100 80 60 40 20 0
service and information

http://ethanfosse.blogspot.com/2012/03/triaxial-graphs.html






u=1.07






u=0.757



u=0.75



u=0.257



u=0.25



u="7??



u=04



u=04



u=0.57



u=0.5



u=0.5



u=05v04



u=05v04



v =0.57



\'

0.5



u=v?
























90°
¥/V u







u=v+0.57



u=v+0.5



(o]

<

u=v+0.5



u=v+0.5



(o]

<

0.5

u=v+0.5



u=2v?



u=2v



u=2v



v = 3w?



\'

3w



w =2u + 0.257



w =2u + 0.257



w? = 0.257?



w2 =0.25



v2=0.57



v2=0.5









vZ+u2=0.27



vZ+u2=0.2



uv =0.27



uv =0.1



uvw = 0.17



uvw = 0.1



vZ+ Uu2=047



vZ+u2=0.4












w > 0.757?



w>0.75



0.75>w > 0.507



0.75>w>0.50



u<0.25Av<0.25?



u<0.25Av<0.25



u<0.25Av>0.257



u<0.25aAv>0.25



Uu<025Av>0.25Aw2>0.257



Uu<025Av>025Aw>0.25



u=>025Av>025Aw2>0.25?



u>025Av>025Aw>0.25









USVAVSW?






USVAVSWAWSU?



USVAVSWAWSU



w2 > 0.257



w2 > 0.25









U2<VAVZSW?



U2<VAVESW



U2<VAVZSW?



U2<VAVESW









u? + vz > w'2?









Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Aspekty algebraiczne: uktady rownan prowadzace do
rozwigzan reprezentowanych w trojkgtnych uktadach
wspotrzednych



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Dany jest uktad rownan (nieliniowych)
— (Dulv=2
— () viw=3
— () u+v+w = 1
ktorego rozwigzaniem jest
— u=06/10
— v=3/10
— w=1/10
* Znajac to rozwigzanie wyliczamy
— uw=6



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Ale u/w = 6 to kolejne rownanie, a wiec powstaje
pytanie, czy gdyby zmienic¢ rownanie (lll) z ,u+v+w = 17
na ,u/w = 6", czyli tworzgc uktad

— (Dulv=2

— () viw =3

— (Muw=6
otrzymalibysmy rozwigzanie spetniajgce
u+v+w = 17



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Odpowiedz: nie, a to dlatego, ze uktad rownan
— (Dulv=2
— () viw=3
— () u/w =6
jest uktadem zaleznym (poniewaz (1)-(ll) = (llI))

— czyli: rownanie (lll) nie wnosi niczego nowego do uktadu
» widac to po wykonaniu wskazanego mnozenia stronami:
(H-(M:ulv-viw=2-3 = uw=6 (lll)
» uktad zawiera wiec w praktyce jedynie dwa réwnania
— sytacji nie ratuje zmiana rownania ,u/w = 6", np. na , u/w = 1’
» uktad staje sie wtedy sprzeczny



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Rozwigzanie tego uktadu nie jest mozliwe bez jakiegos
trzeciego (niezaleznego od istniejgcych) rownania
— np. u+v+w =n, gdzie n > 0 jest statg



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Z pewnych wzgleddéw rownania w postaci ilorazow
sg niekorzystne
— teoretycznie: sg to rownania nieliniowe

— praktycznie: wymagajg niezerowych wartosci dla zmiennych
w mianownikach, pomimo faktu, iz zerowe wartosci
tych zmiennych powinny by¢ dopuszczalne

* Rozwigzaniem jest przeksztatcenie ilorazéw na iloczyny



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przeksztatcajgc uktad

— (Dulv=2

— () viw=3

— () u+v+w = 1
do postaci

— (Hu=2v

— (ll) v=3w

— () u+v+w = 1

pozbywamy sie niekorzystnych ilorazow, a jednoczesnie
mozemy tatwo przedstawic jego interpretacje graficzng



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Rownanie (lll) u+v+w = 1: reprezentacja — trojkat
(a wtasciwie: uktad wspotrzednych trojkatnych)
— rownanie to zapewnia istnienie reprezentac;i
w uktadzie wspotrzednych trojkgtnych



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Rownanie (1) u = 2v: reprezentacja — prosta



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Rownanie (Il) v = 3w: reprezentacja — prosta



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Rozwigzanie



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* | jeszcze rownanie u = 6w: reprezentacja — prosta
— ,u=6w" jest implikowane przez ,u=2v"i,v = 3w’



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Rozwigzanie ze wszystkimi prostymi
(linia przerywana reprezentuje rownanie implikowane)



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* | jeszcze pytanie: dlaczego ,u/w = 1"
(implikujgce u = 1w) wprowadza sprzecznosc¢ do uktadu?



Barycentryczny uktad wspotrzednych

 Rownanie u = 1w: reprezentacja — prosta



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Odpowiedz: brak punktu wspolnego






Barycentryczny uktad wspotrzednych

» Wizualizacja obiektow opisanych w kategoriach trzech
zmiennych

— przykfady (juz przedstawiane)

» charakterystyka gospodarki w kategoriach ustug+informaciji,
przemystu i rolnictwa (w poszczegdlnych latach)

» charakterystyka (poszczegolnych) produktéow zywnosciowych
w kategoriach udziatu cukru, biatka i ttuszczu

» Wizualizacja funkcji trzech zmiennych

— przyktady (juz przedstawiane)
» temperatura topnienia stopu zelaza, niklu i chromu

» Kkolor stopu srebra, miedzi i ztota



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Jezelizmienne a, bicspetniajga +b +c=n,
gdzie n > O jest statg, to do skutecznej wizualizacji
ich funkcji wystarczy wykres 2-wymiarowy + kolor



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Niech f(x,y,z) bedzie dowolng funkcjg rzeczywistg
okreslong dla zmiennych a, b i ¢ spetniajgcych
a+b+c=n,gdzie n>0 jest stalg

* Jezelizmienne a, bicspetniajga +b + c=n,
gdzie n > O jest statg, to do skutecznej wizualizacji
wartosci a, b, c oraz f(a,b,c) wystarczy wykres
2-wymiarowy + kolor

« Uwaga: zamiast a, b i c bedziemy stosowac:
— u = al/(at+b+c)
— Vv = b/(a+b+cC)
— w = c/(a+b+cC)



Barycentryczny uktad wspotrzednych
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Barycentryczny uktad wspotrzednych

» Uogodlnienia twierdzenia Viviani'ego
— trojkat rownoboczny



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Uogodlnienia
— zaleznosc
ain+b/n+cn=1
mozna uogolni¢ na rozne sposoby

— ponizej: pewne popularne uogolnienie pozwalajgce
uwzgledniac rézne formy zmiennosci (np. rozne przedziaty
zmiennosci) wartosci wektorow a, b i c



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Uogodlnienia
— jezeli przedziaty zmiennosci wartosci wektorow a, b i ¢ sg rozne,
to mozna zréznicowac mianowniki w rownaniu
ain+b/n+cn=1
wprowadzajgc n,, n, i n; (niekoniecznie wszystkie rowne)
— otrzymujemy wtedy
a/n, + b/n, + c/n; =1
— przyjmujac dalej s, = 1/n,, s, = 1/n,, s; = 1/n;, mamy
s;a+s,b+s;,c=1
— postac ta jest ogolniejsza, poniewaz dopuszcza s, =0
* (postac ilorazowa wymagataby (nieliczbowej) wartosci n, = «)
— wspotczynniki s4, S, | S; muszg jednak spetniac:
*s5,20,8,20,5;20
— oczywiscie dla s, = 1/n, s, = 1/n i s; = 1/n otrzymujemy
porzednig postac tej zaleznosci



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Uogodlnienia
— odpowiada to wprowadzeniu innych trojkatow jako ,ram”
wykresu
* np. trojkgtow rownoramiennych
dlas,=s,#s;,8,=s;#s,lubs;=s, %8s,
| pozwala na uwidocznienie zréznicowanych

form zmiennosci (np. przedziatdw zmiennosci)
wartosci wektorow



Barycentryczny uktad wspotrzednych

Poprzednie dane (spetniajgce a+b+c =n-1)

a b c atb+c
1.00 10.00 19.00 30
3.00 12.00 15.00 30

21.00 4.00 5.00 30
7.00 8.00 15.00 30
16.00 7.00 7.00 30
5.00 14.00 11.00 30
0.00 9.00 21.00 30

a b o] a+b+c =30

5.00 11.00 14.00 30



Barycentryczny uktad wspotrzednych

... 1 poprzedni wykres



(schematycznie)



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Poprzednie dane (spetniajgce a+b+c =n-1)
— oczywiscie z faktu, zea>0,b>0,c >0 oraz atb+c =n-1
wynika,zea<n1,b<n1,c<n1
— dla n =30 oznacza to, ze a <301, b <301, ¢ < 301

* na pewno wiec nie mogg wystgpic sytuacje,
w ktorych jakies a, b lub ¢ przekroczytoby wartos¢ 30



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Nowe dane

— zatézmy jednak dalej, ze zachodzi dodatkowo ¢ < 10-1,
wartosci wektora ¢ sg wiec systematycznie mniejsze od n
(spetniajac ¢ < n/3:1)

— W ogolnosci zachodzi wiec a+b+3c = n-1



Barycentryczny uktad wspotrzednych

30,

30 30

... I nowy wykres
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(schematycznie)



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« W rezultacie otrzymujemy inny trojkat
(rwnoramienny zamiast rownobocznego)
— boki lewy” i ,prawy” majg diugosé (302 + 102)"2
— bok ,dolny” ma dtugosc¢ (302 + 302)12
* Pozwala to na utworzenie nowego wykresu
dwuwymiarowego

— w tym przypadku: wykorzystujgcego trojkgt rownoramienny






 Ewidentnie

— zmiennos¢ zmiennej ,pionowej” rézni sie od zmiennosci
pozostatych dwoch zmiennych (mniejszy przedziat zmiennosci)



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Pytanie: czy zaleznos¢ x + y + z = h jest zachowana
w nowym (rownoramiennym, ale nie rownobocznym)
trojkgcie?

— inaczej: czy twierdzenie Viviani’ego uogolnia sie na trojkaty
rownoramienne?
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X +y+z=const?



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Niestety, w przypadku trojkatow rownoramiennych nie
bedgcych rownobocznymi rownosc ,x +y + z = h" nie
zachodzi

— trojkat taki posiada bowiem dwie rézne wysokosci, h, # h,,
wiec nawet gdy zachodzi x + y + z = h,, to nie moze zachodzi¢
X+y+2z=h,



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Sytuacja komplikuje sie jeszcze bardziej w przypadku
dowolnych trojkatow, ktére mogg posiadac trzy (rézne)
wysokosci: hy, h, i h;, przy czym h, = h,, h, # h; 1 hy # h,



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

X +y+z =const?
Xy + yz + zx = const?
Xyz = const?



Barycentryczny uktad wspotrzednych

p+q+r =const?
pqg + gr + rp = const?
pgr = const?



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Pytanie: czy
dla dowolnego trojkata
Istnieje
w miare nieskomplikowana, i dzieki temu tatwo interpretowalna
funkcja f(x, y, z) taka, ze f(x, y, z) = const?



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Pytanie: czy
dla dowolnego trojkata
Istnieje
w miare nieskomplikowana, i dzieki temu tatwo interpretowalna
funkcja f(x, y, z) taka, ze f(x, y, z) = const?
« Odpowiedz: tak

— 1 to bardzo podobna do poprzedniej!



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Niech catkowite pole trojkgta wynosi T

— procesie konstrukcji funkciji f(x, y, z) wykorzystany zostanie
podziat trojkata na trzy trojkaty sktadowe takie, ze suma ich
pol jest rowna polu catkowitemu T



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Trojkat ABC mozna podzielic na trzy trojkaty sktadowe
— trojkat ABP
— trojkagt CAP
— trojkat BCP



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Parametry trojkgtow sktadowych
— trojkat ABP: dtugosc podstawy s,, dlugosS¢ wysokosci x
— tréjkat CAP: dlugosc¢ podstawy s,, dtugos¢ wysokosci y
— tréjkat BCP: dlugosc¢ podstawy s,, dtugosS¢ wysokosci z



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Pole
— tréjkagta ABP wynosi s, x/2
— tréjkagta CAP wynosi s,y/2
— tréjkata BCP wynosi s;z/2



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Wiedy
SX/2+8,y/2 +8,2/2=T
SX*+ Sy +s,z=2T



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Czyli

S.X + S,y + S,z = const
1 2 3



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Poszukiwang funkcjg jest f(x, y, z) = s,X + S,y + S,Z
— gdzies, >0,s,>01is; >0 sg statymi
* spetniajg wigc przyjete wczesniej zatozenie s, >0, s, >0, s, 20
 Interpretacja wartosci x, y i z: pola powierzchnii trojkgtow
— a w przypadku, gdy ABC jest rownoboczny, pola oraz wysokosci

 Interpretacja ,polowa” uzasadnia angielskg nazwe
,2areal coordinate system”



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« QOczywiscie dla trojkgta rownobocznego o boku s
zachodzi s, =s, s, =soraz s; = s, | witedy
SX*+Sy+s,z=2T
SX + sy +sz=2T
s(x+y+2z)=2T
X+y+z=2T/s
« Poniewaz (dla kazdego trojkata rownobocznego)
T =sh/2 (s dtugosc¢ boku, h dtugos¢ wysokosci),
w powyzszym przypadku mamy
X+y+z=2T/s
X +vy+z=2(sh/2)/s
X+y+z=h



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Podsumowujgc: wspotczynniki s,, s, oraz s; funkgji
f(x,y, z) =sX + S,y + 8,2
pozwalaja na wyrazanie réznych form zmiennosci
Zmiennych



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« llustracja ,obliczeniowa”? (wizualizacja)

A\




r

11.6

11.4

11.2

il
« Suma odlegtosci kazdego punktu od trzech

bokow trojkata wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz trojkata majg jednakowy kolor






Barycentryczny uktad wspotrzednych

» Uogodlnienia twierdzenia Viviani'ego
— odlegtosci



Barycentryczny uktad wspotrzednych

Z
o /60

X+y+z=h

uwaga! (kolejnos¢ oznaczen)



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

Z
o /60

XxX+2z+u=h
X+z+z+u=h

(y-—u=2)
X+y+z=h




Barycentryczny uktad wspotrzednych

O+2z+u=h
O+z+z+u=h

(y-u=2)
O+y+z=h



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

277



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych
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Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

277



Barycentryczny uktad wspotrzednych

X+y—-z=h?



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

2X+u=h+2z
X+X+u=h+2Z

(y—u=x)
y+x=h+z



Barycentryczny uktad wspotrzednych

X+y—z=h



Barycentryczny uktad wspotrzednych

X+y—z=h



Barycentryczny uktad wspotrzednych

277



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych
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Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

n = =

N
I
> |
~~
P



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

277



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

X+(y—u)=v



Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych




Barycentryczny uktad wspotrzednych

z=(x+y—-u)+u+h



Barycentryczny uktad wspotrzednych

z=(x+y—-u)+u+h
z=x+y+h



Barycentryczny uktad wspotrzednych




* |dea odlegtosci prosta-punkt
(w odroznieniu od odlegtosci punkt-punt)
— Jjezeli punkt lezy na prostej, to:
* jego odlegtosc do prostej wynosi 0
— jezeli punkt nie lezy na prostej, to:
* lezy po jej lewej albo po jej prawej stronie

» fak ten mozna sygnalizowa¢ (dodatnim lub ujemnym) znakiem
(tak zmodyfikowana wartos¢ nie stanowi juz formalnie odlegtosci)



« Uktad wspotrzednych z odlegtosciami ze znakiem

— zakres zmiennosci zmiennych: (—oo, +x)
— jednak wskutek warunku x + y + z = n, gdzie n > 0,
nie wystepujg wszystkie kombinacje tych wartosci
* niechn =30
» jezelinp. x =40, toyiz muszg spetniacy + z = -10,
Cco wymaga, aby np.:

- y=-20,z=+10
—y=-15,z=+5
- y=-10,z=0
—y=-5,z=-5
—y=0,z=-10
—y=5,z=-15

— y=10,z=-20









X—y+z=h



X—y+z=h









X+y—z=h



X+y—z=h









X—yY—2z=h



X—y—2z=h



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Podsumowujac:
— dla kazdego punktu ptaszczyzny zachodzi
+X+y+z=const

» gdzie x, y i z sg odlegtosciami tego punktu od trzech bokow trojkata
rownobocznego

— warunek poprawnosci: nalezy dobrac prawidtowo znaki



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Podsumowujac:
— dla kazdego punktu ptaszczyzny zachodzi
+X+y+z=const

» gdzie x, y i z sg odlegtosciami tego punktu od trzech bokow trojkata
rownobocznego
— warunek poprawnosci: nalezy dobrac prawidtowo znaki
» 0golnie, gdy X, y i z dotyczg punktu po ,niewtasciwej stronie”
(i sg wartosciami dodatnimi), to odejmujemy je
— to oznacza jednak, ze mozna je potraktowac jako ujemne, i wtedy
dodac (dzieki czemu wzoér pozostaje bez zmian /i stanowi zwyktg
sume/), a wynik jest identyczny
— takie rozumiane odlegtosci (ze znakiem) nazwiemy odlegtosciami
wartosciowanymi



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« llustracja ,obliczeniowa”? (wizualizacja)

/\




11.2

10.8

10.6

« Suma (wartosciowanych) odlegtosci kazdego punktu
od trzech bokow trojkata wyrazona kolorem
— wszystkie punkty majg jednakowy kolor







































Barycentryczny uktad wspotrzednych

» Uogodlnienia twierdzenia Viviani'ego
— n=07?
- n<07?
- S4,5,,58;,—0



Barycentryczny uktad wspotrzednych

» Uogodlnienia twierdzenia Viviani'ego
— trojkat rownoboczny i odlegtosci ze znakiem naraz



« Okazuje sie, ze obydwa uogodlnienia, tzn.
— uogolnienie z trojkgta rownobocznego na trojkgt dowolny
— uogolnienie odlegtosci na odlegtosci ze znakiem
mozna zastosowac jednoczesnie

« \W rezultacie zachodzi rownanie
+ $,X £ S,y £ 8,2 = const



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« llustracja ,obliczeniowa”? (wizualizacja)

A\




1-2.6

1-2.8

N i

« Suma (wartosciowanych) odlegtosci kazdego punktu
od trzech bokow trojkata wyrazona kolorem
— wszystkie punkty majg jednakowy kolor






Barycentryczny uktad wspotrzednych

» Uogodlnienia twierdzenia Viviani'ego
— czworoscian



Czworoscian

« Czworoscian regularny (dalej krotko: czworoscian)
— dtugosc krawedzi: a
— dlugos¢ wysokosci Scianki: h = 3'2/2-a
— pole powierzchni $cianki: P = 312/4-a2
— dtugos¢ wysokosci: H = 6'2/3-a
— objetosé: V = 212/12-a3
« Dalej nazywany krotko: czworoscian
— ang. (regular) terahedron



Czworoscian

« Czworoscian
— simpleks 3D

— ciekawa figura
» przykfad ,uogdlnienia” trojkata i kwadratu, razem z:
— piramidg
— osmioscianem foremnym (= dwie piramidy)
« ciekawe rzuty
— siatka: trojkat rownoboczny lub rownolegtobok
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Czworoscian










Czworoscian

« Czworoscian mozna wpisa¢ w szescian

(i taka wtasnie konstrukcja bedzie prezentowana ponizej)

— wierzchofki szescianu: punkty o wspétrzednych [x,y,z]"
+1,+1,+1]"
+1,+1,—1]
+1,—1,+1]
+1,—1,—1]
—1,+1,+1]
—1,+1,-1]
—1,-1,+1]
—1,—-1,—1]

544 40 43






Czworoscian

« Czworoscian mozna wpisa¢ w szescian

(i taka wtasnie konstrukcja bedzie prezentowana ponizej)

— wierzchofki szescianu: punkty o wspétrzednych [x,y,z]"
+1,+1,+1]"
+1,+1,—1]
+1,—1,+1]
+1,—1,—1]
—1,+1,+1]
g —1,+1,-1
(nizszy) 11 +1

—1=1=1

kwadrat

(wyzszy)

kwadrat

4 4 4 4 4 4 +






Czworoscian

« Czworoscian mozna wpisa¢ w szescian
(i taka wtasnie konstrukcja bedzie prezentowana ponizej)
— $rodek szescianu: punkt o wspoétrzednych [x,y,z]"
[0, 0, O]T



sanmnn




Czworoscian

« (Czworoscian mozna wpisac w szescian, c.d.

— wierzchotki czworoscianu: punkty o wspétrzednych [x,y,z]"
+1,+1,+1]" (A)
—1,+1,-1]" (
—1,-1,+1]" (C)
+1,-1,-1]" (D)




+1 '-










Standard 2-view




Czworoscian

Czworoscian

— na czworoscian uogolnia sie twierdzenie Viviani'ego

* W czworoscianie suma odlegtosci dowolnego punktu znajdujgcego
sie wewnatrz tego czworoscianu od wszystkich jego scianek jest
rowna wysokosci czworoscianu

— whniosek: uktad wspoétrzednych trojkgtnych mozna uogolnic
na uktad wspotrzednych czworosciennych



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« llustracja ,obliczeniowa”? (wizualizacja)



Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



+1
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12.30396
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« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor







« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor
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sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
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— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor
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— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor
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— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor
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— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor
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— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od czterech
sScianek czworoscianu wyrazona kolorem
— wszystkie punkty wewnatrz czworoscianu majg jednakowy kolor



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



« Suma odlegtosci kazdego punktu od srodka
czworoscianu wyrazona kolorem



Czworoscian

Uktad wspotrzednych czworosciennych

— niech dany bedzie czworoscian o wierzchotkach A, B, Ci D

— jezelia+b+c+d=n,gdzien>0, to wektor [u, v, w, {]T,
gdzie u=a/n,v =Db/n,w=c/nit=d/n, odpowiada punktowi
wewnatrz tego czworoscianu

« pozwala to na reprezentowanie (odpowiednich) danych
czterowymiarowych w przestrzeni trojwymiarowej



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c+d =n-1 (n = 64)

a b c d
23.00 4.00 9.00 28.00
7.00 24.00 15.00 18.00
30.00 0.00 33.00 1.00
16.00 2.00 36.00 10.00
9.00 14.00 2.00 39.00
21.00 34.00 4.00 5.00
15.00 8.00 6.00 35.00

a b C d

18.00 6.00 15.00 25.00



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c+d = n-1

a b c d atb+c+d
23.00 4.00 9.00 28.00 64
7.00 24.00 15.00 18.00 64
30.00 0.00 33.00 1.00 64
16.00 2.00 36.00 10.00 64
9.00 14.00 2.00 39.00 64
21.00 34.00 4.00 5.00 64
15.00 8.00 6.00 35.00 64

a b C d a+b+c+d=64

18.00 6.00 15.00 25.00 64



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c+d = n-1
— przeskalowanie

ain b/n c¢/n d/n (a+b+c+d)/n
0.36 0.06 0.14 0.44 1.0
0.11 0.38 0.23 0.28 1.0
0.47 0.00 0.52 0.02 1.0
0.25 0.03 0.56 0.16 1.0
0.14 0.22 0.03 0.61 1.0
0.33 0.53 0.06 0.08 1.0
0.23 0.13 0.09 0.55 1.0
u % w t u+v+w+t=1

0.28 0.09 0.23 0.39 1.0



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c+d = n-1
— niech wierzchotki A, B, C i D czworoscianu (reprezentujgcego
odpowiedni uktad barycentryczny) majg wspotrzedne dane
wektorami (odpowiednio) [+1,+1,+1]7, [-1,+1,-1]", [-1,-1,+1]7
i [-I-/I ’_1 ,_1]T



[+1,#,+1]T

+1

[_1 7_1 1+1]T ..

[-1,+1,-1]" B

+1



Barycentryczny uktad wspotrzednych

* Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c+d = n-1
— wpotrzedne trojwymiarowe dla punktdow reprezentowanych przez
(przeksztatcone) wartosci [u,v,w,t]" tworzy sie wykorzystujgc
wzOr:

X, ¥, Z]" = u[+1,+1,+1]T + v [-1,+1, 1]
+w-[-1,-1,+1]" + t-[+1,—-1,-1]"
= [u—v—w+t, u+v—w—t, u—v+w—t]

ktory, dzieki faktowi, ze u>0,v>0,w>0,t>0i utv+w+t =1,
reprezentuje elementy kombinacji wypuktej wektorow
[-l-1 1+1 a+1]T’ [_1 1+1 1_1]T7 [_1 1_1 1+1]T I [+1 1_1 a_1]T



Barycentryczny uktad wspotrzednych

Przyktadowe dane spetniajgce a+b+c+d = n-1

— te same wpotrzedne mozna utworzy¢ bezposrednio
z (oryginalnych) wartosci [a,b,c,d]", wykorzystujgc wzor

[x,y, z]" = al(atb+c+d)-[+1,+1,+1]" + b/(a+b+c+d)-[-1,+1,-1]"
+ c/(atb+c+d)-[-1,-1,+1]" + d/(a+b+c+d)-[+1,—-1,-1]T
= [a—b—c+d, a+b—c—d, a—b+c—d] / (a+b+c+d)

» w ktérym uwzgledniono:
u = a/(a+b+c+d), v = b/(a+b+c+d),
w = c/(a+b+c+d), t = d/(a+b+c+d)

— oczywiscie pamietamy, ze a, b,c,d >0



Barycentryczny uktad wspotrzednych

« Wspotrzedne trojwymiarowe danych spetniajgcych
a+b+c+d = n-1

0.59 -0.16 0.00
-0.22 -0.03 -0.31
-0.03 -0.06 0.97
-0.19 -0.44 0.63
0.50 -0.28 -0.66
-0.19 0.72 -0.22
0.56 -0.28 -0.34

0.34 -0.25 0.03
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a
23.00

C7\wn rnégia N 7.00

30.00

fi . 16.00
' '9.00

21.00

%15.00

180‘@

b c

4.00 9.00
24.00 15.00
0.00 33.00
2.00 36.00
14.00 2.00

34,00 4.00

8.00 6.00

d
28.00
18.00

1.00
10.00
39.00

5.00
35.00

600 15.00 25.00
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* Przyktfad: funkcja

f(a,b,c,d) = a/(a+c) — b/(b+d)

(tzw. miara konfirmacji S)



min

mid

max












+1 +1




* Problem: a co ze srodkiem figury?

(inne funkcje)
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| dalej, majgc dwie (lub wiecej) takich funkcji, mozemy
wizualizowac ich:
— sumy
— Srednie
— roznice
— wariancje
— max/min
— itp.
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* Przyktfad: funkcja

f(a,b,c,d) = (a+d)/(a+b+c+d)

(,accuracy”)






* Przyktad: funkcja

f(a,b,c,d) = (a/(a+c)-d/(b+d))"2

(,G-mean”)






* Przyktfad: funkcja

f(a,b,c,d) = 2a/(2a+b+c)

(inne)
— w tym przypadku: modyfikacja wspotczynnika Jaccarda









