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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Co ujawnia EVD?

Uogdlniona macierz obrotu:
(macierz obrotow uogolnionych na zmiany znaku)
macierz ortogonalna
KK =1

Przyktady

I 1"I=1

—:(=)T(-1) = (D) =1
| podobnie: jezeli K jest ortogonalna, to —K jest takze ortogonalna

— operacja —K: zmiana znaku wszystkich kolumn/wierszy
Analogiczne ,zjawisko” zachodzi takze dla wybranych
wierszy/kolumn,

— jezeli K jest ortogonalna, to macierz Z, powstata z K przez zmiane
znaku wybranych kolumn/wierszy, jest takze ortogonalna



 Przeksztatcenie

Co ujawnia EVD?
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Przeksztatcenie figury
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Co ujawnia EVD?

Przeksztatcenie uktadu
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Co ujawnia EVD?

Co ujawnia EVD o macierzy przeksztatcajgcej?

— niech dane bedzie przeksztatcenie wektora danych x polegajace
na jego (prawostronnym) przemnozeniu przez (przeksztatcajgca)
macierz kwadratowg A, produkujgce wektor y = Ax

* przeksztatcenie to jest rownowazne przeksztatceniu y™ = xTAT
— gdzie AT jest takze kwadratowg macierzg przeksztatcajgca



Co ujawnia EVD?

* Przypadki szczegodlne

— jezeli A jest macierzg diagonalng, to operacja stanowi jednoktadnosc¢
przeskalowanie wzdtuz poszczegdlnych osi

— jezeli A jest macierzg ortogonalng, to operacja stanowi uogolnienie
obrotu (obrét uogolniony o ewentualne zmiany znaku)

* A co w ogolnym przypadku?
— (pominiete)



Co ujawnia EVD?

« Pytanie
— czy rozktad EVD macierzy przeksztatcajgcej (o ile istnieje) ujawnia cos
wiecej o tym przeksztatceniu?

— zatozymy wiec, ze macierz przeksztatcajgca posiada rozktad EVD



Co ujawnia EVD?

« W przypadku, gdy A posiada rozktad EVD: A = KLK-'
— (pominiete)
« W przypadku, gdy A posiada rozktad EVD: A = KLKT

— wtedy y = Ax mozna zapisac jako y = KLK™x i interpretowac ,,po kolei”,
wykorzystujgc y = Kv, gdzie v = Lu, gdzie u = K™x
— czyliy = K(L(K™))
 pierwsza operacja: u = K'x (mnozenie x przez macierz ortogonalng)
» druga operacja: v = Lu (mnozenie u przez macierz diagonalng)
» trzecia operacja: y = Kv (mnozenie v przez macierz ortogonalng)
— poniewaz macierze K i KT sg (w tym przypadku) wiasnymi
odwrotnosciami, operacja trzecia jest odwrotnoscig operacji pierwszej
» pierwsza ,przechodzi” do nowego uktadu wspoétrzednych
* pierwsza ,wraca” do oryginalnego uktadu wspoétrzednych



Co ujawnia EVD?

Whniosek:

— przeksztatcenie EVD ujawnia, ze w mnozenie przez (zaktadang)
macierz przeksztatcajgcg ,zawiera w sobie” mnozenie przez macierz
diagonalng utworzong z wartosci wtasnych macierzy przeksztatcajgcej,
co ma oczywiste konsekwencje dla rezultatow przeksztatcenia

« wartos¢ wtasna > 1: zwiekszanie rozmiaru figury wzdtuz danego wymiaru
« wartos¢ wtasna < 1: zmniejszanie rozmiaru figury wzdtuz danego wymiaru
» wartos¢ wtasna = 0: redukcja danego wymiaru
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Co ujawnia EVD?
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PCA jako transformacja uktadu wspotrzednych

Whasciwosci wykorzystywanej w przeksztatceniu PCA macierzy
przeksztatcajgcej K.
— macierz K charakteryzuje sie:
« unormowaniem kolumn: (k,)k; = 1 dla kazdego i
« ortogonalnoscig kolumn: (ki)Tkj = 0 dla kazdej pary i # |
— whniosek: kolumny macierzy K definiujg pewien uktad wspotrzednych
(baze) — kolumny k; sg wersorami tego uktadu

« poniewaz kolumny k; (a tym samym reprezentowane przez nie wersory)
sg unormowane i ortogonalne, to definiowany uktad wspoétrzednych jest
uktadem kartezjanskim

« kolumny/wersory k; tego uktadu sg tak dobrane, aby reprezentowac kierunki
wzdtuz ktorych wariancja zmiennych jest maksymalna

Zadaniem procedury PCA jest wiec przeksztatcenie danych
do uktadu zdefiniowanego przez macierz K
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PCA jako transformacja uktadu wspotrzednych

Niech bedzie dana baza A oraz pewien wektor y

— pytanie: jak zdoby¢ wspotrzedne wektora y w bazie B?

— odpowiedz: wspotrzedne wektora y w bazie A przestawia taki wektor x,

ktory spetnia rownanie macierzowe Ax = b
* wektor ten jest rozwigzaniem tego rownania, a wiec mozna go obliczyC
np. jako x = A~'b

Procedura PCA dokonuje przeksztatcenia danych z macierzy X

do nowego uktadu wspotrzednych zdefiniowanego przez macierz K,
jest jednak realizowana przez zwykte mnozenie macierzy: Y = XK

— zachodzg pytania:
* na jakim etapie nastepuje poszukiwanie nowych wspotrzednych?
» kiedy nastepuje poszukiwanie odwrotnosci macierzy K?
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PCA jako transformacja uktadu wspotrzednych

Jakie sg wspotrzedne danego wektora x w uktadzie
reprezentowanym przez ortogonalng macierz K?
» (czyli przez wersory bedgce kolumnami tej macierzy)
— W 0golnosci, poszukiwane wspoétrzedne (oznaczenie: y) spetniajg
Ky = x

— czyli
K-'Ky = K-'x
ly = K-'x

y = K-'x
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PCA jako transformacja uktadu wspotrzednych

Jakie sg wspotrzedne danego wektora x w ukfadzie...
— ale ortogonalna K spetnia K-1 = KT, zatem
y = KTx
— powyzsze zachodzi dla wektora x (kolumnowego),
jak to bedzie wyglgdato dla tego samego wektora
w postaci xT (wierszowej)?
— wykorzystujgc A=B < AT =BT mamy
y' = (K'x)"
yT — XT(KT)T
y' =xTK
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PCA jako transformacja uktadu wspotrzednych

« Jakie sg wspotrzedne danego wektora x w uktadzie...
— czyli dla wektorow x,, X,, ..., X, zachodzi
(y)" = (x;)'K
(¥2)" = (x,)'K

(Ym)" = (X)) K
— to samo prosciej
* (traktujgc wektory (x4)7, (x5)7, ..., (X, )T jako wiersze macierzy X)
Y = XK
* Whniosek:

— tworzgc nowe zmienne (jako Y = XK), metoda PCA znajduje w praktyce
wspotrzedne wektorow reprezentowanych przez wiersze macierzy X
w uktadzie reprezentowanym przez kolumny macierzy K
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PCA jako transformacja uktadu wspotrzednych

Jakie sg wspotrzedne danego wektora x w ukfadzie...

— istotng role w uproszczeniu powyzszego zapisu odgrywa fakt,
ze macierz K jest ortogonalna

— co by byto, gdyby nie byta to macierz ortogonalna?

« gdyby K byta osobliwa, to nie mogtaby reprezentowac wersoréw uktadu
wspotrzednych
« gdyby K byta nieosobliwa (co gwarantuje istnienie K1),
ale nie bylaby ortogonalna, to zachodzitoby w ogolnosci
y = K'x
— i wtedy
y' = (K7'x)"
yT = xT(K-1)T
— a w ogolnosci
Y = X(K-)T
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Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych
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Metoda najmniejszych kwadratow

 Interpretacja geometryczna najmniejszych kwadratow
W przestrzeni zmiennych

— dane punkty ya

b
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Metoda najmniejszych kwadratow

* Przyktadowe modele (proste)
— ktdra z nich jest najlepsza?

YA

b
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Metoda najmniejszych kwadratow

* Przyktadowe modele (proste)
— ocena prostej a

X

Sa ]
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Metoda najmniejszych kwadratow

* Przyktadowe modele (proste)
— ocena prostej b

3
[
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Metoda najmniejszych kwadratow

* Przyktadowe modele (proste)
— ocena prostej c

b

)
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« Klasyczna
regresja:
y = f(x)
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« Klasyczna
regresja po
zamianie
Zmiennych
rolami:

x=g(y)
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« PCA
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PCA a MNK

« MNK
— wynik (propozycja prostej) uzyskany dla
y = f(x) (y zalezne od x)
X = g(y) (x zalezne od y)
bedzie identyczny dla f-' =g
(jest to jednakze bardzo szczegolny przypadek)
— w sytuacji braku jasnej sytuacji co do tego, ktéra zmienna jest zalezna

od ktérej (czyli: ktora jest zalezna, a ktora niezalezna) mamy dwa rézne
rozwigzania
* CO wiecej, jezeli wystepujg miedzy nimi roznice, to jedno moze byc¢ lepsze,
a drugie gorsze; niestety, zazwyczaj nie wiadomo, ktore jest tym lepszym
rozwigzaniem!

- PCA

— jeden wynik (jedna propozycja prostej),
(zaréwno dla [x y] jak i [y x])
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PCA a EVD

PCA a EVD

— podsumowanie
« PCA: procedura przeksztatcajgca dane: X »> Y

« EVD: procedura rozktadajgca macierz A na iloczyn KLK-
(inaczej: procedura diagonalizujgca macierz A)

— relacja PCA-EVD

» w procedurze PCA wykorzystuje sie procedure EVD
do zdiagonalizowania macierzy kowariancji Sy
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Metody doboru liczby zmiennych redukowanych

Niech A = {A,, A,, ..., A} bedzie zbiorem posortowanych nierosngco
wartosci wtasnych macierzy kowariancji

— znajdz $rednig warto$¢ A wszystkich A, i utwérz tylko zmienne
odpowiadajgce wartosciom A, >

S

— utworz tylko zmienne 1..s, przy >,
minimalnym s, dla ktérego zachodzi: =— > p, przy zadanym p

n

>

i=1

— dobierz wizualnie zmienne na
podstawie tzw. wykresu osypiska:
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Zastosowania PCA: przyktad biologiczny

Jolicoeur i Mosiman (1960) dokonywali pomiarow skorupy zotwi,
otrzymujac oryginalne zmienne:

— dtugos¢

— szerokosc

— WYysokoscC
Ze wzgledu na wzglednie state proporcje powyzszych wielkosci
(duza korelacja) zmienne oryginalne mozna przeksztatci¢
wykorzystujgc PCA i otrzymujgc:

— wielkosc¢ (98.64% informacji)

— ksztatt-A (0.94%) i ksztatt-B (0.41%)
Podobne badania

— biate leghorny (Wright, 1954)
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Zastosowania PCA: przyktad psychologiczny

Birren i Morrison (1961) badali wyniki testow Wechslera
(testy na inteligencje dla dorostych). Obserwowano:

— wyniki testu (11 zmiennych), oraz dodatkowo

— wiek i wyksztatcenie
W rezultacie przeksztatcenia PCA otrzymano zmienne, ktore
(po zanalizowaniu korelacji z oryginalnymi wynikami testow)
zinterpretowano nastepujaco:

— 0golna wydajnos¢ intelektualna (51.47%)

— doswiadczenie (10.90%)

— miernik wyobrazni przestrzennej (6.15%)

— miernik umiejetnosci rachunkowych (5.48%)
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Samochody osobowe

Warianty

— 15 samochoddéw osobowych
Kryteria

— 4 wybrane parametry

zuzycie paliwa [1/100 I/km], zakres: [6,10], typ: strata
przyspieszenie do 100km/h [s], zakres: [9,14], typ: strata
cena [tys. PLN], zakres: [24, 94], typ: strata

wyposazenie [punkty uznaniowe], zakres: [1, 10], typ: zysk
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Wizualizacja danych wielowymiarowych

Oryginalne opisy 15 samochodow (tabela informacyjna)

Marka Model Zuzycie Przyspieszenie Cena Wyposazenie
Alfa Romeo 156 8,1 9,3 71,14 9
Audi Ad 7,9 11,9 93,35 10
BMW 316l 7,5 12,3 81,79 8
Daewoo Lanos 8,4 12,2 34,90 3
Honda Civic 6,7 10,8 48,90 7
Hyunday Accent 6,4 11,7 35,30 2
Lada Samara 7,2 13,0 24 .90 2
Mitsubishi Carisma 7,2 12,0 60,60 9
Opel Astra ll 7,0 12,0 56,95 8
Peugeot 206 XR 6,6 13,2 38,36 4
Renault Megane 7,0 9,9 50,05 9
Saab 93S 9,7 11,0 85,35 8
Seat Cordoba 8,3 10,9 44 99 8
Toyota Corrola 7,7 10,2 50,36 4
Volkswagen Golf IV 8,3 9,9 61,62 6




Wizualizacja danych wielowymiarowych

Znormalizowane opisy 15 samochodow (tabela informacyjna)

Marka Model Zuzycie Przyspieszenie Cena Wyposazenie
Alfa Romeo 156 0,57 -1,74 0,76 0,93
Audi A4 0,34 0,46 1,87 1,31
BMW 316l -0,11 0,80 1,29 0,56
Daewoo Lanos 0,92 0,72 -1,05 -1,34
Honda Civic -1,03 -0,47 -0,35 0,18
Hyunday Accent -1,37 0,29 -1,03 -1,34
Lada Samara -0,46 1,40 -1,55 -1,72
Mitsubishi Carisma -0,46 0,55 0,23 0,93
Opel Astra l -0,69 0,55 0,05 0,56
Peugeot 206 XR -1,14 1,57 -0,88 -0,96
Renault Megane -0,69 -1,23 -0,29 0,93
Saab 93S 2,40 -0,30 1,47 0,56
Seat Cordoba 0,80 -0,39 -0,55 0,56
Toyota Corrola 0,11 -0,98 -0,28 -0,96
Volkswagen Golf IV 0,80 -1,23 0,29 -0,20




1.0000 |-0.3245 (0.4872 [0.2619
-0.3245 |1.0000 [-0.2609 |-0.3814
0.4872 |]-0.2609 [1.0000 |0.7691
0.2619 |-0.3814 |0.7691 1.0000
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-1.9007

-0.7758

-1.7763

1.4540

-0.6978

1.3548

1.2019

-0.8323

0.3599

0.0557

2.2258

-0.2916

2.5666

-0.1197

-0.2338

1.0564

0.1759

0.9305

2.1353

0.8628

-0.5332

-0.2984

-2.3404

-0.4234

-0.4961

-0.5953

0.2245

-1.2162

-0.9117

-1.1617
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*Audi A4 ,pprw 3161
M REPAS R

eHonda Civic

eRenault Megane

eSaab 9 3S
eSeat Cordoba
eAlfa Romeo 156 eDaewoo Lanos

*Volkswagerd3ethil¥ orrola
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eSaab 9 3S
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