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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Geometryczna interpretacja rozwigzania uktadu rownan

— jako punkt wspolny hiperptaszczyzn: tzw. przestrzen wierszowa
(inaczej: przestrzen rozwigzan)

— jako kombinacja wektorow: tzw. przestrzen kolumnowa
(inaczej: przestrzen zgdan)



Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Dany jest uktad oznaczony réwnan:
2X=1x, =0
2X+1x, = 4
ktérego rozwigzaniem jest wektor: [1,2]7
— dwa rownania / dwie zmienne
« Jaka jest interpretacja geometryczna tego uktadu oraz
jego rozwigzania?



Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

* Aby przedstawi¢ wymagane interpretacje, uktad rownan
warto zapisacC w postaci macierzowej. Ax = b,

2 | -1 0

gdzie: A = > 7 b = 2




Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja rozwigzania w przestrzeni rozwigzan
— posta¢ macierzowa uktadu rownan:

2 11| x 0
2 1 ||lx| |4
» Po podziale macierzy A = [w,; W,

na wiersze

interpretujemy je jako rownania opisujgce proste
(prawe strony rownan powstajg z podzielonego na
wiersze wektora b = [b,; b,])
— rownanie: (w,)'x = b,, czyli 2x,—1x, = 0
— réwnanie: (w,)™x = b,, czyli 2x,+1x, = 4

* rownania reprezentujg hiperptaszczyzny
(ktére w tym przypadku majg postac prostych)



Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

* Interpretacja geometryczna rownania: 2x,—1x, = 0
— wektory spetniajgce to rownanie sg elementami prostej P1

D
v




Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

* Interpretacja geometryczna rownania: 2x,+1x, = 4
— wektory spetniajgce to rownanie sg elementami prostej P2

A
\Xz
4
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja geometryczna rozwigzania:

— rozwigzaniem sg wektory bedgce elementami obu prostych
(w tym przypadku jest to tylko jeden wektor: [1, 2]7)
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja rozwigzania w przestrzeni zgdan
— posta¢ macierzowa uktadu rownan:

2 | 1 X4 0

2 [ 1 ] x, 4

* Po podziale macierzy A = [k,, k,] na kolumny
interpretujemy je jako elementy kombinacji liniowej, ktore;
wspotczynnikami sg zmienne x; (a wynikiem — wektor b)

2 —1 0

X4 *+ X, =

2 1 4

— w kombinacji wystepujg wektory
(ktore w tym przypadku majg posta¢ punktow na ptaszczyznie)
12



Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

* Interpretacja geometryczna wektora k,: [2, 2]"
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

* Interpretacja geometryczna wektora k,: [-1, 1]"
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

* Interpretacja geometryczna wektora b: [0, 4]T
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja geometryczna rozwigzania:

— rozwigzaniem jest kombinacja liniowa o wspotczynnikach x, = 1
oraz x, = 2 (poniewaz wektor b mozna wyrazic jako 1k, + 2k,)

AX2

4
T%\Q(po przesunieciu)

2__

1__

—0 1 >

-1 0 2 X4
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja geometryczna rozwigzania c.d.:

— oczywiscie takze b = 2k,+1k, (w obu przypadkach wektor k, jest
mnozony przez wspotczynnik 1 a wektor k, przez wspotczynnik 2)
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Dalszy przyktad: sprzeczny uktad rownan:
2X=1x, =0
2X—1X, = 2
(uktad ten nie ma rozwigzania)
— dwa réwnania / dwie zmienne

« Jaka jest interpretacja geometryczna braku rozwigzania
tego uktadu w przestrzeni rozwigzan/zgdan?
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja w przestrzeni rozwigzan:

— brak punktu, w ktorym proste P1 | przecinatyby sie
(co wynika z faktu, ze proste te sg rownolegle)
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja w przestrzeni zgdan:
— brak kombinacji wektorow k, oraz , ktorej wynikiem bytby b

(co wynika z faktu, ze k, i  sg zalezne, a b od nich niezalezny)
A
X2

4__
24
1__

—o —

-1 0 2 X1
1+
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Dalszy przyktad: nieoznaczony uktad rownan:
2X:—=1X%, =3
2X—1%, =3
(uktad ten ma nieskonczenie wiele rozwigzan)
— dwa réwnania / dwie zmienne

« Jaka jest interpretacja geometryczna nieskonczonej
liczby rozwigzan tego uktadu w przestrzeni
rozwigzan/zgdan?
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja w przestrzeni rozwigzan:

— proste P1i pokrywajg sie (co wynika z faktu, ze kazda z nich
jest opisana tym samym rownaniem)
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

 Interpretacja w przestrzeni zgdan:

— wiele réznych kombinacji wektorow k, i daje w wyniku wektor b
(co wynika z faktu, ze k,, i b sg zalezne)
A X,
4__
2__
1__
—o N
-1 0 2 X1
1+
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Charakterystyka interpretacji geometrycznej uktadu

rownan A .. X1 = b4 W przestrzeni rozwigzan

— macierz A oraz wektor b sg dzielone na wiersze

« kazdy wiersz macierzy A z odpowiednim elementem wektora b
tworzy rownanie jednej hiperptaszczyzny

— rozwigzaniem uktadu réwnan jest punkt wspdlny wszystkich
hiperptaszczyzn
— liczba
* hiperptaszczyzn: m
* wymiarow przestrzeni, w ktorej opisane sg hiperptaszczyzny: n
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Uklad sprzeczny, oznaczony i nieoznaczony
W przestrzeni rozwigzan

— uktad sprzeczny (0 rozwigzan)

* nie istnieje punkt wspolny wszystkich hiperptaszczyzn

* pewne hiperptaszczyzny sie nie przecinajg (sg rownolegte) lub

przeciecia réznych hiperptaszczyzn zachodzg w réznych punktach

— uktad oznaczony (1 rozwigzanie)

* istnieje punkt wspolny wszystkich hiperptaszczyzn

» wszystkie hiperptaszczyzny przecinajg sie w jednym punkcie
— uktad nieoznaczony (o« rozwigzan):

* istnieje nieskonczenie wiele punktow wspolnych wszystkich
hiperptaszczyzn

« wszystkie hiperptaszczyzny sie pokrywajg
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Charakterystyka interpretacji geometrycznej uktadu
rownan A .. X4 = b4 W przestrzeni zgdan

— macierz A jest dzielona na kolumny, wektor wektor b stanowi
dodatkowa kolumne

* kolumny macierzy A stajg sie elementami kombinacji liniowej
— rozwigzanie uktadu polega na znalezieniu wspotczynnikow
kombinacji liniowej
— liczba
« wektorow po lewej stronie kombinaciji liniowej: n
* wymiarow przestrzeni, w ktorej opisane sg wektory: m
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Interpretacje geometryczne réwnan liniowych

« Uklad sprzeczny, oznaczony i nieoznaczony
W przestrzeni zgdan

— uktad sprzeczny (0 rozwigzan)
* nie istniejg wspotczynniki, ktore utworzytyby wektor b jako
kombinacje liniowg danych wektoréw (kolumn macierzy A)

« wektor b nie lezy w przestrzeni rozpinanej przez kolumny
macierzy A (b jest niezalezny od kolumn macierzy A)

— uktad oznaczony (1 rozwigzanie)
* istnieje jednoznaczna kombinacja wspotczynnikdw wyrazajgcych
wektor b jako kombinacje liniowg kolumn macierzy A
« kolumny macierzy A sg niezalezne ale wektor b jest od nich zalezny

— uktad nieoznaczony (cc rozwigzan):
* istniejg rézne jednoznaczne kombinacje wspotczynnikow
wyrazajgcych wektor b jako kombinacje liniowg kolumn macierzy A

« kolumny macierzy A sg zalezne i wektor b jest od nich zalezny
27



28



Uktady wspotrzednych

W kontekscie uktadow wspotrzednych mozna dopatrywac sie
zasadniczo dwojakiego zastosowania wektorow:

— wektory jako wersory (wektory jednostkowe) uktadéw wspotrzednych
— wektory jako zbiory wspotczynnikdw kombinaciji liniowych
Podstawowe operacje w tym kontekscie

— ustalanie wtasciwosci przeksztatcen danych z jednego uktadu
wspotrzednych do innego
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Uktady wspotrzednych

Umowny system normalizacyjny pozwalajgcy na dokonywanie
pomiarow

— ukfady opisujgce rézne cechy ciat

— ukfady opisujgce cechy przestrzeni
Cechy mozliwych przestrzeni:

— przestrzenie ptaskie (o krzywiznie zerowej)

— przestrzenie elipsoidalne (o krzywiznie dodatniej)

— przestrzenie hiperboliczne (o krzywiznie ujemnej)
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Uktady wspotrzednych

Rodzaje uktadow wspotrzednych

— przyrodnicze
» geograficzne
 elipsoidalne

— matematyczne

« nieliniowe”
— biegunowe
— sferyczne
— walcowe

« liniowe”
— kartezjanskie
— niekartezjanskie
— barycentryczne
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Uktady wspotrzednych

Pojecie i definicja bazy w uktadach kartezjanskich
— przestrzen

— wektory rozpinajgce

— baza przestrzeni
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Macierz wersorow

W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych wersory charakteryzujg
sie:
— wzajemng prostopadtoscig (ortogonalnoscia)
— rowng dtugoscig (unormowaniem) — standardowo 1
Role wersoréow uktadu kartezjanskiego moze odgrywac taki zbior
wektorow, ktory spetnia tzw. warunek ortonormalnosci:
— zbior wektorow {k, k,, ..., ky} jest ortonormalny, jezeli:
» kazdy z wektoréw jest unormowany: (k; ki)=1
* kazda para (réznych) wektorow jest ortogonalna: (k; k)=0 dla i]
Wiasciwosci:
— niezerowe wektory ortogonalne sg niezalezne
— wektory ortonormalne sg niezalezne
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Macierz wersorow

Wektory jako macierz

— ortonormalnosc zbioru n wektorow n-elementowych k; (i = 1..n) mozna
sprawdzic tworzgc macierz K = [k,, k,, ..., k] i obliczajgc iloczyn KK
* poniewaz wynik mnozenia macierzy AB jest tak naprawde
ztozeniem iloczynow skalarnych wektoréw wierszowych
z macierzy A i wektoréow kolumnowych z macierzy B,
a wiec ATB jest ztozeniem iloczynéw skalarnych wektoréw
kolumnowych z macierzy A i wektorow kolumnowych z macierzy B
— jezeli KTK = | to wyniki przemnozenia przez siebie tych samych
wektorow kolumnowych sg réowne 1 a wyniki przemnozenia przez siebie
réznych wektorow sg réwne 0
« whniosek: gdy dla macierzy K = [k4, k,, ..., ky] zachodzi KTK = | to zbiér
wektorow [k, ko, ..., ky] jest ortonormalny
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Macierz wersorow

Macierz, ktorej kolumny tworzg zbior wektorow ortonormalnych
nazywa sie macierzg ortogonalng
— macierz ortogonalna spetnia wiec rownanie: KK = |

— kolumny takiej macierzy mogg odgrywac role wersorow pewnego
kartezjanskiego uktadu wspotrzednych

* macierz wersorow
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Przeksztatcenia wspotrzednych

« Jaki problem algebraiczny stawiamy i rozwigzujemy?



Przeksztatcenia wspotrzednych







Przeksztatcenia wspotrzednych

Dane sa:
macierz A, wektor x_., I wektor b, spetniajace: Ax=b

— jakie sa implikacje geometryczne tego rownania (uktadu rownan)?

39



Przeksztatcenia wspotrzednych

Problem: przeksztatcenie punktu do innego uktadu wspotrzednych
(uktady liniowe)
— dany jest punkt o wspétrzednych (y,, y,) w uktadzie wspotrzednych
o srodku w punkcie (0,0) i wersorach e, =[1, 0]", e, =[O, 1]7
* punkt (y,, y,) jest oczywiscie dalej traktowany jako wektor [y.,y,]"
— jakie bedg wspotrzedne tego punktu w innym uktadzie,
o srodku w punkcie (0,0) i wersorach a, = [1, 1]7, a, = [0, 2]"?
Wykorzystywane zatozenia:
— wersory sg wektorami niezaleznymi, z czego wynika, ze:

» kazdy punkt ma jednoznaczne wspotrzedne (jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez swoje wspotrzedne wzgledem wersorow)

* macierz wersorow jest nieosobliwa (a tym samym posiada odwrotnosc)
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Przeksztatcenia wspotrzednych

« Jaki jest zwigzek wspotrzednych punktu z wersorami odpowiedniego
uktadu wspotrzednych?
— fakt, ze wektor y = [y,,y,]" jest wyrazony w uktadzie wspotrzednych

o wersorach e, =[1, 0]", e, = [0, 1] jest rownowazny z faktem,

ze moze on byc¢ wyrazony jako kombinacja liniowa wersorow:
« wspotczynniki kombinacji: x4 i X,

Yy = Xq-€q + Xy€

* X4 1 X, mozna zapisac jako wektor x

y = [e,€5][X4,%,]"

y = Ix
— wspotczynniki kombinacji uzyskujemy rozwigzujgc powyzszy uktad
rownan
X = |—1y = |y =y

41



Przeksztatcenia wspotrzednych

W ogolnym przypadku:
— dla innych (liniowych) uktadoéw wspotrzednych, zdefiniowanych
Z uzyciem innych wersoréw, np.:
- a,=[1,1"ia, =10, 2]"
— nalezy rozwigzac¢ ukfad:
« wspotczynniki kombinacji liniowej: w = [wq,w,]"
[a,,a,]'w =y (gdzie y = [e4,e,][x4,X,]")
czyli macierzowo:
Aw =y
* rozwigzaniem jest:
w=A"y
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Przeksztatcenia wspotrzednych

Dla przyktadowych danych:
A =[1,0:1,2]
A" =[1,0;-05,05]
w=A"y=[1,0;-05,05]y=[y,, (y,~y )2
— ostatecznie:

* punkt, ktérego
wspotrzednymi wzgledem wersorow | byty wartosci (y4,Y,)
wzgledem wersorow A bedzie miat wspotrzedne (y; , (Yo—Y1)/2)

43



Przeksztatcenia wspotrzednych




Przeksztatcenia wspotrzednych




Przeksztatcenia wspotrzednych




Przeksztatcenia wspotrzednych
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Analiza nienadzorowana
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Analiza nienadzorowana

Ocena zmiennych/atrybutéw pod wzgledem przydatnosci do analiz
— (szeroko rozumianych) kosztow pozyskania
— (szeroko rozumianej) ilosci zawartej w nich informacji
Podstawowy podziat metod oceny
— ocena indywidualna (pojedyncze atrybuty)
— ocena zbiorowa (zbiory atrybutow)

50



Analiza nienadzorowana

* Ocena indywidualna

— jezeli zmienne (atrybuty) danych sg podzielone na warunkowe
i decyzyjne (analiza nadzorowana), to ilos¢ informac;ji ,zawartej”
w pewnym atrybucie warunkowym mozna wyrazac poprzez miary
zaleznosci pomiedzy tym atrybutem a atrybutem decyzyjnym (entropia)

— w sytuacji gdy w zbiorze nie zdefiniowano atrybutoéw decyzyjnych,
atrybuty muszg by¢ oceniane inaczej (czyli bez udziatu atrybutow
decyzyjnych)

« w tym przypadku za miare informacyjnosci przyjmuje sie wariancje atrybutu,
co mozna wyttumaczyc¢ tym, ze atrybut nie wykazujgcy zadnej zmiennosci
(wariancja 0) nie niesie (prawie) zadnej informacji

— doktadniej, niesie pewng ilos¢ informaciji, ale nie niesie zadnej informaciji
nadajgcej sie do réznicowania obiektow (odrozniania ich od siebie)
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Analiza nienadzorowana

Przyktad: opis

— 15 samochodow (obiekty)

w kategoriach

— 4 parametrow (zmienne/atrybuty)

Marka / Model Zuzycie | Przyspieszenie Cena Liczba kot
Alfa Romeo 156 8,1 9,3 71,14 4
Audi A4 7,9 11,9 93,35 4
BMW 316l 7,5 12,3 81,79 4
Daewoo Lanos 8,4 12,2 34,90 4
Honda Civic 6,7 10,8 48,90 4
Hyunday Accent 6,4 11,7 35,30 4
Lada Samara 7,2 13,0 24,90 4
Mitsubishi Carisma 7,2 12,0 60,60 4
Opel Astra Il 7,0 12,0 56,95 4
Peugeot 206 XR 6,6 13,2 38,36 4
Renault Megane 7,0 9,9 50,05 4
Saab 9 3S 9,7 11,0 85,35 4
Seat Cordoba 8,3 10,9 44 99 4
Toyota Corrola 7,7 10,2 50,36 4
Volkswagen Golf 1V 8,3 9,9 61,62 4




Analiza nienadzorowana

Przyktad: opis...

Marka / Model Zuzycie | Przyspieszenie Cena Liczba kot

Alfa Romeo 156 8,1 9,3 71,14 4
Audi A4 7,9 11,9 93,35 4
BMW 316l 7,5 12,3 81,79 4
Daewoo Lanos 8,4 12,2 34,90 4
Honda Civic 6,7 10,8 48,90 4
Hyunday Accent 6,4 11,7 35,30 4
Lada Samara 7,2 13,0 24,90 4
Mitsubishi Carisma 7,2 12,0 60,60 4
Opel Astra Il 7,0 12,0 56,95 4
Peugeot 206 XR 6,6 13,2 38,36 4
Renault Megane 7,0 9,9 50,05 4
Saab 9 3S 9,7 11,0 85,35 4
Seat Cordoba 8,3 10,9 44 99 4
Toyota Corrola 7,7 10,2 50,36 4
Volkswagen Golf |V 8,3 9,9 61,62 4

srednia 7,6 11,4 55,9 4,0

wariancja 0,8 1,4 399,7 0,0

odch. stand. 0,9 1,2 20,0 0,0




Analiza nienadzorowana

Problem mocno zréznicowanych jednostek

— rozwigzanie: ,wyrownywanie” jednostek (tam, gdzie to mozliwe)
* w praktyce: normalizacja zmiennych (w réznych postaciach)
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Analiza nienadzorowana

« Normalizowanie zmiennych (kolumn macierzy danych)
— operacja majgca na celu ujednolicenie jednostek

— jej wykonanie realizuje przyjete zatozenie o rownym traktowaniu
wszystkich zmiennych



Analiza nienadzorowana

* Jezeli dane oryginalne s3g zapisane jako elementy x; macierzy X
(o rozmiarach MxN), to przez dane znormalizowane z; rozumie sig:

Xij —X]
Zij =
gdzie: °]
* Xjjest srednig arytmetyczng zmiennej x; (czyli kolumny j macierzy X)
* s jest odchyleniem standardowym zmiennej x; (czyli kolumny j macierzy X)

— operacja ta moze byc¢ przedstawiona w zapisie macierzowym jako:

Z = JXS
— gdzie:
+ J = (I-E/m) jest macierzg skalujgca
— m (skalar) jest liczbg wierszy macierzy X
* S jest macierzg diagonalng wartosci s; (odchylen standardowych)

— normalizacja jest w praktyce ztozeniem centrowania i skalowania



Analiza nienadzorowana

« Cechy danych znormalizowanych

— zero odpowiada sredniej arytmetycznej danej zmiennej (kolumny)
« wartos¢ zero oznacza wartosc¢ srednig
« wartosc¢ dodatnia oznacza wartos¢ wiekszg od sredniegj
« wartos¢ ujemna oznacza wartos¢ mniejszg od sredniej

— jedynka odpowiada odchyleniu standardowemu danej zmiennej
(kolumny)

wartosc¢ plus jeden oznacza wartos¢ wiekszg sredniej o jedno odchylenie
standardowe

wartosc jeden oznacza wartosc¢ wiekszg sredniej o jedno odchylenie
standardowe



Analiza nienadzorowana

Przyktad: opis... (zmienne znormalizowane)

Marka / Model Zuzycie | Przyspieszenie Cena
Alfa Romeo 156 0,57 -1,74 0,76
Audi A4 0,34 0,46 1,87
BMW 316l -0,11 0,80 1,29
Daewoo Lanos 0,92 0,72 -1,05
Honda Civic -1,03 -0,47 -0,35
Hyunday Accent -1,37 0,29 -1,03
Lada Samara -0,46 1,40 -1,55
Mitsubishi Carisma -0,46 0,55 0,23
Opel Astra Il -0,69 0,55 0,05
Peugeot 206 XR -1,14 1,57 -0,88
Renault Megane -0,69 -1,23 -0,29
Saab 9 3S 2,40 -0,30 1,47
Seat Cordoba 0,80 -0,39 -0,55
Toyota Corrola 0,11 -0,98 -0,28
Volkswagen Golf |V 0,80 -1,23 0,29
srednia 0,0 0,0 0,0
wariancja 1,0 1,0 1,0
odch. stand. 1,0 1,0 1,0
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Przeksztatcenie PCA



PCA

PCA: Principal Components Analysis
(ang. analiza sktadowych gtownych)

PCA dziata w oparciu o macierz kowariancji zmiennych
(ewentualnie: macierz korelacji zmiennych)
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Macierz kowariancji

Niech S, = X™X
— jezeli X jest macierzg wycentrowang, to
* (1/(m-1))-Sy jest macierzg kowarianciji (z proby)
* (1/m)-Sy jest macierzg kowariancji (z populacji)
— jezeli X jest macierzg znormalizowanag, to
* (1/(m-1))-Sy jest macierzg korelacji
Uwaga
— mnozenie przez skalary typu (1/(m-1)) czy (1/m) moze by¢ w dalszych
rozwazaniach pominiete (poniewaz odpowiada jednakowemu
traktowaniu wszystkich kolumn macierzy X)
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Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych

X)
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70264
79703
6.9947
8.4095
8.7579
78850
8.1409
74032
71910
6.3064
7.0110
5.8944

X3
3.3972
3.0066
5.1889
6.38380
6.2655
6.3011
37299
45028
3.8808
3.99281
3.5674
3.8052
4 9854
4 4686
2.6351

' [}
° ° o
o8
° ° ¢ $ o
° . °
° o ¢
[ ] [} ° [ ]
LI ) ‘.. .. [ ] ..
°
° o0 ..' ° .o'.' ¢
° °® o ®
) * . . °
° LA
° ° o ¢
° °® ° °
4 ° °« °, .
° °
°
5 6 7 8 9 10

63



Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych

Xl X2 35
13.34  19.37 W
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Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych

duza wariancja
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Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych
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Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych

duza wariancja
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* (pod wzgledem warianciji)
— stare zmienne: mate zroznicowanie
— nowe zmienne: duze zroéznicowanie 67



Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych
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Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych

. . .
. s
Sdduza wariangja %
T D AL Qé/,

> duza wariancja

* (pod wzgledem warianciji)
— stare zmienne: mate zréoznicowanie
— nowe zmienne: mate zréznicowanie 69



Procedura PCA

« Dana jest macierz danych: X (obserwacje w wierszach)

— oblicz macierz kowariancji S, = X"X
 (symetryczna) macierz S, zawiera wartosci pozwalajgce ocenic
— wariancje zmiennych (elementy na gtéwnej przekatnej)
— zaleznosci pomiedzy zmiennymi (elementy poza gtowng przekatng)
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Procedura PCA

« Dana jest macierz danych: X (obserwacje w wierszach)
— oblicz macierz kowariancji S, = X"X
— dokonaj rozktadu EVD: S, = KLK'
— utworz nowe zmienne wykonujgc operacje Y = XK
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Procedura PCA

« Zatozenia dotyczgce macierzy danych X, wynikajgce
z faktu, ze przeksztatcenie PCA jest wrazliwe na

— potozenie srodka uktadu wspotrzednych

» wszystkie obserwacje macierzy X powinny by¢ wycentrowane
(wartosci srednie zmiennych wynoszg wtedy zero)
— wycentrowanie obserwacji pozwala na obliczanie macierzy wariancji
(z pominieciem wspotczynnika skalujgcego) jako X™X

— skale jednostek uktadu wspotrzednych
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Procedura PCA

« Dodatkowe uwagi dotyczgce przeksztatcenia PCA

— wykorzystywana macierz kowariancji jest tak naprawde macierzag
* (z punktu widzenia skalarnego) sum iloczynéw skalarow
* (z punktu widzenia wektorowego) iloczynéw skalarnych wektoréw
* (z punktu widzenia macierzowego) Grama
— przeksztatcenie jest skuteczne tylko wtedy gdy pomiedzy
zmiennymi macierzy danych X wystepujg zaleznosci liniowe
(co przejawia sie dodatnimi kowariancjami zmiennych)
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Procedura PCA

Dane sg macierze:
— macierz danych oryginalnych X
— macierz kowariancji danych oryginalnych S, = X™X
— macierz danych przeksztatconych Y = XK, gdzie K jest macierzg
wektorow wtasnych macierzy kowariancji S, = XX, czyli S, = KLKT
Wtedy po pierwsze:

— macierz kowariancji danych przeksztatconych S, mozna wyrazic¢ jako:

S, =YTY = (XK)'XK = KTX'XK = K'§,K = KTKLK'K = ILI = L
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Procedura PCA

* Whniosek 1:
macierz kowariancji S, zmiennych przeksztatconych Y wyraza sie
macierzg diagonalng L (utworzong z wartosci wtasnych macierzy S,)
— kowariancje zmiennych przeksztatconych (elementy pozadiagonalne
macierzy S,) sg rowne zero
* nowe zmienne sg niezalezne liniowo
— wariancje zmiennych przeksztatconych (elementy diagonalne
macierzy S,) sg rowne wartosciom wkasnym macierzy S, (zapisanym
na przekatnej macierzy L)
* mozna je poznac tuz po wyliczeniu wartosci wtasnych macierzy S,,
a wiec jeszcze przed wyliczeniem nowej macierzy danych Y = XK
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Procedura PCA

Dane sg macierze:
— macierz danych oryginalnych X
— macierz kowariancji danych oryginalnych S, = X™X
— macierz danych przeksztatconych Y = XK, gdzie K jest macierzg
wektorow wtasnych macierzy kowariancji S, = XX, czyli S, = KLKT
Wtedy po drugie:

— wykorzystujgc: S, = = K'S,K (z poprzedniego wyprowadzenia) mamy:

tr(S,) = tr(K'S, K)
. ale tr(K'S,K) = tr(KKTS,) = tr(IS,) = tr(S,)
— poniewaz V, g ¢: tr(ABC) = tr(CAB)
— czyli
tr(S,) = tr(S,)
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Procedura PCA

Whiosek 2:
suma wariancji zmiennych przeksztatconych Y jest rowna sumie
wariancji zmiennych oryginalnych X
— czyli suma wariancji przed przeksztatceniem jest taka sama jak po
przeksztatceniu
* nic w przyrodzie nie ginie! :-)
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Procedura PCA

Uwaga dotyczgca zaleznosci ,suma wariancji przed
przeksztatceniem jest taka sama jak po przeksztatceniu”
— macierz ortogonalna K bedgca macierzg wektorow wtasnych macierzy
S, nie jest jedyng macierzg zapewniajgcg powyzszg zaleznos¢
— zaleznosc ta jest spetniona dla kazdej macierzy ortogonalnej
* aw szczegolnosci: dla macierzy K
— uzasadnienie
* niech Y = XU, gdzie U jest ortogonalna, wtedy:

tr(Sy) = tr(YTY) = tr((XU)TXU) = tr(UTXTXU) =
= tr(UUTXTX) = tr(IXTX) = tr(XTX) = tr(Sy)
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Procedura PCA

Pytanie:
dlaczego to wiasnie taka a nie inna macierz K jest poszukiwang
w metodzie PCA macierzg przeksztatcajgcg stare zmienne w nowe?
Odpowiedz:
poniewaz S, = Y'Y, gdzie Y = XK, jest macierzg diagonalng

— dzieki czemu kolumny macierzy Y stanowig zbiér wektorow

niezaleznych (liniowo)

Jest tak dlatego, ze K jest macierzg, ktora diagonalizuje macierz
kowariancji Sy = X™X

— tzn. zapewnia, ze K'S K jest macierzg diagonalna

— diagonalnos¢ S, wynika z faktu, ze S, = K'S,K

« poniewaz S, = YTY = KTX"XK = K'S,K
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Procedura PCA

Nowe zmienne (kolumny macierzy Y) powstajg ze starych
zmiennych (kolumn macierzy X) w rezultacie operacji Y = XK

— gdzie K jest macierzg wektorow wtasnych macierzy S, = XX
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Procedura PCA

 Dane sg macierze:
— macierz danych oryginalnych X (dane w wierszach)
— macierz przeksztatcajgca K

 Nowe dane (wiersze macierzy Y) powstajg w rezultacie Y = XK

y ol Yio | Y2 | Yis
X! Yor | Yoo | Y23
X,' x | K|k k| = Y1 | Ya2 | VYa3

X" YnNT | YNz | Yns




Element macierzy y; jest iloczynem skalarnym

Procedura PCA

wiersza (x;)' macierzy X oraz kolumny k; macierzy K: y; = (x;)'k;
— liczba nowych obserwacji = liczba starych obserwac;ji
— liczba nowych zmiennych = liczba starych zmiennych

n
X, K,

n
X'k,

N
X1 Ks

"
X, 'K,

n
X, 'K,

N
X, K,

N
X5 K,

n
X3 K,

n
X5 Kj

i
Xy 'K,

n
Xy 'K,

n
Xy 'Ky
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Procedura PCA

 Wazne spostrzezenie:
— jezeli jakies nowe zmienne miatyby mie¢ wariancje bliskg zeru,
to mozna poming¢ tworzenie tych zmiennych, oszczedzajgc
* moc obliczeniowg (przeksztatcenie bedzie mniej wymagajgce)
» czas (przeksztatcenie potrwa krécej)
* pamiec (nowa macierz zmiennych zajmie mniej miejsca)



Procedura PCA

* Liczba nowych zmiennych zalezy od liczby kolumn macierzy
przeksztatcajgce] K

— zmniejszenie (uwzglednionych) liczby kolumn tej macierzy prowadzi
do zmniejszenia nowych zmiennych

———-
I

ol Yir | Y2 |
- |

X, | Yor | Y |
2 | 21 22 |
ki | k . |

X3! X T2 = Y31 | Ya2 |
| |

! |

— |

|

X" YNt | N2 |




Zasada zachowania informac;ji (wariancji)

X, X, X Yiu o Y2
|
| |
: |
|
X K = |
i |
| |
- |
|
|
|
var(xy) var(xy) var(xs) A Ay A3 var(y,) var(yp) var(ys)
Aq = var(yy) Ay =var(y,) Az =var(ys)
var(x,)+var(x,)+var(xs) = A+ ho+ Ag
var(x,)+var(x,)+var(xs) = var(yq)+var(y,)+var(ys)
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Przeksztatcenie odwrotne

Pytania:
— jak na podstawie nowych zmiennych odtworzy¢ stare zmienne?
— jak to zrobi¢, jezeli zredukowano liczbe nowych zmiennych?
Odpowiedzi:
— odtworzenia starych zmiennych na podstawie nowych mozna dokonac
dokonujgc przeksztatcenia odwrotnego
« poniewaz Y = XK, to YK-' = XKK-', i wtedy YK~ = XI, czyli X = YK
« poniewaz w rozwazanym przypadku K-' = KT, wystarczy wykona¢ YK'
« odtworzenie wszystkich zmiennych oryginalnych jest (formalnie) tylko
mozliwe z wykorzystaniem catej, niezredukowanej macierzy Y
— jezeli pewne zmienne przeksztatcone (czyli kolumny macierzy Y)
zostaty zredukowane, to nalezy odtworzyc je przed wykonaniem
mnozenia
* poniewaz oryginalne wartosci zredukowanych kolumn nie sg znane,
odtwarzamy je z wykorzystaniem wartosci srednich tych kolumn
— dla wycentrowanych danych bedg to oczywiscie wartosci zerowe
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Przyktad: PCA dla danych dwuwymiarowych
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Utworzenie macierzy przeksztatcajgce;

27.4

40.6

Mo A

s, [] 0.2 | 88.1

27.4 | 40.6 . Kk
40.6 | 60.9 I P
@> -0.55(0.83

K L KT

055 | 0.83 | | 88.1| 0 0.55 | 0.83
083 |-055|| o | 02 0.83 |-0.55

40.6

60.9
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Wykorzystanie macierzy przeksztatcajgce;

X
13.34
17.57
5.40
14.63
1.95
11.60
11.76
7.25
18.24
8.99
17.31
6.77
10.29
7.02
1.52

X
19.37
25.89
8.33
21.99
3.00
16.71
16.49
12.36
27.17
14.70
27.05
9.45
14.67
9.44
3.04

0.55

0.83

0.83

—0.55

Y1
23.13
30.73
9.71
25.89
3.50
20.02
19.98
13.86
32.11
16.75
31.37
11.47
17.65
11.64
3.22

Y2
-0.68
-2.30

1.51
-1.63
2.84
-0.03
0.23
-0.04
-2.73
-0.45
-3.30
1.68
0.48
1.86
2.50
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Nowe zmienne (zmienne przeksztatcone)
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Porownanie wariancji | redukcja zmiennych

Wariancje zmiennych oryginalnych:
— Var(x,) = 27.4, Var(x,) = 60.9
— suma: 27.4 + 60.9 = 88.3

Wariancje zmiennych przeksztatconych:
— Var(y,) = 88.1, Var(y,) = 0.2
— suma: 88.1 + 0.2 =88.3

Whiosek: ze wzgledu na matg pojemnosc informaclyjna

100

50

100

50

0

=i
1

2

(wyrazajgcg sie matg wariancjg) zmienna y, moze zostac

pominieta w dalszych analizach

W praktyce redukowanie zmiennych sprowadza sie do utworzenia
nowych zmiennych, takich, ze ich wartosci sg wartosciami srednimi

zmiennej redukowane;

Wszystkie zmienne po redukcji bedg oznaczane przez z,
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Nowe zmienne (zmienne zredukowane)

Z, Z, 35
23.13  0.00
30.73  0.00 30
9.71 0.00
25.89  0.00 25
3.50  0.00 20
20.02  0.00
19.98  0.00 157
13.86  0.00 1ol
32.11  0.00
16.75  0.00 5
31.37  0.00
11.47 0.00 0r . r r . ]
17.65  0.00 5 | | | ‘ ‘
11.64  0.00 0 10 20 30 40

3.22 0.00



Wykorzystanie macierzy odwrotnej: odtwarzanie
zmiennych oryginalnych ze zredukowanych

Z, Z, u u,
23.13  0.00 13.48  19.22
30.73  0.00 18.86  24.60
9.71  0.00 3.99  9.73
25.89  0.00 1544  21.18
3.50  0.00 . 039 5.35
20.02  0.00 K 1129  17.03
19.98  0.00 11.26  17.00
13.86  0.00 0.55 | 0.83 6.93  12.67
32.11  0.00 X —  19.83 2557
16.75  0.00 8.97 1472
31.37  0.00 0.83 | -0.55 19.31  25.05
11.47  0.00 524 10.98
17.65  0.00 9.61  15.35
11.64  0.00 536 11.10

3.22 0.00 -0.59  5.15



Zmienne odtworzone w przyblizeniu (wygtadzone)

u
13.48
18.86
3.99
15.44
-0.39
11.29
11.26
6.93
19.83
8.97
19.31
5.24
9.61
5.36
-0.59

u,
19.22
24.60
9.73
21.18
5.35
17.03
17.00
12.67
25.57
14.72
25.05
10.98
15.35
11.10
5.15
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Wykorzystanie macierzy odwrotnej: odtwarzanie
zmiennych oryginalnych z przeksztatconych

Y Y Xy X;
2313 -0.68 1334 19.37
3073 -2.30 17.57  25.89
071 151 540 833
2589 -1.63 14.63  21.99
350 284 195  3.00
2002 -0.03 KT 11.60  16.71
19.98 023 1176  16.49
13.86  -0.04 055 | 0.83 725 12.36
3211 273 x = 1824 27.17
16.75  -0.45 .99  14.70
3137 -3.30 0.83 | -0.95 1731 27.05
1147 1.68 6.77  9.45
17.65 048 1029  14.67
11.64 186 702 9.44

3.22 2.50 1.52 3.04



Zmienne odtworzone w petni

Xl X2 351+
13.34  19.37
17.57  25.89 o Yy
540 | 8.33 ol K
14.63  21.99 ‘.‘
1.95  3.00 2ol A
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11.76 | 16.49 5| Yol
725 | 12.36 .'{"
18.24  27.17 o} <
8.99  14.70 4
17.31  27.05 5+ o’
6.77 = 9.45 o
" 4
10.29  14.67 0 .
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