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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Rozktad EVD

» Widmo spec(A) macierzy A, moze zawieraC mniej elementdw niz n
(poniewaz jest zbiorem, a zbiory nie zawierajg powtorzen)
— w celu ujednoznacznienia wyniku definiuje sie tzw. krotnosci elementéw
» sg to oczywiscie krotnosci rozwigzan wielomianu charakterystycznego

— zapis alternatywny:
zastosowanie wektora (a nie zbioru) wartosci wkasnych



Rozktad EVD

Zbior wartosci wlasnych spec(A)

a wektor wartosci wtasnych eig(A)

i posortowany wektor wartosci wtasnych eigs(A)
« sortowanie wzgledem wartosci bezwzglednych

— przyktady dla macierzy A,,,

« spec(A) ={1, -2, 3, 4}, eig(A) = [1, -2, 3, 4], eigs(A) = [4, 3, -2, 1],
« spec(A) ={1, 2, 3}, eig(A) = [3, 2, 3, 1], eigs(A) = [3, 3, 2, 1],
« spec(A) = {1, -3}, eig(A) = [1, 1, =3, 1], eigs(A) = [-3, 1, 1, 1],
« spec(A) = {3}, eig(A) = [3, 3, 3, 3], eigs(A) = [3, 3, 3, 3],



Rozktad EVD

« W praktyce to wektor (a nie zbior!) wartosci wiasnych jest uzywany
w rozktadzie EVD

— jest tak, poniewaz macierzowy ukfad réownan AK = KL wymaga
macierzy K i L o rozmiarach nxn
* potrzebujemy wiec
— n wartosci wlasnych
— n wektoréw wiasnych
— kolejnosc kolumn macierzy K i elementow diagonalnych macierzy L
musi by¢ ,zgodna”
« wektory wtasne muszg odpowiadac wartosciom wiasnym



Rozktad EVD

Dodatkowo, podczas gdy wartosci wtasne sg ustalone
,obezwzglednie”, wektory wtasne sg ustalone ,wzglednie”
— jezeli k jest wektorem witasnym macierzy A,
to dk, gdzie d jest niezerowym skalarem, jest takze wektorem wiasnym
tej macierzy (o innej dtugosci)
» dk odpowiada oczywiscie tej samej wartosci wtasnej, co k

— dzieki temu generowane w praktyce wektory wtasne mogg by¢

odpowiednio dobierane (np. w taki sposéb, aby miaty zadang diugosc¢)



Rozktad EVD

 |dea rozktadu EVD

— niech AK = KL, gdzie L jest macierzg diagonalng
— czyli
* elementy przekatnej macierzy L stanowig wartosci wtasne macierzy A
* kolumny macierzy K stanowig wektory wtasne macierzy A
— jezeli dodatkowo det(K) = 0, to wtedy
AK = KL
AKK~' = KLK-"
A = KLK'
— czyli
« KLK-'jest rozktadem EVD macierzy A



Rozktad EVD

Jednoznacznosc¢ rozktadu EVD
AK = KL
— niech D bedzie macierza diagonalng
* wobec jednoczesnej diagonalnosci macierzy L mamy: LD = DL
— wtedy
AKD = KLD
AKD = KDL
A(KD) = (KD)L
— czyli
* elementy przekatnej macierzy L stanowig wartosci wtasne macierzy A
* kolumny macierzy KD stanowig wektory wtasne macierzy A
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Rozktad EVD

Jednoznacznosc¢ rozktadu EVD, c.d.
AKD = KDL
— jezeli det(D) # 0, to det(KD) = det(K)det(D) = 0, i wtedy
A(KD)(KD)-" = (KD)L(KD)-"
A = (KD)L(KD)-"
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Rozktad EVD

Jednoznacznosc rozktadu EVD, c.d.
— pytanie: a czy uogolnienie jest mozliwe, gdy D jest nieosobliwa
ale niekoniecznie diagonalna (oznaczenie N)?
« czyli: czy dla nieosobliwych N zachodzi A = (KN)L(KN)-'?
— odpowiedz: tak, o ile L i N komutujg, tzn. LN = NL
— uzasadnienie

AK = KL
AKN = KLN
AKN = KNL

AKN(KN)-' = (KN)L(KN)-"
A = (KN)L(KN)-1
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Rozktad EVD

Jednoznacznosc rozktadu EVD, c.d.

— pytanie: a czy uogolnienie jest mozliwe, gdy nieosobliwa macierz

zostanie wykorzystana w mnozeniu lewostronnym (oznaczenie M)?
« czyli: czy dla nieosobliwych M zachodzi A = (MK)L(MK)~?

— odpowiedz: tak, o ile M i A komutujg, tzn. MA = AM

— uzasadnienie
AK = KL
MAK = MKL
AMK = MKL
AMK(MK)-! = (MK)L(MK)-*
A = (MK)L(MK)-
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Rozktad EVD

Szczegolne zrodto niejednoznacznosci:
— kolejnos¢ wartosci wlasnych (na przekatnej macierzy diagonalnej L)
oraz
— odpowiadajgcych im wektorow witasnych (w macierzy K)
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Rozktad EVD

Macierz P, = [p;] nazywamy macierza permutacyjna, gdy
* elementami sg wytgcznie 0 i 1
V2P =1
« suma kazdego wiersza rowna 1
V2P =1
* suma kazdej kolumny rowna 1
— uwagi
— doktadnie jedna jedynka w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu

— macierz permutacyjna P jest macierzg ortogonalng
« patrz: dalsze slajdy
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Rozktad EVD

Dziatanie macierzy permutacyjnej: jezeli P jest macierzag
permutacyjng, to

— operacja XP ustawia kolumny macierzy X

w takiej samej kolejnosci, w jakiej

— operacja PTX ustawia wiersze macierzy X

i w takiej samej kolejnosci, w jakiej

— operacja PTXP ustawia wiersze i kolumny macierzy X

* W szczegolnosci

— operacja PTLP ustawia elementy diagonalne diagonalnej macierzy L
(a wiec PTLP jest takze macierzg diagonalng)
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Rozktad EVD

Niech AK = KL
— przy det(K) # 0 zachodzi takze A = KLK-"
| niech P bedzie macierzg permutacyjng

— jezeli kolumny macierzy K i elementy diagonalne macierzy L
sg ,zgodne”, to kolumny macierzy KP i elementy diagonalne
macierzy PTLP sg takze ,zgodne”
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Rozktad EVD

Wtedy
AK = KL
AKP = KLP
AKP = KILP
AKP = KPP'LP
AKP = KP(PTLP)

— jezeli det(K) = 0, to det(KP) = det(K)det(P) = 0, i wtedy

AKP(KP)-' = KP(PTLP)(KP)-"
A = KP(PTLP)(KP)-
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Rozktad EVD

Jednoznacznosc¢ rozktadu EVD
— powyzsze uogolnienia mozna sktadac, np. dysponujac
* macierzg permutacyjng P,
 nieosobliwg macierzg N komutujgcg z macierzg P'LP
* nieosobliwg macierzg M komutujgcg z macierzg A

spetnione sg zaleznosci
AK = KL

A(KP) = (KP)(PTLP)

A(KPN) = (KPN)(PTLP)

A(MKPN) = (MKPN)(PTLP)
ktére, przy odwracalnosci K, P, Ni M,
stuzg do tworzenia ogolniejszych rozktadow EVD
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Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego

Elementy przestrzeni liniowej n-wymiarowej (wektory)
— interpretacja wektora zerowego 0 =[O, ..., O]T
* punkt: srodek uktadu wspoétrzednych
— interpretacje wektoréw niezerowych
« punkty: X = [Xq, ..., X,]"
 strzatki: x = 0—Xx (poczatek w punkcie 0, koniec w punkcie x)
Rozszerzone interpretacje

— wektory swobodne
» elementy przestrzeni afinicznej

21



Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego

Podstawowe operacje wektorowe
— mnozenie przez skalar
— dodawanie
— odejmowanie

Definicje

Interpretacje geometryczne

22



Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego

lloczyn skalarny wektorow
— iloczynem skalarnym wektorow x = [X,, ..., x,]T orazy =[y,, ..., y,I"
nazywamy wartos¢ Zx.y.
— iloczyn skalarny w zapisie
« macierzowym: x'y (jako mnozenie macierzy)
» fizycznym: (x,y) (stosowanym w fizyce)
— oczywiscie zachodzi: xTy = [Exy] = ZXV,
— podstawowe wtasciwosci

« wynik operacji x"y jest macierzg o rozmiarach 1x1,
a wiec jest macierzg symetryczng
— w rezultacie powyzszej symetrii zachodzi xTy = (XTy)" = yT(x™)T = y'x
« wynik operacji x"y jest macierzg o rozmiarach 1x1,
a wiec moze byc¢ utozsamiany ze skalarem Zx.y;
— w rezultacie mozna zapisa¢ x'y-A = A-xTy
(przemiennos¢é mnozenia przez skalar)

23



Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego

Wiasciwosci iloczynu skalarnego wektorow x iy
— wiasciwosci iloczynu dla dowolnych wektoréw
e x=0vy=0= x'y=0
(implikacja w drugg strone nie zachodzi)
— wiasciwosci iloczynu dla niezerowych wektorow
« czy mozliwa jest sytuacja x'y = 0, a jezeli tak, to kiedy?
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Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego

Kat pomiedzy niezerowymi wektorami x i y jest

— ostry wtedy i tylko wtedy, gdy xTy > 0

— prosty wtedy i tylko wtedy, gdy xTy = 0 (wektory ortogonalne)

— rozwarty wtedy i tylko wtedy, gdy x'y <0
Kat pomiedzy wektorami x i y, z ktérych przynajmniej jeden jest
zerowy, nie jest okreslony

— nadal jednak stosuje sie pojecie ortogonalnosci,
tzn.: jezeli x'y = 0, to x i y nazywamy ortogonalnymi
— whnioski:
» kazdy wektor jest ortogonalny do wektora 0
« wektor 0 jest ortogonalny do kazdego wektora
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Interpretacja geometryczna normy

« Zadaniem normy wektorowej, oznaczenie ||x||, gdzie x jest
dowolnym wektorem, jest mierzenie ,skali wielkosci” wektora x
— norma jest wiec wartoscig nieujemna:
o czyli: [|x|]| >0
ktéra mierzy pewng ,odlegtos¢” wektora od wektora zerowego
» stad: podstawowa cecha normy wektorowej: ||0]| = 0
— norma powinna takze spetniaC aksjomaty zaleznosci liniowej
« Ostatecznie zaktadane wtasciwosci normy wektorowe;j:
|IX|| > 0, przy czym |[x]| =0 < x=0
|lax|| = |a]-||x]|
[Ix+y|| < [||X]| + ||y]| (nierédwnos¢ tréjkata)



Interpretacja geometryczna normy

« Podstawowa norma wektorowa (Euklidesa)
[Ixl[, = (Zx[2)"? = (xx)"
— norma spetnia zatozone wiasciwosci norm wektorowych:
X[, = 0, przy czym ||x|]|,=0 < x=0
llaxll, = lal[IxIl,
|Ix+yll, < [Ix]], + [lyll;

* Interpretacja normy Euklidesa:
dtugosc reprezentujgcej wektor strzatki



Interpretacja geometryczna normy

« Uogodlnienie normy Euklidesa, definiowana dla p > 1, p-norma:
|1x]], = (Zi[xP) P
— p-norma spetnia zatozone wtasciwosci norm wektorowych:
x|, = 0, przy czym [|x||, =0 < x=0
laxll, = lal-[Ix]]
Ix+yll, < 1Ixll, + Iyl
« Najczesciej stosowane wersje p-normy:

1], = Zi|x] — 1-norma, norma manhattanska
1X]], = (Z|x[2)12 — 2-norma, norma Euklidesa
lIx|l,, = lim__,_(Zx[°)P = max;|x]| - co-norma, norma Czebyszewa



Interpretacja geometryczna normy

 Uwaga: norma Euklidesa bedzie stosowana wytgcznie w dalszej
czesci wyktadu
— awiec: ||x|| nalezy zawsze rozumiec jako [|x||,



Interpretacja geometryczna normy

« Wektory unormowane
— wektor x nazywamy unormowanym, gdy |[|x|| = 1
— kazdy niezerowy wektor x mozna przeksztatcic w unormowany wektor
y = x/[[x]|
— kazdy wektor postaci x/||x|| jest wektorem unormowanym:
» wykorzystujgc ||ax|| = |a]-[|x||] mamy
AT =11 U D)-x (1= [CIxIDI- L]
 ale zachodzi rowniez ||x|| > 0, w rezultacie czego |(1/]|x]|])| = 1/|[x]]

e ostatecznie
[XA] [ =1CHDEA] = U] 1= 11| = 1
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Ortogonalnosc¢ i ortonormalnosc¢

Wektor x jest unormowany, gdy

— x™x=1
Dwa wektory (x i y) sg ortogonalne, gdy
— xTy =0

Zbior wektorow {x,, ..., X.} nazywamy zbiorem wektorow
ortogonalnych, gdy

— dla kazdej pary indeksow i oraz j zachodzii# | = (xi)ij =0

(ortogonalnosc¢ parami)

— zbior wektorow ortogonalnych jest zbiorem wektoréw niezaleznych
Zbior wektorow {x,, ..., X.} nazywamy zbiorem wektorow
ortonormalnych, gdy

— dla kazdej pary indeksow i oraz j zachodzi

« i=] = (x)'x; =1 (unormowanie)
« i#] = (x)"x =0 (ortogonalnosc)
(unormowane wektory, ktére sg wzajemnie ortogonalne)
— zbidér wektorow ortonormalnych jest zbiorem wektorow niezaleznych



Ortogonalnosc¢ i ortonormalnosc¢

Macierz jest macierzg ortogonalng, gdy jej kolumny stanowig zbior
wektorow ortonormalnych

— niestety, nie stosuje sie zbyt powszechnie (bardziej konsekwentnej)
nazwy ,macierz ortonormalna”
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Ortogonalnosc¢ i ortonormalnosc¢

« Podstawowa wiasciwos¢ macierzy ortogonalne;
— niech K = [k, k,, ..., k] bedzie macierzg (kwadratows),

nxn

ktorej kolumny stanowig zbior wektorow ortonormalnych

— wtedy
(k)Tky | (k)Tky | . | (k)Tky | | 1] 0
i = | 2Ky | (K)K, | o | (kp)Thy | [ O
(k)T | (k)Tky | . | (k)ky | | 0 ] O




Ortogonalnosc¢ i ortonormalnosc¢

Odwrotnos¢ macierzy kwadratowej, ktorej kolumny stanowig zbior
wektorow ortonormalnych

— poniewaz KK = |, wiec
« macierz KT jest odwrotnoscig macierzy K, a wiec K1 = KT
« macierz K jest odwrotnoscig macierzy K7, a wiec (KT)"' = K
Zaskakujagca (i niezwykle przydatna!) wlasciwosc¢
— odwrotnoscig macierzy ortogonalnej jest jej transpozycja
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Macierze ortogonalne

« Macierz U nazywamy ortogonalng, gdy UTU = UUT = |
— uwagi



Macierze ortogonalne

« Jezeli macierze U i V sg ortogonalne, to macierz UV jest
ortogonalna

uzasadnienie

niech U i V bedg macierzami ortogonalnymi i niech W = UV
macierz K nazywamy ortogonalng, gdy K'K = KK = [ [ref]
a wiec macierze U i V spetniajg: UTU =l oraz V'V = |
jednoczesnie

WTW = (UV)TUV = VTUTUV =VTIV = VTV = |

whniosek: macierz UV jest ortogonalna =



Macierze ortogonalne

« Jezeli U jest ortogonalna, to det(U) = £1

— uzasadnienie

— macierz ortogonalna U spetnia zaleznos¢ UTU = |, a wiec
det(UTU) = det(l) = 1

— jednoczesnie poniewaz dla kazdej macierzy kwadratowej zachodzi
det(AT) = det(A) wiec
det(UTU) = det(UT)det(U) = det(U)det(U) = det(U)?2

— czyli
det(U)? = 1

— whniosek: det(U) = 1



Macierze ortogonalne

Jezeli U jest macierzg ortogonalng i A jest jej wartoscig wiasng,
to |A] =1
— uzasadnienie

— niech A bedzie wartoscig wtasng a k odpowiadajgcym jej wektorem
witasnym macierzy U, tzn. Uk = Ak ik = 0

— wtedy k#0 < k'k =0 ijednoczesnie
Uk =2k = (Uk)TUk = (Ak)T(Ak) <
< kTUTUk = kTATAk <
< K'lk = kTAAk <
< kTk = k™ A2k <
< kTk = AVkk =
= kTk/k'k = A2 &
= 1=\ <
< A =1

— whniosek:
moduty wartosci wtasnych macierzy ortogonalnej sg rowne jeden



Macierze ortogonalne

« JezeliUTU =1liy = Ux, to |ly|| = [Ix|]
— uzasadnienie
llyll = [JUx]| = ((Ux)"Ux)"= = (xTUTUx)"= = (xTIx)"2 = (xTx)"= = |[x||
— wniosek: ||y|| = [||x]|
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Miara kgta pomiedzy wektorami

Whasciwosci cosinusa kata o z przedziatu [0, 7]
— cos(a) € [-1,+1], przy czym
e cos(a)=+1dlaa=0
« cos(a)=0dlaa=mr/2
« cos(fa)=—1dlaa==
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Miara kgta pomiedzy wektorami

Wiasciwosci funkcji cosinus w ustalonym przedziale
— poniewaz
* przy x € [0, nr] zachodzi cos(x) € [-1,+1]
oraz

» funkcja y = cos(x) jest odwracalna

— funkcjg odwrotng przy y € [-1, +1] jest x = acos(y)
» acos(y) € [0, «]

wiec liczby z przedziatu [-1,+1] mogg stuzy¢ jako miary kata o
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Miara kgta pomiedzy wektorami

« Twierdzenie Cauchy’'go—Bunyakovskii'ego—Schwarz’a:
— dla dowolnych wektorow zachodzi:

xTy[ < [Ix][|yll
gdzie
* |s| — wartos¢ bezwzgledna (skalara)
* ||u]|] — norma Euklidesa (wektora)
— zaleznos¢ |xTy| < ||x|[|ly]] implikuje oczywiscie zaleznos¢ xTy < ||x||||y]|
(poniewaz xTy < |xTy|)
— whniosek: =1 < xTy/(||x]|||ly]]) < +1



Miara kgta pomiedzy wektorami

Wartosc¢ cosinusa kata miedzy niezerowymi wektorami x i y

cos(a) = xTy/([[x|l[yll) = (x/[Ix[1)(y/Ilyll)

W szczegolnosci
— gdy [|x|]| =1i]lyll =1, to cos(a) = xTy
— gdy x iy sg wspotliniowe, tzn. y = ax, gdzie a jest niezerowym
skalarem, to cos(a) = 1, przy czym
« cos(a)=+1dlaa>0
« cos(a)=-1dlaa<0
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Rozktad EVD macierzy

Ze wzgledu na parametrycznosc¢ rozwigzan uktadu rownan
definiujgcego wektory wtasne, mozliwe jest tworzenie bardzo
roznych instancji tych wektorow
— w wielu réznych zastosowaniach parametry dobiera sie w taki sposob,
aby powstate wektory wtasne byty:
« unormowane: (k;)'k; = 1
* wzajemnie ortogonalne: (ki)Tkj =0dlai=#]|
(czyli: tak, aby macierz wektoréw wtasnych byta ortogonalna)
— rozwigzania tej postaci sg takze najczesciej generowane przez rozne
funkcje/biblioteki komputerowe stuzgce do generowania wektorow
wtasnych

53



Rozktad EVD macierzy symetrycznych

Twierdzenie

— dla macierzy symetrycznych wektory wtasne odpowiadajgce roznym
wartosciom wlasnym sg wzajemnie ortogonalne
— uzasadnienie wykorzystujgce
« wilasciwo$¢é macierzy symetrycznej A: AT=A
« definicje wektora wtasnego macierzy A: Ak=\k
« 0golne prawa, tzn. np.: (AB)'=BTAT oraz A=B=AT=B"
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Rozktad EVD macierzy symetrycznych

Niech dane bedg dwie wartosci wtasne A; oraz A; macierzy
symetrycznej A takie, ze A—1#0
Ak. = Lk Ak = Lk
(k)TAK; = (k)Thk, 1 (k) TAK; = (k)T (2)
((kj) Ak)T = ((kj)Txiki)T
(ki)TATkj = (ki)T(Xi)Tkj
(ki)TAkj = (ki)U"ikj 3%
— odejmujgc réwnania (%) oraz ('2°) stronami otrzymujemy
(k)TAk; — (k)TAk; = (k)1 k; — (k)TAk,
0 = (k)"Ak; — (k)™ k;
0 = A(k))Tk; — A(k))Tk;
0= (Xi_xj)(ki)Tkj
— aztego wynika, ze (k))'k=0 (poniewaz 1,—A;=0)
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Rozktad EVD macierzy symetrycznych

Twierdzenie

— dla macierzy symetrycznych mozna tak dobra¢ wektory wtasne
odpowiadajgce identycznym wartosciom witasnym, aby byly wzajemnie
ortogonalne

— uzasadnienie
(pominiete)
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Rozktad EVD macierzy symetrycznych

Dla kazdej symetrycznej macierzy A istniejg macierze:
K i diagonalna L takie, ze AK = KL

Ale

— jezeli A jest symetryczna, to mozna tak dobrac jej wektory wtasne,
ze K jest macierzg ortogonalng

« oznacza to, ze KT = K
— wtedy
AK = KL
AKK' = KLKT
Al = KLKT'
A = KLK'
Whniosek
— jezeli A jest symetryczna, to posiada rozktad EVD postaci KLKT

Y
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