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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

» Definicja wartosci wkasnych macierzy kwadratowej

— (powtarzalnymi) wartosciami wtasnymi kwadratowej macierzy A
nazywamy jej (powtarzalne) pierwiastki tzw. wielomianu
charakterystycznego, czyli wielomianu p(A) = det(A—Al)

« uwaga: macierz A—Al nazywamy macierzg charakterystyczng macierzy A

— macierz o rozmiarach nxn posiada

» doktadnie n powtarzalnych wartosci wtasnych
* CO najwyzej n niepowtarzalnych (unikalnych) wartosci wtasnych
— o0znhaczenia:

» spec(A) — zbior (niepowtarzalnych) wartosci wtasnych (spektrum, widmo)
macierzy A

» eig(A) — wektor (powtarzalnych) wartosci wkasnych macierzy A



Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

* Przyktady:

ey

» spec(A) = {1, 4}
* eig(A)=[4,1]"

2 03
0 01
0 00

* spec(A) = {2, 0}
« eig(A)=12,0,0]

— A=




Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

Podstawowe wiasciwosci wartosci wkasnych macierzy kwadratowej

— wartosci wtasne macierzy A sg rozwigzaniami rownania det(A-Al) = 0
— fakt, ze A, jest wartoscig wtasng macierzy A oznacza, ze

* Lg jest pierwiastkiem wielomianu p(L,) = det(A—Al)

* p(rg) = det(A—2ryl) =0

« macierz A—l jest osobliwa

* macierz A pod odjeciu wartosci A, od wszystkich elementow jej przekatnej
jest osobliwa

— fakt, ze istnieje zerowa wartos¢ wtasna macierzy A, oznacza, ze

* macierz A-0l = A—O = A jest osobliwa, poniewaz
det(A-0l) = det(A—O) = det(A) =0

— uwaga:
» fakt, ze det(A) = 0 nie implikuje, ze wszystkie jej wartosci wkasne sg zerami!



Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;

— cechy macierzy A

o takiej, ze eig(A)=[Aq, Ay, ooy A IT

macierz A posiada Slad trace(A) = 24,

macierz A posiada wyznacznik det(A) = [ 1A,

macierz A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy Vi: A; =0

macierz A jest nieujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi: A, >0
macierz A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi: A, >0



Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;
— wartosci wtasne macierzy powstatych z macierzy A, takiej,
ze eig(A)=[A,, Ay, .., AT
« wartosci wlasne macierzy sA: eig(sA) = [Shy, ..., SA]T
 wartosci wiasne macierzy A + zl: eig(A+ zl) = [A, + z, ..., A, + Z]T
« wartosci wkasne macierzy A~": eig(A~")=[1/14, 1/Ay, ..., TIA]T



Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;

— jezeli macierz o rozmiarach nxn jest rzeczywista, to
* jej wartosciami wiasnymi sg zespolone warto$ci sprzezone c i c™
(dla ¢ = a+bi ¢ = a—bi)
— konsekwencja rzeczywistosci wspotczynnikdw wielomianu charakterystycznego
(liczba takich /sparowanych/ wartosci jest wiec zawsze parzysta;
przy nieparzystym n co najmniej jedna z nich musi byC rzeczywista
[czyli: b = 0/)
* jej wyznacznikiem jest wartos¢ rzeczywista
— kosekwencja rzeczywistosci iloczynu zespolonych wartosci sprzezonych
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;
— macierz M = [m,] nazywamy hermitowska, gdy M" = [(m;)"] = M
— wartosci wtasne rzeczywistej macierzy symetryczne;
* 1) jezeli macierz jest hermitowska, to jej wartosci wtasne sg rzeczywiste
« 2)jezeli macierz rzeczywista jest symetryczna, to jest hermitowska

* whniosek z 1) i 2): wartosci wtasne rzeczywistej macierzy symetrycznej sg
rzeczywiste

— jezeli macierz rzeczywista jest
» symetryczna, to jej wartosci wtasne sg rzeczywiste
« antysymetryczna, to jej niezerowe wartosci wtasne sg urojone
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;

— (Weyl) jezeli macierze A i B o rozmiarach nxn sg rzeczywiste
| symetryczne, a ich wartosciami wtasnymi sg (odpowiednio)
a,<...<qgoraz f,<..<fB,to G=A+ B orozmiarach nxn
jest rzeczywista i symetryczna, a jej wartosciami wtasnymi sg
v; spetniajgce
o+ <yv<og+f < ot+rmin(B)<y < g+ max(f)
oraz
Bro<y<f+a < [+min(g)<y<f+max(a)
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;
— (Weyl) jezeli macierze A i B o rozmiarach nxn sg rzeczywiste...

eig(A): [1, 2, 3]"
eig(B): [4, 5, 6]": min(eig(B)) = 4, max(eig(B)) = 6

eig(G) = (G DG

eig(B): [4, 9, 6]"
eig(A): [1, 4, 3]": min(eig(A)) = 1, max(eig(A)) =3

eig(G) = GG
eig(G) = [<§f7>, (6.8), <7¢,9>1T
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;
— (Weyl) jezeli macierze A i B o rozmiarach nxn sg rzeczywiste...

eig(A): [1, 2, 2]"
eig(B): [4, 5, 6]": min(eig(B)) = 4, max(eig(B)) = 6

eig(G) = (GGG

eig(B): [4, 9, 6]"
eig(A): [1, 4, 2]": min(eig(A)) = 1, max(eig(A)) = 2

eig(G) = (A G
eig(G) = [(éﬁ}, (6,7), <7¢,S>]T
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;
— (Weyl) jezeli macierze A i B o rozmiarach nxn sg rzeczywiste...

eig(B): [1, 1, 1]"
eig(A): [1, 2, 3]™: min(eig(A)) = 1, max(eig(A)) = 3

DDA

eig(B): [1, 1, 1]": min(eig(B)) = 1, max(eig(B)) = 1

eig(G) = ,Q3[3>,@ 47
4¢,4>]T

2), (3,3), ¢

eig(G) = [
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;
— (Weyl) jezeli macierze A i B o rozmiarach nxn sg rzeczywiste...

eig(B): [1, 1, 1]"
eig(A): [1, 2, 3]™: min(eig(A)) = 1, max(eig(A)) = 3
eig(G) = [(2,4), (2,4), 2, )]

eig(A): [1, 2, 3]"
eig(B): [1, 1, 1]": min(eig(B)) = 1, max(eig(B)) = 1
eig(G) = [(2,2), (3,3), (4, ]

eig(G) = [(2,2), (3,3), (4,4)]" = [2, 3, 4]" = [1+1, 2+1, 3+1]"

« wartosci wlasne macierzy A + zl: eig(A+ zl) = [A, + z, ..., i, + Z]T
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Wartosci wikasne macierzy kwadratowe;

« Dalsze wtasciwosci wartosci wtasnych macierzy kwadratowe;
— (Weyl) jezeli macierze A i B o rozmiarach nxn sg rzeczywiste...

eig(B): [1, 1, 1]"
eig(A): [1, 2, 3]™: min(eig(A)) = 1, max(eig(A)) = 3
eig(G) = [(2,4), (2,4), 2, )]

eig(A): [1, 2, 3]"
eig(B): [1, 1, 1]": min(eig(B)) = 1, max(eig(B)) = 1
eig(G) = [(2,2), (3,3), (4, ]

eig(G) = [(2,2), (3,3), (4,H]" = [2, 3, 4] = [1+1, 2+1, 3+1]" = eig(A+1l) =
= eig(A+B), gdzie B =11 =1, przy eig(l) = [1, ..., 1]7
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« Twierdzenie Kronecker'a-Capelli'ego

— twierdzenie nie zajmuje sie rozwigzywaniem uktadow, zamiast
tego podaje warunki istnienia i jednoznacznosci ich rozwigzan

— niech dana bedzie macierz A, | wektor b,
 jezeli rank(A)<rank([ A b ]) to uktad Ax=Db jest sprzeczny
 jezeli rank(A)=rank([ A b ]) to uktad Ax=b jest niesprzeczny,
przy czym
— jezeli rank(A)=rank([ A b ])=n to uktad jest oznaczony

— jezeli rank(A)=rank([ A b ])<n to uktad jest nieoznaczony,
a jego rozwigzanie wykorzystuje n—rank(A) réznych parametrow
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

Do samego rozwigzywania uktadow mozna zastosowac
dowolne metody, np.:

metode Cramer’a
metode eliminacji
« Gaussa
» Gaussa-Jordana
metode iteracyjng
« Jacobi’'ego
» Gaussa-Seidla

itp.
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Metody eliminacyjne

— przyktady: metoda Gaussa, metoda Gaussa—Jordana

— polegajg na przeksztatcaniu rownan za pomocg operacji
elementarnych na macierzy [A b]
« definicja operacji elementarnej: operacja, ktéra nie zmienia
rozwigzania ukfadu réwnan
* rodzaje operacji elementarnych:

— OE#1: dodanie do pewnego wiersza macierzy [A b] innego
wiersza tej macierzy przemnozonego przez dowolny skalar

— OE#2: przemnozenie wiersza macierzy [A b] przez skalar
rozny od zera

— OE#3: zamiana miejscami dwu wierszy macierzy [A b]

21



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

Metoda Gaussa

— Bardzo popularna i skuteczna metoda rozwigzywania uktadow
rownan liniowych

— Metoda wymaga dwoch faz:

» faza |: wykorzystanie operacji elementarnych do wyzerowania
wartosci pod przekatng

» faza ll: ustalanie wartosci zmiennych
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« Metoda Gaussa — przykiad
(1) 2x,—1x,=0
(2) 2x,+1x,=4
— faza |: zerowania elementow pod przekatng

* OE#1: dodanie do rownania (2) réwnania (1) pomnozonego
przez —1

(1) 2x,—1x,=0
(2) Ox,+2x,=4
— koniec fazy | (wszystkie elementy pod przekatng sg zerowe)
— faza ll: ustalanie wartosci zmiennych
* (2) Ox,+2x,=4 = 2X,=4 = X,=2
* (1) 2x=1%,=0 = 2x,—2=0 = 2x,=2 = x,=1

23



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

Metoda Gaussa —Jordana

— Popularna i niemal réwnie skuteczna metoda rozwigzywania
uktadow réwnan liniowych

— Polega na przeksztatcaniu rownan za pomocg operac;ji
elementarnych na macierzy [A b ]

— Metoda polega na wykorzystaniu operacji elementarnych do
wyzerowania wartosci nad i pod przekatng i wyjedynkowania
wartosci na przekatnej
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

 Metoda Gaussa —Jordana — przyktad
(1) 2x,—1x,=0
(2) 2x,+1x,=4
 OE#1: dodanie do rownania (2) réwnania (1) pomnozonego
przez —1
(1) 2x,—1x,=0
(2) Ox,+2x,=4
 OE#1: dodanie do rownania (1) réwnania (2) pomnozonego
przez 1/2
(1) 2x,+0x,=2
(2) Ox,+2x,=4
« OE#2 i OE#2: przemnozenie rownania (1) przez 1/2 i przemnozenie
rownania (2) przez 1/2
(1) X;+0x,=1 = Xx,=1
(2) O +x,=2 = X,=2
25



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Metody iteracyjne

Przyktady: metoda Jacobi’ego, metoda Gaussa—Seidla
Metody te wykorzystujg przeksztatcenie:
X()=TX(n_q)tC

wychodzgc z poczgtkowego x, metoda tworzy cigg wartosci:

X;=TXytc, X,=TX,*C, X;=TX,*C, ...

« kres tego ciggu — jezeli istnieje — jest rozwigzaniem problemu
zbieznos¢: metoda jest zbiezna gdy r(T)<1
formalne rozwigzanie ciggu iteracyjnego: x=(I-T)'c
metody utworzenie macierzy T | wektora ¢

« tym zajmujg sie konkretne metody iteracyjne

26



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Metoda iteracyjna Jacobie’ego
— wzornaTic
— niech D, L i U bedg odpowiednio macierzami: diagonalna,
dolno-trojkatng i gorno-trojkatng macierzy A uktadu Ax=b
— wtedy:
(D+L+U)x=b
Dx+(L+U)x=b
Dx=—(L+U)x+b // D
D-'Dx=-D-'(L+U)x+D-'b
x=—D-1(L+U)x+D-'b

27



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« Metoda iteracyjna Jacobie’ego c.d.:
— rownanie
=—D-'(L+U)x+D-'b

mozna wykorzystac¢ do utworzenia zaleznosci:
X=—D(L+U)x,_,+D'b

— daje to schemat iteracyjny x,,=Tx,_4,+c w ktorym:
T=-D'(L+U)
c=D"b

— metoda ta jest zbiezna gdy r(-D-1(L+U))<1

28



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Metoda iteracyjna Gauss’a—Seidla

— WzornaTic
(D+L)x,+Ux,_1=b
(D+L)X,=—Ux,_qytb /[ (D+L)™
(D+L)Y(D+L)x,,=—(D+L)"'Ux,_;,+(D+L)"'b
Xm=—(D+L)"Ux_,+(D+L)'b

— daje to schemat iteracyjny x,,)=Tx,_4,+c w ktorym:

=—(D+L)'U

c=(D+L)'b

— zbiezna gdy r(—(D+L)~'U)<1

29



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Rozwigzania uktadow jednorodnych

— Uktadem jednorodnym nazywa sie uktad Ax=0

» kazdy uktad jednorodny posiada co najmniej jedno rozwigzanie

— rozwigzaniem jednorodnego uktadu rownan x=0, czyli tzw. rozwigzanie
zerowe

— x=0 jest rozwigzaniem, poniewaz dla kazdej macierzy A zachodzi A0=0
— Zachodzi pytanie, czy oprocz rozwigzania zerowego uktad
jednorodny posiada inne rozwigzania?

« odpowiedz dla macierzy kwadratowych A_,

— warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby uktad jednorodny
miat rozwigzania niezerowe jest det(A)=0

+ odpowiedz dla dowolnych macierzy A_ .

— warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby uktad jednorodny
miat rozwigzania niezerowe jest rank(A)<n

30



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Przyktad uktadu sprzecznego
2X,—1X,=0
2X,—1X,=2

* Przyktad uktadu oznaczonego
2X,—1X,=0
2X,+1x,=4

* Przyktad uktadu nieoznaczonego
2X—1%,=3
2X—1%,=3
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« Parametryczne rozwigzania uktadow rownan
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« Jak wiadomo, pomiedzy oznaczonymi a nieoznaczonymi
uktadami rownan wystepujg
— podobienstwa:
« oba ukfady majg rozwigzania
— roznice:
* liczba rozwigzan uktadoéw oznaczonych jest skonczona a uktadow
nieoznaczonych jest nieskonczona

* W czym przejawiajg sie roznice podczas rozwigzywania
uktadoéw réwnan oznaczonych a nieoznaczonych?
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Przyktad: algebraiczne rozwigzanie uktadu oznaczonego
(1) 2x,—1x,=0
(2) 2x,+1x,=4
— z (2) wynika, ze:
(2) x,=4-2x,
— €O po podstawieniu do (1) daje:
(1) 2x,—1(4-2x,)=0 = 2x,—4+2x,=0 = 4x,—4=0 = x,=1
— ostatecznie otrzymujemy:
(2) X,=4-2X,; = X,=4-2 = X,=2
— rozwigzanie
X4=1
X,=2
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Przyktad: algebraiczne rozwigzanie uktadu
nieoznaczonego
(1) 2x,—1x,=3
(2) 2x—1%x,=3
— z (2) wynika, ze:
(2) x,=2x,—3
— €O po podstawieniu do (1) daje:
(1) 2x,—1(2x,—3)=3 = 2x,—2x,+3=3 = 3=3
— wskutek wyzerowania sie wspotczynnika przy zmiennej X,
otrzymujemy rownanie, ktore jest zawsze prawdziwe (3=3)

* oOznacza to, ze rownanie to bedzie prawdziwe bez wzgledu na
wartosS¢ zmiennej X,
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Przyktad: algebraiczne rozwigzanie uktadu
nieoznaczonego c.d.:

— ostatecznie otrzymujemy wniosek, ze dowolna wartos¢ zmiennej
X, jest elementem prawidtowego rozwigzania tego uktadu
— poniewaz jednak rozwigzaniem ukfadu jest wektor dwoch liczb
[X4, X,] (2 nie jedna liczba x,) powstaje pytanie:
czy rozwigzaniem uktadu jest dowolny wektor [x,, X,]?
« odpowiedz: nie!
np. wektor [2 3] nie jest rozwigzaniem, poniewaz:
(1) 2:2—1-5#3
(2) 2:2-1-5%3
* A jednak rozwigzania ukfadu istniejg!
np. wektor [5 7] jest rozwigzaniem, poniewaz:
(1) 2:5-1-7=3

(2) 2-5-1-7=3
36



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Powstaje pytanie: jak zapisywac rozwigzania uktadow,
w ktorych pewne wartosci mogg by¢ dowolne a inne nie?
— i dodatkowo: jak okreslac wartosci tych innych zmiennych?

« Odpowiedz: rozwigzania parametryczne

— rozwigzan parametrycznych jest nieskonczenie wiele jednak
wskutek zaleznosci zachodzgcych pomiedzy zmiennymi nie
kazdy wektor jest rozwigzaniem takiego uktadu

» rozwigzaniem jest tylko taki wektor, ktérego elementy spetniajg
odpowiednie zaleznosci

» specyfikg parametrycznego rozwigzywania uktadéw rownan jest
zapisywanie zaleznosci, ktére muszg byc¢ spetniane przez elementy
rozwigzania
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

 ldea: usuniecie rownan zaleznych

— poniewaz ponizszy uktad dwu rownan liniowych zawiera
w rzeczywistosci jedno réwnanie (ale powtorzone dwa razy)
nalezy z niego usungc¢ wszystkie (zbedne) powtorzenia

— powstaje jedno rownanie z dwoma niewiadomymi

2X—1%,=3
« W rezultacie jego przeksztatcenia otrzymujemy

— zaleznoSc¢ na x,:
X,=2X,—3

— zaleznosc na X;:
X,=3/2+1/2x,

(obie te zaleznosci wyraza oryginalne réwnanie)
2X—1X,=3
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

 Rozwigzania parametryczne uktadu:
— jedno réwnanie z dwoma niewiadomymi:
2X—1%,=3
— wiedzac, ze w postaci x,=2x,—3 tylko na x, natozona jest
zaleznosc (a x, jest niezalezne), pod x, mozemy podstawic
dowolng wartosc¢

« wartosc te oznaczamy przez a, co daje:
* X,=a (X, zalezy tylko od parametru)
— wtedy:
X,=2X,—3=20-3
— ostateczne rozwigzanie jest wiec wektorem postaci:
[a, 20—3]"
gdzie a jest dowolng wartoscig rzeczywistg
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

Sprawdzenie rozwigzania:
— oczywiscie istnieje nieskonczenie wiele takich wektorow:
— przy czym kazdy jest rozwigzaniem, np.:
o dla a=1:[1, -1]7
o dla a=5:[5, 7]
* itd.
— jako rozwigzanie kazdy z nich spetnia wyjsciowe réwnanie:
e 2:1-1-(-1)=3
e 2:5-1-7=3
* itd.
— rozwigzanie mozna zweryfikowac takze w postaci
parametrycznej:

2-0—1(20—3)=2-a~20+3=3

40



Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« QOczywiscie rozwigzanie parametryczne mozna takze
utworzy¢ wychodzgc od zaleznosci:
X,=3/2+1/2x,
— wtedy pod x, mozemy podstawi¢ dowolng wartos¢
« wartosc te oznaczamy przez 3, co daje:
* X,=a
— wtedy:
X,=3/2+1/2x,=3/2+1/2a
— ostateczne rozwigzanie jest wiec wektorem postaci:
[3/2+1/2a, o]"
gdzie a jest dowolng wartoscig rzeczywistg
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« Pomimo réznic postaci wektory [a, 20—3]" oraz
[3/2+1/2a, o] reprezentujg to samo rozwigzanie
— dla a=—1 otrzymujemy [1, —1]T

— dla a=7 otrzymujemy [5, 7]"
— itd.

« Uwaga: pomimo faktu, ze istniejg dwie rozne postaci
rozwigzania parametrycznego, normalne rozwigzanie
uktadu rownan nieoznaczonych wymaga znalezienia
tylko jednego (dowolnego) z nich

— rozwigzujgc mozna przeksztatcac dowolne rownania
(i w dowolnej kolejnosci)
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

 Powyzszy przyktad dotyczyt jedynie dwoch rownan,
metoda rozwigzywania parametrycznego moze bycC
jednak zastosowana do rozwigzywania dowolnych
uktadoéw nieoznaczonych

* QO istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan uktadow rownan
decyduje twierdzenie Kronecker'a-Capelli'ego

— dla danej macierzy A, i wektora b,
 jezeli rank(A)<rank([ A b ]) to uktad Ax=Db jest sprzeczny
— brak rozwigzan ukfadu
 jezeli rank(A)=rank([ A b ])=n to uktad jest oznaczony
— istnieje jedno rozwigzanie tego uktadu
 jezeli rank(A)=rank([ A b ])<n to ukfad jest nieoznaczony
— istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan tego uktadu
— rozwigzania te wykorzystujg n—rank(A) réoznych parametrow
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Drugi przyktad: algebraiczne rozwigzanie uktadu
nieoznaczonego
(1) 1x,—1x,+3x3=5
(2) 2X,+1x,—5x,=7
— z (1) wynika, ze:
X1=5+1X,—3X;4
— €O po podstawieniu do (2) daje:
(2) 2(5+1%x,—3X;3)+1X,—9X3=7 = 10+2X,—6X;+1X,—5X;=7 =
= 3X,—11X;==3 = Xx,=—1+11/3x,4
— powstate rownania wskazuja, ze:
* X, zalezy od X, I X,
* X, zalezy od X,
* X, jest niezalezna (zostanie uzalezniona tylko od parametru)
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Drugi przyktad: algebraiczne rozwigzanie uktadu
nieoznaczonego c.d.:
X3=0
X,=—1+11/3a
X;=9+1(=1+11/3a)-30=5-1+11/30—3a=4+11/30—-9/30=4+2/3a,
— rozwigzaniem jest wektor postaci:
[4+2/3a, —1+11/3a, a]’
gdzie o jest dowolng wartoscig rzeczywistg
* Konkretne rozwigzania:
— dla a=3: [6, 10, 3]T
— dla a=0: [4, -1, 0]
— Itd.
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Trzeci przyktad: algebraiczne rozwigzanie uktadu
nieoznaczonego
(1) 1x,+2Xx,+1x;3+3%x,=10
(2) 1x,+0x,—5x;—1x,=12
— z (1) wynika, ze:
X1=10-2x,—1X3—3X,
— €O po podstawieniu do (2) daje:
(2) 1(10-2x,—1x5—3X%,)+0X,—5%x;—1x,=12 =
= —2X,—06X;—4X,=2 =
= X,=—1-3X;-2%, =
— powstate rownania wskazuja, ze:
* X, zalezy od X,, X; i X,
* X, zalezy od x5 i X,
* X, 1 X, Sg niezalezne (zostang uzalezniona od parametrow)
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

* Trzeci przyktad: algebraiczne rozwigzanie uktadu
nieoznaczonego c.d.:
X,=a
X3=P
X,=—1-20-3f3
X,=10-2x,—1X;—3%,=10+2+6B+4a—p—-30:=12+a+5p
— rozwigzaniem jest wektor postaci:
[12+a+503, —1-20—-3B, B, o]"
gdzie o i B sg dowolnymi wartosciami rzeczywistymi
« Konkretne rozwigzania:
— dla a=1, p=5: [38,-18, 5, 1]"
— dla a=2, p=—2:[4,1, -2, 2|
— Itd.
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Przeksztatcenie niezmiennicze wektora

Niech

— X bedzie wektorem n-elementowym
— A — macierzg o wymiarach nxn

Operacja Ax przeksztatca x w pewien inny wektor y
(czyli Ax = y)
Problem przeksztatcenia niezmienniczego:
— pytanie: czy dla danej macierzy A istniejg takie wektory x, ze Ax = x?

* uwaga: jest jasne, ze dla macierzy jednostkowej | i dowolnego wektora x
zachodzi: Ix = x, stawiane pytanie dotyczy jednakze dowolnej macierzy A

— odpowiedz: tak, dla kazdej macierzy A istnieje wektor x taki, Ax = x,
jest nim x = 0 (poniewaz dla kazdej macierzy A zachodzi: A0 = 0)
« komentarz: jest to rozwigzanie trywialne
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Przeksztatcenie niezmiennicze wektora

Pytanie: czy istniejg zatem nietrywialne rozwigzania powyzszego
problemu, a wiec takie niezerowe wektory, ktdérych przemnozenie
przez macierz A przeksztatca je na nie same? A konkretniej:

— czy istniejg takie wektory x = 0, ze Ax jest rowne x, czyli Ax = x?
Dla macierzy A z poprzedniego przyktadu:
— wektory nie bedgce rozwigzaniami problemu niezmienniczego:

B3 T o B 1
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Przeksztatcenie niezmiennicze wektora

Pytanie: czy istniejg zatem nietrywialne rozwigzania powyzszego
problemu, a wiec takie niezerowe wektory, ktdérych przemnozenie
przez macierz A przeksztatca je na nie same? A konkretniej:

— czy istniejg takie wektory x = 0, ze Ax jest rowne x, czyli Ax = x?
Dla macierzy A z poprzedniego przyktadu:
— wektory bedgce rozwigzaniami problemu niezmienniczego:

F 15 Y B o M
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Przeksztatcenie niezmiennicze wektora

« Okazuje sie, ze macierz moze przeksztatcacC niezerowy wektor x
na wektor proporcjonalny do x (roznigcy sie od x pewng niezerowg
statg, czyli wspodtliniowy z x)

« Aby poszukiwac tak przeksztatcanych wektorow problem
przeksztatcenia niezmienniczego mozna uogolni¢ do postaci:

— czy istniejg takie wektory x = 0, ze Ax jest proporcjonalne do x,
czyli Ax = sx? (gdzie s jest roznym od zera skalarem)
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Przeksztatcenie niezmiennicze wektora

Pytanie: czy istniejg zatem nietrywialne rozwigzania powyzszego
problemu, a wiec takie niezerowe wektory, ktdérych przemnozenie
przez macierz A przeksztatca je na ich inne wersje? A konkretniej:

— czy istniejg takie wektory x = 0, ze Ax jest rowne sx, czyli Ax = sx?
Dla macierzy A z poprzedniego przyktadu:
— wektory bedgce rozwigzaniami problemu niezmienniczego:

B M s e R A R

1
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Przeksztatcenie niezmiennicze wektora

Zakfadajgc, ze k=[k,,k,, ..., k.]", rozwigzania ,Scistego” problemu
przeksztatcenia niezmienniczego mozna poszukiwac zapisujgc
| rozwigzujgc rownanie:

Ak =k
lub rownowazng mu postac:

(A-Dk = 0
Podobnie, rozwigzania problemu przeksztatcenia
proporcjonalnosciowego mozna poszukiwac rozwigzujgc:

Ak = sk
lub rownowazng mu postac:

(A-Is)k = 0
Jezeli w powyzszym rownaniu za wspotczynnik proporcjonalnosci s
przyjmie sie wartos¢ wtasng A macierzy, to niezerowe rozwigzanie

tego rownania nazywa sie wektorem wltasnym macierzy
(odpowiadajgcym wartosci wtasnej A)
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Wektory wtasne macierzy

 Poniewaz kazda macierz o rozmiarze nxn posiada co
najwyzej n (niekoniecznie réoznych) wartosci wtasnych,
to oznacza to, ze macierz ta posiada takze co najwyzej
n (niekoniecznie roznych) wektorow wiasnych

» Wektor wiasny macierzy to taki niezerowy wektor,
ktory w wyniku przemnozenia przez te macierz ulega
przeksztatceniu na wektor proporcjonalny do samego
siebie (a wiec nie zmienia ,kierunku” /choC¢ moze zmienic
dtugosc/)
— wspotczynnikami proporcjonalnosci sg odpowiednie wartosci
wtasne macierzy

— jezeli jedna z wartosci wtasnych macierzy jest rowna 1,
to istnieje wektor wtasny tej macierzy, ktory w wyniku
przemnozenia przez te macierz nie ulega zmianie
(przeksztatcenie identycznosciowe)
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Wektory wtasne macierzy
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Wektory wtasne macierzy
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Whasciwosci wektorow wiasnych

« Wektory wtasne sg niezerowymi rozwigzaniami
nastepujgcego rownania:
(A—IA)k = 0 (gdzie A\ jest wartoscig wtasng macierzy A)
CO pocigga za sobg nastepujace konsekwencje:

— jezeli k jest wektorem wilasnym, to jest nim takze kazdy wektor
postaci sk, gdzie s jest niezerowym skalarem (wspoétczynnikiem
proporcjonalnosci)

— poniewaz wartosci wtasne A macierzy sg tak dobrane,
aby wyznacznik macierzy A—IL wynosit O, to rozwigzanie k
rownania (A-IL)k = 0 jest okreslone niejednoznacznie
(istnieje wiele takich rozwigzan)
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Obliczanie wektoréw wtasnych -- przyktad

* Przykiad

— A, =1, lewe strony réwnan

2 2o WG SHo Tl

_ A | — — q1- — :
2 0 1 k| (|2 01| )|k| |21
— ukfad rownan:

2k +k, = 0

2k +k, = 0

— rozwigzanie (parametryczne, parametr o)
K, =a

k| [2k+k,
k, | |2k+k,

o

k, = —2K, {
-2

— odpowiadajgcy wektor wtasny -- kazdy wektor postaci:

J
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Obliczanie wektoréw wtasnych -- przyktad

* Przyktad (c.d.)

— Ay =4, lewe strony réwnan

(SR N O N A
2 21101 k| [2 210 1] J|k| |2 -2
— uktfad réwnan:

—k,+k, =0

2k,—2k, = 0
— rozwigzanie (parametryczne, parametr [3)

Ky =P

K, = Ky
— odpowiadajgcy wektor wtasny -- kazdy wektor postaci: Ej

k] [—k+k,
k, | |2k—-2k,
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Obliczanie wektoréw wtasnych -- przyktad

* Rozwigzanie (postac¢ ogolna)
— wektor wtasny odpowiadajgcy wartosci 7»1=1:{ Z }
—20

— wektor wtasny odpowiadajgcy wartosci A,=4: Ei

* Rozwigzanie (posta¢ szczegolna dla a=1, =1)

— wektor wiasny odpowiadajgcy wartosci A,=1: { 12}

— wektor wtasny odpowiadajgcy wartosci A,=4: m
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