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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Wyznacznik macierzy

« Geometryczna interpretacja wyznacznika macierzy



Wyznacznik macierzy

Pole(R) = a
=(a+b)(c+d)-2(ac/2 + bc + bd/2) =
=(a+b)(c+d)—ac-2bc-bd=
=(a+b)c+(@a+b)d-ac—-2bc-bd-=
=ac+bc+ad+bd-ac-2bc-bd=
=ad - bc



c+d

[0,1]"

Wyznacznik macierzy

a

[1.1]"

or

———

R

[0,0]"

[1,01"

a a+b



Wyznacznik macierzy

* Niech dana bedzie macierz

lab]
lcd]

gdziea>0,b>0,c>0id>0

(ale ponizszy wynik uogolnia sie takze na inne wartosci)



Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (w znaczeniu: mnozenie)
macierzy (przeksztatcajgcej)[a b ; cd]
na wektory [0, 0], [1, O], [O, 1], [1, 1]"

b
cd]
Pre
cd]
b
cd]
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cd]
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Wyznacznik macierzy

 To samo mnozenie w (bardziej zwartym) zapisie
macierzowym:

labl[0101]=[0aba+b]

lgdlloox [0cd
macierz
danych
. wyjsciowych
macierz (obiekty
danych w kolumnach)
wejsciowych
(obiekty
w kolumnach)

macierz
przeksztatcajgca




A Wyznacznik macierzy

c+d ° - [a+b,c+d]

[b,d]" .

d
R

[0, 1T (/— 1,117

{K _____________________ [acl" | ¢

""""""" >
[0,0]7 (1,07 a atb
Efekt mnozenia przez[ab]

lcd]
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Wyznacznik macierzy

c+d ° i [a+b,c+d]"
[b,dJ" /
d
g
R
04T AT

[0,0]"

[
XK(/ [acl” | ¢

[1,0]" a a+b

Przeksztatcenie dotyczy

wszystkich punktow kwadratu, a nie tylko jego wierzchotkow

(dzieki temu, ze przeksztatcenie liniowe kombinaciji liniowej jest

kombinacjg liniowg przeksztatcen liniowych) 12



Wyznacznik macierzy

« Uwaga:

— pytanie: czym réznig sie wierzchotki figury wypuktej
od wszystkich pozostatych punktow tej figury?

« klasyczne pytanie analizy wypukte;
— odpowiedz: wierzchoftki figury wypuktej sg trywialnymi
kombinacjami wypuktymi jej innych punktow
(ale nie sg zadnymi innymi kombinacjami wypuktymi tych
punktow, w szczegolnosci nie sg kombinacjami wypuktymi
o wspotczynnikach dodatnich wierzchotkow tej figury)
* W 0golnosci jednak mozna powiedziec€, ze kazdy punkt figury
wypuktej jest (jakgs) kombinacjg wypuktg (w tym: trywialng
kombinacjg wypuktg) wierzchotkow tej figury

13



Wyznacznik macierzy

« Kazdy punkt kwadratu K jest (jakgs) kombinacjg wypuktg
(czyli: kombinacjg liniowg) wierzchotkow tego kwadratu;
W zapisie macierzowym:
s, |
'x1=l01011]s,
ly] [0011]]s,
s,
* Rezultatem przeksztatcenia jest wiec
s, |
[abllx1=[abl[0101]]s,
lcdlly ] lcdlloo11]]s,
s,
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Wyznacznik macierzy

« Z wilasciwosci fgcznosci mnozenia macierzy wynika:

[ab]
lcd]

/‘

-

o0 ( \

[0101]] s,
1001 1]]

s,

= [lablflo101] s,
lcd]l0011]

-

wspotczynniki
kombinacji wypuktej

s, s,

| =[0abatblls,
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Wyznacznik macierzy

« Z wiasciwosci fgcznosci mnozenia macierzy wynika:

/‘

fabll0101]]s,|| =

Lcd]|0 0\1\JLS3
- Sl —

Whniosek:

s,]

1

/‘

s

[abl[0101] s,/ =T0oab

wierzchotki
kwadratu K

Lc 011l s,] Lo
/|_S4_

wierzchofki
rownolegtoboku R

s,

a+bl| s,

c+d]| s,

s,

— kazdy punkt rownolegtoboku R jest (jakgs) kombinacjg wypuktg
wierzchotkow tego rownolegtoboku; a wiec (caty) ten
rownolegtobok jest przeksztatceniem (catego) kwadratu K
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Wyznacznik macierzy

c+d ° i [a+b,c+d]"
[b,dJ" /
d
g
R
[0,1] [1.1]

/ [acl | ¢

[0,0]"

[1,0]" a a+b

Kwadrat jednostkowy K (pole: 1)
Zmienia sie w
rownolegtobok R (pole: ad — bc)
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Wyznacznik macierzy
h b a [a+b,c+d]T
[b,d]"
d
d
R
[0,1] [1.1]" c
[a,c]’
>
[0,0]" [1,0] a a+b
Kwadrat jednostkowy K (pole: 1)
Zmienia sie w

rownolegtobok R (pole: ad — bc)
(inny przypadek)
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Wyznacznik macierzy
c+d ° - [a+b,c+d]
[b,d]"
d
d
R
[0,1] [1,1T -
[a,c]’
>
[0,0] [1,0] a a+b
Pytanie: a co bedzie, gdy
ad — bc =07
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A Wyznacznik macierzy

b a [a+b,c+d]

c+d

b,d]" d

y/ oo
[0,1]" ; ©

[0,0]7 10 a a+b

Przypadek ad — bc =0



A Wyznacznik macierzy

b a [a+b,c+d]

c+d

b,d]" d

y/ oo
[0,1]" ; ©

[0,0]7 10 a a+b

Kwadrat jednostkowy K (pole: 1)
degeneruje sie do
odcinka (pole: 0)
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Wyznacznik macierzy

Whiosek:
mnozenie przez macierz przeksztatcajgca

0 wyznaczniku zerowym kompletnie ,sptaszcza”
kwadrat jednostkowy!

Operacja taka

— bezpowrotnie ,niszczy”’ (a mowigc mniej dramatycznie: zeruje)
jeden wymiar kwadratu (degeneracja)

| W rezultacie

— przestaje byc¢ funkcjg réznowartosciows,
a wiec nie istnieje operacja do niej odwrotnal

22



A Wyznacznik macierzy

b a [a+b,c+d]

c+d

b,d]" d

y/ oo
[0,1]" ; ©

[0,0]7 10 a a+b

Pytanie: a co bedzie, gdy
ad - bc<0?




Wyznacznik macierzy
b a T
ctd | [a+b,c+d]
d
d
[a,c]’ /
[0,1]7 y/{’/?/ C
>
[0,0]" [1,0]"a a+b
Pole(R) < 07?
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Wyznacznik macierzy

b

a

c+d

V

/

Pole(R) = bc — ad = —(ad — bc)

a+b
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Wyznacznik macierzy

« Zaleznosc ta uogolnia sie na wieksze liczby wymiarow
n=3
n=4

26
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Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T, [O, 1]T, [1, 1]"

— przypadek:a=1,d =1

[10]1[0101] = [0101]
A l01]l001 1] (0011]
[0,1]7 [1.1]°
]
>

[0,0]"

[1,0]"
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Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T,

— przypadek:a>1,d =1

[0,1]"

[1,1]" ---» [a,1]T

a

[0,0]"

[1,0]" ---» [a,0]"

0, 11", [1, 1]

- [0a0a]

(0011]
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Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T, [O, 1]T, [1, 1]"

— przypadek:a=1,d>1

A
[OAd]T

0T

[1,4d]T

AT

[10][0101] = [0101]
lodlloo11]  [00dd]

[0,0]"

[1,0]"
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Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
0, 11", [1, 1]

[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T,
<

— przypadek:a>1,d>1 % S
[101[0101] = [0a0al
A lodlloo11] l00dd]
0T Ly o
oA AT
K
>

[0,0]" [1,0]" ---» [a,0]"




Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej

[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T, [O, 1]T, [1, 1]"
— przypadek:a<1,d =1 N
[a0][0101] = [0a0al
l01]l001 1] [0011]

[0,1]" [a,11_-[1,1]T

A .

[0,0]"[a,0-[1,0]"




Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T, [O, 11T, [1, 1]"
— przypadek:a=1,d <1

[101f0101] = [0101]

lod]lo0 11 [00dd]

AT [T
vl [ « v

[0,0]" [1,0]"
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Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
0, 11", [1, 1]

[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T,
<

— przypadek:a<1,d <1 % S
[a0l[0101] = [0a0al
A lodlloo11. |00dd]

[0,1] [1.177

: ,
0'dl"
[0,d] glw‘d]] X

10,01"[a, 0 {1,0]"




Wyznacznik macierzy

 Interesujgce przypadki (degeneracja kwadratu)



Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej

[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T, [O, 11T, [1, 1]"
— przypadek:a=0,d =1 N
[o0][0101] = [0000]
A l01]l001 1] [0011]

[0,1]T - [1,1]

K
>
[0,0] - [1,0]




Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T, [O, 11T, [1, 1]"
— przypadek:a=1,d=0

[101/[0101] = [0101]
A looJloo11]  [0000
[0,1]7 [1.1]°
Neal
>

oo [
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Wyznacznik macierzy

« Dziatanie (przeksztatcajgcej) macierzy diagonalnej
0, 11", [1, 1]

[a 0 ; 0 d] na wektory [0, O]7, [1, O]T,
<

— przypadek:a=0,d=0 % >
[001[0101] = [0000]
A LooJLoo_ (0000]
[0,1]7 1,117
1 K/’/
~ >

[0.0]T%—[1,0]"



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A,=[a0],gdziea>0id>0 (wogdlnosci:a=0id=0)
[0d]

— przeksztatca kwadrat w prostokat

— det(A;) =ad - 0-0 =ad > 0 (w ogolnosci: ad = 0)

39



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A, =[a 0], gdzie a> 0 (w ogdlnosci: a = 0)
loo]

— redukuje kwadrat do odcinka
— det(A,)=a0-00=0

40



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A, =[00], gdzie d > 0 (w ogdlnosci: d = 0)
[0d]

— redukuje kwadrat do odcinka
— det(A,)=0d-00=0

41



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A,=/00]

loo]
— redukuje kwadrat do punktu
— det(A;)=00-0-0=0

42



Wyznacznik macierzy

« Ewidentna zaleznosc:
— niezerowy wyznacznik < zachowany wymiar figury



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A,=[a0],gdziea>0id>0 (wogdlnosci:a=0id=0)
[0d]

— ,konwersja”: 2 wymiary — 2 wymiary

— det(A;) =ad - 0-0 =ad > 0 (w ogolnosci: ad = 0)

44



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A, =[a 0], gdzie a> 0 (w ogdlnosci: a = 0)
Loo]

— ,konwersja”: 2 wymiary — 1 wymiar

— det(A,)=a:0-00=0

45



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A, =[00], gdzie d > 0 (w ogdlnosci: d = 0)
L0d]

— ,konwersja”: 2 wymiary — 1 wymiar

— det(A,)=0d-00=0

46



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A,=100]

[00]
— ,konwersja”: 2 wymiary — 0 wymiaréw
— det(A;)=0-0-00=0

47



Wyznacznik macierzy

* Brak zaleznosci pomiedzy wyznacznikiem
a liczbg wymiarow powstatej figury
— istnieje jednak charakterystyka, ktora odzwieciedla te liczbe



Wyznacznik macierzy

* Brak zaleznosci pomiedzy wyznacznikiem
a liczbg wymiarow powstatej figury
— istnieje jednak charakterystyka, ktora odzwieciedla te liczbe

* jest to tzw. rzad macierzy (rozmiar najwiekszej
podmacierzy o wyznaczniku niezerowym)

— wiecej o rzedzie macierzy: przy okazji :-)



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A,=[a0],gdziea>0id>0 (wogdlnosci:a=0id=0)
L0d]

— ,konwersja”: 2 wymiary — 2 wymiary

— rank(A;) = 2

50



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A, =[a 0], gdzie a> 0 (w ogdlnosci: a = 0)
Loo]

— ,konwersja”: 2 wymiary — 1 wymiar

— rank(A,) = 1

51



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A, =[00], gdzie d > 0 (w ogdlnosci: d = 0)
L0d]

— ,konwersja”: 2 wymiary — 1 wymiar

— rank(A,) =1

52



Wyznacznik macierzy

* Wybrane macierze i ich charakterystyki

A,=100]

[00]
— ,konwersja”: 2 wymiary — 0 wymiaréw
— rank(A,) =0

53



Wyznacznik macierzy

* A wiec pod tym wzgledem wyznacznik ustepuje rzedowi
— W 0golnym przypadku A = diag(a,d)

* wyznacznik macierzy diagonalnej jest iloczynem jej elementow
diagonalnych: det(A) = det(diag(a,d)) = a-d

» rzgd macierzy diagonalnej jest liczbg jej niezerowych elementow
diagonalnych: rank(A) = det(diag(a,d)) = (a=071:0)+(d+071:0)

— rzad specyfikuje jednoznacznie rozmiar generowanej figury

— wyznacznik przekazuje w tym przypadku mniej informacii,
poniewaz wiadomo jedynie, ze
» gdy rank(A) = 2, to det(A) # 0
» gdy rank(A) < 2,todet(A)=0

— bo w iloczynie wystepuje przynajmniej jedno zero



Wyznacznik macierzy

* Ale w tej sytuacji wystepujg jeszcze lepsze
charakterystyki macierzy diagonalnej
— S3 nimi poszczegolne wartosci jej przekatne;
 nie tylko liczba wymiarow, ale takze ktore wymiary
» jezelia = 0, to pierwszy wymiar jest zachowany
» jezelid = 0, to drugi wymiar jest zachowany



Wyznacznik macierzy

« W ogolnym przypadku (macierz diagonalna nxn)
— A =diag(a,, a,, ..., a,)
* wyznacznik macierzy diagonalnej jest iloczynem jej elementow
diagonalnych: det(A) = det(diag(a,, a,, ..., a,)) = a,-a,"...-a,
» rzgd macierzy diagonalnej jest liczbg jej niezerowych elementow
diagonalnych: rank(A) = det(diag(a,, a,, ..., a,)) = 2.(a=071:0)
— jednoczesnie:
» gdy rank(A) = n, to det(A) =0
» gdy rank(A) <n, todet(A)=0
— bo w iloczynie wystepuje przynajmniej jedno zero
— jezeli a, # 0, to i-ty wymiar jest zachowany



Wyznacznik macierzy

* W ogolnym przypadku (macierz diagonalna nxn)
— ujemne wartosci przeksztatcajgcej macierzy diagonalne;
A =diag(a,, a,, ..., a,) sa takze dopuszczalne

« wartosc¢ a, < 0 powoduje, ze przeksztatcona figura bedzie odbiciem
lustrzanym (wzgledem i-tej osi wspotrzednych) figury oryginalnej
(ale jej rozmiary zostajg zachowane)

+ o deformacji przeksztatcanych figur decydujg wigec wartosci |a|



Wyznacznik macierzy

« Ostatnia uwaga
— jezeli elementy macierzy diagonalnej A = diag(a,, a,, ..., a,)
spetniajg
2yl = lay| = .. = [a,| (réwne)
» to przeksztatcenie reprezentowane przez te macierz
nie deformuje przeksztatcanych figur (nie zmienia ich proporcji)
la,| = |a,| = ... = |a,| (W przyblizeniu rowne)
» to przeksztatcenie reprezentowane przez te macierz
lekko deformuje przeksztatcane figury
|a, | <>|a,| <> ... <>|a| (rézne)
 to przeksztatcenie reprezentowane przez te macierz
mocno deformuje przeksztatcane figury



Wyznacznik macierzy

« Ostatnia uwaga
— im wieksze nierownosci wsrod wartosci |a|
+ im wieksza najwigeksza wartosc¢ |aj|
a im mniejsza najmniejsza wartosc |a||
tym wieksza deformacja przeksztatcanych figur
— miarg deformacji mogtoby by¢ wiec np. ¢ = max;(|a)|)/min.(|a;|)
* W ogolnosci c > 1
» gdy c = 1, to zadna deformacja nie zachodzi
» gdy ¢ = w lub ¢ = NaN, to figura traci przynajmniej jeden wymiar
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Wielomiany

* Pojecia analizy wielomianowej
— postaci wielomianow
— metody interpolacyjne
— miejsca zerowe
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Elementy analizy spektralnej

« Z pewnych wzgleddw wyznacznik ma znaczenie
kluczowe, szczegolnie gdy dotyczy macierzy
przeksztatcajgcych

— powod: mozna na jego podstawie wywnioskowac,
czy przeksztatcenie jest odwracalne (tak, gdy det(A) = 0)
 tatwa interpretacja geometryczna (pole figury przeksztatconej)

— teoretycznie odpowiedz na to pytanie jest prosta:
albo det(A) = 0 albo det(A) =0

— w praktyce jednak problem ten jest bardziej ztozony
(ze wzgledu na niedoktadnosci numeryczne)

— dodatkowo jednak:

* istniejg macierze nieosobliwe, ktore posiadajg dowolnie mate
wyznaczniki, np. macierz -1, gdzie ¢ jest matg liczbg

» do okreslenia praktycznej mozliwosci znalezienia macierzy
odwrotnej do A stosuje sie inne wspotczynniki charakteryzujgce
macierz A (np. cond(A))
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Elementy analizy spektralnej

« W wyidealizowanym przypadku do ustalania,
czy macierz posiada odwrotnos¢ mozna postugiwac
sie wyznacznikiem tej macierzy

« (Gdy det(A) = 0 to operacja Ax jest odwracalna,
CO O0znacza, ze na podstawie y mozna odtworzyc
takie x, ze y = Ax

— metoda: rozwigzanie uktadu rownan

64



Elementy analizy spektralnej

« Zatozmy, ze wyznacznik pewnej macierzy jest rozny
od zera, ale bliski zeru (i wynosi np. 0.00001)
— jakie cechy elementow tej macierzy decydujg o tym, ze tak jest?
— jak krotko scharakteryzowac wartos¢ wyznacznika macierzy

w kategoriach wartosci jej elementow?

* co tgczy elementy macierzy oraz wartosc jej wyznacznika
(oprocz definicji, ktora jednak jest na tyle skomplikowana,
ze trudno o jej interpretacje w tych kategoriach)?

* jakie przeksztatcenie elementow macierzy doprowadzi jej
wyznacznik do wartosci zero (oprocz trywialnego przemnozenia
przez zero)?

« Powstaje pytanie: jak skutecznie kontrolowac
wartos¢ wyznacznika macierzy?
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Elementy analizy spektralnej

* Analiza wyznacznika

— zerowa wartosc

* metody prostsze
— odkrycie zerowej linii macierzy
— odkrycie zduplikowanej linii macierzy
» metody bardziej skomplikowane (ale ogdlniejsze)
— odkrycie przeksztatcenia, ktore przeksztatci
i-tg linie macierzy w j-tg linie tej macierzy
— dzieki takim odkryciom otrzymujemy wnioski stwierdzajace, czy
wyznacznik jest zerowy, a jezeli nie, co by trzeba zrobi¢ aby byt
zerowy — odkryte przeksztatcenia mozna poddawac dalszym,
systematycznym badaniom
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Elementy analizy spektralnej

* Problem kontroli linii macierzy ma pewne rozwigzanie
szczegolne, ktore zostato wybrane z wielu potencjalnie
mozliwych i lezy u podstaw tzw. analizy spektralnej
macierzy:

— pytanie: jakie linie kontrolowac? (wiersze/kolumny?)
» odpowiedz: zarobwno wiersze, jak i kolumny

— pytanie: ktére wiersze/kolumny poddawac przeksztatceniom?
» odpowiedz: wszystkie

67



Elementy analizy spektralnej

» Dalsze pytania i odpowiedzi przedstawiajg sie
nastepujaco:
— pytanie: jak kontrolowac elementy macierzy? mnozyc/dzieli¢
przez pewien parametr? dodawac/odejmowac parametr?
« odpowiedz: przez odjecie parametru od wartosci elementu
— pytanie: ile parametrow zastosowac¢ do kontrolowania macierzy
o rozmiarach nxn? (min: 1 parametr, max: n? parametréw)

» odpowiedz: zastosowacC minimalng liczbe parametrow, ktora
umozliwia kontrolowanie kazdego wiersza i kazdej kolumny

— pytanie: od ktorych elementéw macierzy odjg¢ parametr?

» odpowiedz: od wszystkich elementow gtdwnej przekatnej macierzy
(pozwala to na kontrolowanie (jednego) elementu w kazdym wierszu
i kazdej kolumnie)
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Elementy analizy spektralnej

* llustracja parametryzacji macierzy A = [a;], i=1..4, ]=1..4

14—\ A1z dq3 A1g
Py Qg —A dp3 Aoq
Ay as, Ag3—A Ay
Ay Ay dy3 Ay~
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Elementy analizy spektralnej

* Sparametryzowang wersje macierzy A mozna zapisac
w postaci wyrazenia macierzowego: A—IA

* Macierz A—I\ ta nosi nazwe macierzy charakterystycznej
macierzy A

* Macierz charakterystyczna jest takze macierza
kwadratowg, mozliwe jest wiec zdefiniowanie
wyznacznika tej macierzy: det(A—IA\)

— poniewaz macierz charakterystyczna jest zalezna od parametru
A, sprawdzenie, czy jej wyznacznik jest rowny zero jest mozliwe
dopiero po przypisaniu konkretnej wartosci parametrowi A

— inna, ciekawa mozliwosc: ustalenie takiej wartosci parametru A,
dla ktérej wyznacznik macierzy jest rowny zero
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Elementy analizy spektralnej

« Zalezne od A rownanie det(A-IL.) = 0 nazywa sie
rownaniem charakterystycznym macierzy A

» Dla macierzy o rozmiarach nxn lewa strona tego
rownania jest wielomianem stopnia n (co wynika
z metody obliczania wyznacznika macierzy)

* Rozwigzaniem tego rownania jest n (niekoniecznie
roznych od siebie) wartosci (w ogolnosci) zespolonych
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Elementy analizy spektralnej

* Rozwigzania rownania charakterystycznego macierzy
nazywane sg wartosciami witasnymi tej macierzy
— niem. eigenwert (wartos¢ charakterystyczna, dost. wtasna)
— ang. eigenvalue (z niem.)

« /Zbior wartosci wtasnych macierzy nazywa sie widmem
tej macierzy (inna nazwa: spektrum macierzy)

« Wartosci wtasne informujg jednoznacznie o tym,
co nalezy odjgC od przekatnej macierzy, aby
doprowadzic jej wyznacznik do zera
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Elementy analizy spektralnej

* Poniewaz widmem (zbiorem wartosci wkasnych) macierzy
jest zbior zer pewnego wielomianu, wartosci te moga
w ogolnosci byc:
— zespolone
— wielokrotne
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Elementy analizy spektralnej

* W niektorych sytuacjach wiadomo wiecej

— jezeli macierz zawiera jedynie wartosci rzeczywiste, a wartosci

wtasne sg zespolone, to wystepujg one w sprzezonych ze sobg
parach

— jezeli macierz jest symetryczna to wszystkie jej wartosci witasne
sg liczbami rzeczywistymi

— jezeli macierz jest macierzg o dominujgcej przekatnej to wartosci
wtasne sg niezerowe

— jezeli macierz jest macierzg Grama to wartosci wtasne
sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi

— itp.
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Elementy analizy spektralnej

Obliczy¢ wartosci wtasne nastepujgcej macierzy A = ; ;

3-4 1
Macierz charakterystyczna A-I\ { 2 9 J

Wielomian charakterystyczny (po zastosowaniu wzoru
na wyznacznik macierzy o rozmiarach 2x2):

det(A-IA) = (3-1)(2-A) =21 =6 -3 A =21+ A\2—2:1=22-5) + 4
Rownanie charakterystyczne (w tym przypadku kwadratowe):
A2—BAT+4)00=0
Rozwigzanie powyzszego rownania kwadratowego:
Wyroznik rownania: (-5)-(-5) - 4:1:4=25-16=9
~(9-40 _5-3_2_, 22:—(—5)+\6:5+3:§:
21 2 2 2-1 2 2

4

A =
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Elementy analizy spektralnej

« Zbiorem wartosci witasnych macierzy A jest {1, 4}
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Elementy analizy spektralnej

« Co sie dzieje po zastosowaniu kazdej z tych wartosci
(czyli odjeciu jej od elementow gtownej przekatnej)?

A=

o Y[ O (A
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Elementy analizy spektralnej

30
Obliczy¢ wartosci wlasne nastepujgcej macierzy A = {O 2}

3-4 0
0 2-4

Macierz charakterystyczna A—IA {

Wielomian charakterystyczny (po zastosowaniu wzoru
na wyznacznik macierzy o rozmiarach 2x2):

det(A-IL) = (3—-1)-(2-1)

Roéwnanie charakterystyczne (w tym przypadku kwadratowe):
(3-1)(2-1) =0

Rozwigzanie powyzszego rownania kwadratowego:
Ay=3,4,=2
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Elementy analizy spektralnej

« Co sie dzieje po zastosowaniu kazdej z tych wartosci
(czyli odjeciu jej od elementow gtownej przekatnej)?

A=3:

R
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Elementy analizy spektralnej

« Wartosci wikasne macierzy charakteryzujg sie wielkg liczbg
wtasciwoscCi
— trywialnych, m.in.:

 jezeli jakas wartos¢ wtasna jest rowna zero to wyznacznik macierzy
jest takze rowny zero

— oraz nietrywialnych, m.in.:
« suma wszystkich wartosci wtasnych jest rowna sladowi macierzy
* iloczyn wszystkich wartosci wtasnych jest rowny wyznacznikowi macierzy
« wszystkie minory gtéwne dajg sie wyrazic¢ jako odpowiednie sumy iloczynow
wartosci wtasnych

 jezeli maksymalna wartos¢ bezwzgledna z wartosci wtasnych jest mniejsza
od jeden, to nieskonczona potega macierzy nie rosnie nieograniczenie

» jezeli wszystkie wartosci wkasne sg rowne zero, to pewna potega macierzy
jest macierzg zerowg
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Elementy analizy spektralnej

 Macierz i jej rownanie charakterystyczne

— okazuje sie, ze rownanie charakterystyczne kazdej macierzy
posiada pewne dos¢ specyficzne rozwigzanie: jest nim
mianowicie sama macierz!

* innymi stowy: kazda macierz spetnia swoje rownanie
charakterystyczne (jest to tzw. twierdzenie Cayleya-Hamiltona)

+ GdyA=|} )| to A speinia A~ 5AT + 4A° = 0

o s O AR P PO P

.
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