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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Charakterystyki skalarne macierzy

» Sladem macierzy A, = [a;] nazywamy
sume a,, + ... + a,
— uwagi
— oznaczenia tr(A), trace(A), t(A), Sp(A), S(A)
 trace — slad (ang.)
 die Spur — slad (niem.)



Charakterystyki skalarne macierzy

 Wiasciwosci sladu
tr(AB) = tr(BA)
tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA)

— cykliczna rotacja czynnikow






Funkcje macierzowe

* Funkcje macierzowe
AP (potegowanie)
A'® (pierwiastkowanie)
A-'" (odwracanie)
A-* (potegowanie odwrotnosci)
eA = exp(A), sin(A), cos(A) ... (rozne funkcje)



Funkcje macierzowe

* Potegowanie macierzy
— iloczyn macierzy jako ztozenie operatorow liniowych
A(AX) = (AA)X = A2X
— dwukrotne przemnozenie danych przez macierz moze by¢
realizowane jako przemnozenie przez kwadrat tej macierzy

— potegi macierzy mogg by¢ wiec obliczanie w celu ustalenia
wpltywu wielokrotnych przeksztatcen na dane



Funkcje macierzowe

* Dygresja
— jezeli p —> o, to istniejg
» skalary s takie, ze sP -
oraz
« skalary z takie, ze zP — 0O
— co decyduje?
— pytanie: jak zachowujg sie w tej sytuacji macierze?
* CO sie dzieje z AP gdy p — «©?
A — [x, ..., ©; ...; 0, ..., 0]?
— czy
A — 0O?
— co decyduje?
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Funkcje macierzowe

* Potegowanie macierzy

— promien spektralny macierzy — odpowiednik wartosci
bezwzglednej liczby

« dla skalara a
— jezelila]<1toa*=0
— jezelila|>1toa*= 0

« dla macierzy A
— jezeli|A] < 1to A*=0
— jezeli |A| > 1to A*= O
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Funkcje macierzowe

* Pierwiastkowanie macierzy

— macierz B nazywamy pierwiastkiem p-tego stopnia
z macierzy A gdy B = A
« uwaga: pierwiastki macierzy nie sg okreslone jednoznacznie!
— najbardziej popularny pierwiastek (kwadratowy): BZ = A
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Funkcje macierzowe

* Obliczanie poteg odwrotnosci macierzy
AP = (A—1 )p = (Ap)—1
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Funkcje macierzowe

* Ro6zne funkcje
eA, sin(A), cos(A), ...
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Funkcje macierzowe

* Definicja funkcji macierzowych nie jest definicjg
,po-elementowq’, tzn.:

C

sinﬂa SB nie jest zdefiniowane jako ({Sin@) Sin@D

sing) sing)

— uzasadnienie:

gdyby tak byto, to funkcje macierzowe nie spetniatyby zaleznosci
wtasciwych tym funkcjom

np.: poniewaz dla kazdego skalara a zachodzi
sin?(a) + cos?(a) = 1

dla kazdej macierzy A powinno zachodzic:
sin?(A) + cos?(A) = | (macierz jednostkowa)

tymczasem przy definicje ,po-elementowej” zachodzitoby
sin?(A) + cos?(A) = E (macierz jedynek)
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Funkcje macierzowe

« Dlatego stosuje sie definicje oparte na szeregach
(ktore wykorzystujg potegowanie macierzy) np.:

eh = (1/0)A0 + (1/1)A" + (1/2)A2 + (1/31)A%+ ...
sin(A) = (1/11)A" — (1/31)A3 + (1/51)A5 — (1/7)AT+ ..
cos(A) = (1/01)A° — (1/21)A2 + (1/4)A% — (1/61)AS+ ...

— (wymagana jest kontrola zbieznosci)
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Macierz odwrotna do danej macierzy

Macierzg odwrotng do macierzy A nazywamy macierz B
spetniajacg AB = BA = |
— uwagi
— rownosc spetniona tylko dla kwadratowych Ai B
— inna nazwa macierzy odwrotnej do A: odwrotno$S¢ macierzy A
— o0znaczenie macierzy B (odwrotnosci A): A~



Macierz odwrotna do danej macierzy

« Macierz odwrotna do A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 0
— uzasadnienie
— det(A) # 0 = istnieje macierz odwrotna do A
(pominiete)



Macierz odwrotna do danej macierzy

* Macierz odwrotna do A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy...
— uzasadnienie
— istnieje macierz odwrotna do A = det(A) # 0
(pominiete)



Macierz odwrotna do danej macierzy

« Jezeli istnieje macierz odwrotna do macierzy A, to jest ona unikalna

uzasadnienie

niech macierze B i C bedg macierzami odwrotnymi do macierzy A
macierzg odwrotng do macierzy A nazywamy macierz B spetniajgcg
AB = BA = | [ref]

czyliAB=BA=lorazAC=CA=1

z powyzszego wynika AB = AC, a wiec

AB=AC = BAB=BAC < IB=IC < B=C

whniosek: macierz odwrotna do A jest unikalna



Macierz odwrotna do danej macierzy

 Macierz B jest odwrotna do macierzy A wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz A jest odwrotna do macierzy B

— uwagi
— A'=BiB'=A,czyli(A")1"=A
— uzasadnienie
(bezposrednio z definicji i faktu unikalnosci macierzy odwrotnej)



Macierz odwrotna do danej macierzy

o det(A") = 1/det(A)
— uzasadnienie
— det(AB) = det(A)det(B) [ref]
— mamy wiec det(A-'A) = det(A-1)det(A)
— macierzg odwrotng do macierzy A nazywamy macierz B
spetniajgcg AB = BA = | [ref]
— det(l) = 1 [ref]
— czyli det(A-1A) = det(l) = 1
— zatem det(A-")det(A) = 1
— macierz odwrotna do A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 0 [ref]
— czyli det(A) = 0, a to pozwala na obustronne podzielenie przez det(A)
— whniosek: det(A-1) = 1/det(A)



Macierz odwrotna do danej macierzy

(AB)' = B AT
— uzasadnienie
— macierzg odwrotng do macierzy A nazywamy macierz B
spetniajgcg AB = BA = I [ref]
— czyli
AB(AB)'= ABB-'A-1 = AIA-1 = AA-1 = |
— wniosek: (AB)-' = B-1A-1



Macierz odwrotna do danej macierzy

« Jezeli AB =BA, to (AB)' = A-'B

— uwagi

— macierze A i B spetniajgce AB = BA nazywa sie komutujgcymi

— uzasadnienie

— macierzg odwrotng do macierzy A nazywamy macierz B
spetniajgcg AB = BA = I [ref]

— czyli
AB(AB)' = ABA-'B-

— ale (z zatozenia) AB = BA, a wiec
ABA-'B-'= BAA'B-"=BIB-"=BB-"' = |

— whniosek: (AB)-1 = A- 1B



Macierz odwrotna do danej macierzy

o (A-N)T = (AT)
— uzasadnienie
(pominiete)
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Podstawy rozktadu EVD

Niech dla danej macierzy A
— skalary A, A,, ..., A, beda wartosciami wtasnymi
— wektory ki, k,, ..., k, beda (im odpowiadajgcymi) wektorami wtasnymi
Z definicji wektorow wtasnych zachodzi:
Ak, = ki, Ak, =kyh,, ..., Ak =k i
Poniewaz lewe i prawe strony powyzszych rownosci sg wektorami,
to rownania te mozna zapisaC w postaci macierzowej:
[ Ak, Ak, ..., Ak 1=k, khy, ooy kA ]
Jednoczesnie:
— zaktadajac,ze K=[k,, k,, ..., k_]
[ Ak,, Ak,, ..., Ak, ] mozna przedstawic jako AK
— zaktadajac, ze L = diag([ A4, Ay, o0y A ])
[ KiAq, KAy, ..., KA ] mozna przedstawic jako KL
Czyli poczatkowy zestaw uktadow rownan mozna zapisac jako:
AK = KL



Podstawy rozktadu EVD

Dla kazdej macierzy kwadratowej A istniejg macierze K i L takie, ze
AK = KL
Zaktadamy, ze det(K) = 0

Macierz odwrotna do A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) =0
[ref]

Wtedy istnieje K- spetniajgca KK-' = K-'K = |

Stosujac K-' do

AK = KL

otrzymujemy

K-'AK = K-'KL

K-'AK = IL

K-'AK=L



Podstawy rozktadu EVD

Whniosek: przemnozenie macierzy A przez macierze
K- (lewostronne)
oraz
K (prawostronne)
przeksztatca te macierz do macierzy diagonalnej L
— elementami przekatnej macierzy L sg wartosci wlasne macierzy A
lloczyn ten nazywa sie diagonalizacjg

Diagonalizacja macierzy jest dziedzing samg w sobie poniewaz ma
wiele zastosowan (gtdwnie w rozwigzywaniu rownan rézniczkowych)



Podstawy rozktadu EVD

Dla kazdej macierzy kwadratowej A istniejg macierze K i L takie, ze
AK = KL

Zaktadamy, ze det(K) = 0

Macierz odwrotna do A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) =0
[ref]

Wtedy istnieje K- spetniajgca KK-' = K-'K = |

Stosujgc K-' do

AK = KL

otrzymujemy

AKK-! = KLK-'

Al = KLK-'

A = KLK-'



Podstawy rozktadu EVD

Whniosek: przemnozenie diagonalnej macierzy L przez macierze
— elementami przekatnej macierzy L sg wartosci wlasne macierzy A
K (lewostronne)
oraz
K-1 (prawostronne)
przeksztatca te macierz do macierzy A

lloczyn ten nazywa sie rozktadem EVD macierzy A
— EVD: eigenvalue decomposition (ang.)

EVD macierzy jest dziedzing samg w sobie poniewaz ma wiele
zastosowan (gtdownie w algebrze macierzy)
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Istnienie rozktadu EVD

Istnienie rozktadu:
— interesujgcy przypadek szczegolny:
« jezeliAT=A, to
istniejg K (ortogonalna) i L (diagonalna) takie, ze A = KLKT
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Istnienie rozktadu EVD

Istnienie rozktadu:
— W 0golnosci:
e warunki istnienia rozktadu EVD
— (pominiete /ze wzgledu na ztozonosc¢/)
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Istnienie rozktadu EVD

Istnienie rozktadu:

— przyczyna brak rozktadu EVD:
nieodwracalnos¢ macierzy wektorow wiasnych

« dla dowolnej macierzy kwadratowej A
— zachodzi

» wartosci wtasne zawsze istnieja, ale mogg by¢ (w ogdlnosci zespolonymi)
wartosciami niekoniecznie roznymi od siebie

» wektory wiasne zawsze istniejg, ale (po unormowaniu) nie muszg
by¢ wektorami réznymi od siebie (identycznym wartosciom wtasnym
mogg odpowiadac identyczne wektory)

— i wtedy

» macierz unormowanych wektoréw wtasnych K macierzy A
nie ma odwrotnosci (a wiec rozktad EVD macierzy A nie istnieje)

* szczegolnej uwagi wymagajg macierze, ktorych wartosci wtasne
nie sg wszystkie rézne od siebie (widmo w postaci wektora nie jest
wektorem réznowartosciowym)

— macierze te moga, ale nie muszg posiadac rozktadow EVD
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Istnienie rozktadu EVD

* Macierze, ktorych widmo w postaci wektora nie jest
wektorem roznowartosciowym:

— macierz jednostkowa l,,; posiada widmo {1} i wektor [1 1 1],
ktory nie jest wektorem réznowartosciowym, ale wszystkie jej
wektory wlasne majg postac k=[a;, B;, v]", mozliwe jest wiec
takie dobranie wartosci o, B, v; aby istniata macierz K-

I K L K-
1101]0 1101]0 1101]0 110
o(1jo0fj=to(1yo0*10}1]0}|*}|0]|1
0|0 | 1 0| 0| 1 0|0 | 1 0O
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Istnienie rozktadu EVD

* Macierze, ktorych widmo w postaci wektora nie jest
wektorem roznowartosciowym:

— macierz jednostkowa O,,, posiada widmo {0} i wektor [0 O O],
ktory nie jest wektorem réznowartosciowym, ale wszystkie jej
wektory wlasne majg postac k=[a;, B;, v]", mozliwe jest wiec
takie dobranie wartosci o, B, v; aby istniata macierz K-

O K L K-
0|00 1101]0 0] 0O 11010
o,o;of=to(t1ty01*10{0;]0f[*1010
0|00 0| 0| 1 0] 0O 0|0 |1
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Istnienie rozktadu EVD

* Macierze, ktorych widmo w postaci wektora nie jest
wektorem roznowartosciowym:

— w innych przypadkach jest to niemozliwe
(widmo A: {1, 0}, w postaci wektora: [1 1 0]")

A K L K-1
110 |1 111 |3 1101]0 ? 1 7?
ojo|oOo|=10 (0O |3™*10(1|0]°* ?
o] 1| 1 0| 0 |37 0] 0|0 ?




Wiasciwosci rozktadu EVD

+ Niech A_ = KLK-'
— dzieki temu, ze KK~ = | oraz macierz L jest diagonalna mozemy
wykazac¢ wiele wlasciwosci macierzy, np.:
det(A) = det(KLK-") = det(L) = ;- A,....A,
« loczyn wszystkich wartosci wkasnych jest rowny wyznacznikowi macierzy”
tr(A) = tr(KLK=") = tr(L) = A, +A,+...4+A
« ,suma wszystkich wartosci wtasnych jest rowna sladowi macierzy”
spec(A) = spec(KLK™") = spec(L) = max{|A,|,|As],---s |2}

* ,promien spektralny macierzy jest rowny maksymalnej wartosci
bezwzglednej z wartosci wkasnych macierzy”

rank(A) = rank(KLK-") = rank(L) = >(A=071:0)
« liczba niezerowych wartosci wtasnych jest rowna rzedowi macierzy”

itd.
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Wiasciwosci rozktadu EVD

« Wiasciwosci wartosci | wektorow wiasnych

— wyznacznik jest iloczynem wartosci wtasnych
* niech A = KLK-1, wtedy:
det(A) = det(KLK-") =
= det(K)-det(L)-det(K-1)
= det(K-1)-det(K)-det(L)
= det(K-'K)-det(L) =
det(l)-det(L) =
1-det(L) =
= det(L) =
=Agq Ay e A

nn
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Wiasciwosci rozktadu EVD

« Wiasciwosci wartosci | wektorow wiasnych

— slad jest sumg wartosci wiasnych
* niech A = KLK-', wtedy:
tr(A) = tr(KLK1) =
tr(K-'KL)
tr(IL) =
tr(L) =
=My F Ay + o A

nn
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Wiasciwosci rozktadu EVD

« Wiasciwosci wartosci | wektorow wiasnych

— liczba niezerowych wartosci wtasnych jest rowna rzedowi
macierzy

(uzasadnienie pominiete)
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Zastosowania rozktadu EVD

* Potegowanie macierzy
— jezeli A = KLK- to:
A? = (KLK-")2 = KLK-'TKLK-" = KLILK-'" = KLLK-1= KL2K-"
A3 = (KLK-")3 = KLK-'KLK-'"KLK-! = KLILILK-'" = KLLLK-'= KL3K-"
itd.
— 0golnie dla catkowitoliczbowego p > O:
AP = (KLK)P = (KLK-")(KLK)...(KLK-") = KLPK-"
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Zastosowania rozktadu EVD

« Potegowanie macierzy c.d.:
— wykorzystujgc dodatkowo fakt, ze:

(diag(xﬂ’ T }\“nn))p = diag((}\“ﬂ)p’ = (}\“nn)p)
mamy:
Ar = KLPK-" = K-diag((A44)P, ..., (A,,)P)- K™
« potegowanie macierzy A sprowadza sie wiec do potegowania
macierzy diagonalnej, co jest operacjg trywialng (i oczywiscie
przemnozenia wyniku przez macierze K i K-1)

— dla p catkowitego i dodatniego potegowanie macierzy mozna
realizowac poprzez wielokrotne wymnazanie

— pytanie, co zrobi¢, gdy p nie jest catkowitg liczbg dodatnig?
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Zastosowania rozktadu EVD

« Potegowanie macierzy c.d.:

okazuje sie, ze stosujgc te metode mozna stosowac takze
niecatkowite, niedodatnie, nierzeczywiste (tzn. zespolone) p

w tym celu przedefiniowuje sie potegowanie macierzy przy
wyktadniku skalarnym p jako operacje:

Ar = KLPK-" = K-diag((Aq4)P, ..., (A, )P)-K-"!
dla p=—1 mamy odwrotnosc:
A= K.diag(1/h4, ..., /A, )- K
dla p=1/2 mamy pierwiastek kwadratowy:
A2 = K.diag(h,)"?, ..., (A,)"2)-KT
itd.
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Zastosowania rozktadu EVD

« Rozkfad A = KLK-'" pozwala tez na uproszczenie
obliczania innych funkcji macierzowych, np.:

— zdefiniowanej za pomocg szeregu nieskonczonego funkcji
potegowej macierzy, czyli:

eA=1pa04+ TA14T A24 1 A34
ol 1! 2! 3

— obliczanie wartosci e? jest proste jedynie dla pewnych macierzy
szczegolnych, np.:
e 0 =]
« el=el
o gdiag(s11, s22, ..., Smn) = diag(esn, es2 .. eSnn)
(w ogolnym przypadku wymaga jednak obliczania wysokich
poteg macierzy, co moze by¢ dos¢ skomplikowane)
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Zastosowania rozktadu EVD

Obliczanie wartosci e” upraszcza sie jednak dzieki
rozktadowi A = KLK-', mamy bowiem:

(KLK—1)0+ (KLK—1)1 (KLK—1)2+1'(KLK—1)3+

= E(KLK‘1)0 +i(KLK‘1) (KLK‘ )2 +— (KLK‘ ) +
* poniewaz: '
(KLK-1)2 = KLK-'TKLK-" = KLILK-" = KLLK-'= KL2K-"

(KLK-")3 = KLK-'TKLK-'"KLK~! = KLILILK-" = KLLLK-'= KL3K""

— mamy:
(KLK-1)P = KLPK-"

1 1 1 4. 1 _
= 6.KLOK 1 +T! KL'K- +2!KL2K 1 +§KL3K T+ .

= KelK-!
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Zastosowania rozktadu EVD

« Obliczanie wartosci eA...
— poniewaz z:
(diag(sy4, Sao; -+-» San)IP = diag((S41)Ps (S22)Ps -5 (Syn)P)
— wyhnika, ze:
ediag(s11, s22, ..., sNN) = diag(esn’ es2 .. esnn)
« QOstatecznie:
eA — KeLK—1 — Kediag(M1, A22, ..., knn)K—'l —
= Kdiag(e*?, e*22, ..., e*mn)K-
* Whniosek:
— obliczanie macierzowej funkcji wyktadniczej sprowadza sie
do obliczenia skalarnej funkcji wyktadniczej na elementach

macierzy diagonalnej, co jest operacjg trywialng (i oczywiscie
przemnozenia wyniku przez macierze K i K1)
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