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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Kombinacja liniowa wektorow

 Dane sg
— wektory x4, ..., X,
— skalary A, , ..., A,

« Kombinacjg liniowg wektorow x, o wspotczynnikach A,
nazywamy wektory = X AX;

i=1..m



Kombinacja liniowa wektorow

« Szczegolne przypadki kombinacji liniowych
— gdy wspotczynniki A; kombinacji liniowej spetniajg
warunek ij=1, to kombinacje nazywamy afiniczng
— gdy wspotczynniki A; kombinacji afinicznej spetniaja
warunek A, > 0, to kombinacje nazywamy wypukig
— 1inne
* gdy wspotczynniki A, kombinacji liniowej spetniajg A, = 0, to
kombinacje nazywamy kombinacjg o zerowych wspotczynnikach

* gdy wspotczynniki A, kombinacji liniowej spetniajg A, > 0, to
kombinacje nazywamy kombinacjg o nieujemnych wspoétczynnikach
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zbiory a figury
— W geometrii klasycznej stosuje sie aksjomatyczne definicje figur
(np. okrgQ)
» W algebrze liniowej zbiory reprezentuje sie za pomoca
warunkow numerycznych (wzorow), majgcych postac
rownan i/lub nierownosci (pojedynczych, lub uktadow)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Przyktadowe definicje algebry liniowe;:

— zbidr wszystkich punktow x,, X, ptaszczyzny spetniajgcych
rownanie: (x,—a)?+(x,—b)?=r? stanowi okrgg o promieniu
rownym r i sSrodku w punkcie o wspotrzednych (a, b)

— zbior wszystkich punktow x,, X, ptaszczyzny spetniajgcych
rownanie: 2x,—x,=0 stanowi prostg przechodzgcg przez punkty o
wspotrzednych (0,0) oraz (1,2)

— zbior wszystkich punktow x,, X, ptaszczyzny spetniajgcych uktad
rownan: 2x,+x,=4, x,=0, x,<2 stanowi odcinek, ktorego koncami
sg punkty o wspotrzednych (0,4) oraz (2,0)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« W przypadku niektorych zbiorow/figur reprezentacja figur
w postaci uktadow rownan i/lub nieréwnosci jest mato
intuicyjna (z zapisu warunku spetnianego przez punkty

figury trudno wywnioskowac, jaka jest rola punktow,
ktore do niej nalezg)

— Podstawowy problem: czy prosta zdefiniowana warunkiem:
2X,—X,=0 zawiera punkt o wspoétrzednych (35,70)7?
» oczywiscie na tak podstawione pytanie tatwo jest odpowiedzie¢

podstawiajgc liczby 35 i 70 pod zmienne x, i X, w réwnaniu
| sprawdzajgc, czy jest ono spetnione

— Trudniejszy problem: czy punkt (1,2) jest koncem odcinka
zdefiniowanego poprzez zbidr warunkow: 2x,+x,=4, x,=0, x,<2

* metoda podstawienia ujawnia jedynie, ze punkt (1,2) nalezy do

odcinka, ale nie odpowiada na pytanie, czy punkt ten jest jego
koncem
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Dlatego w takich sytuacjach warto uzywac zapisu
parametrycznego, ktory jest takze wzorem numerycznym
charakteryzujgcym (wszystkie) punkty danego zbioru

« Uwagi:

— zapis parametryczny nie ma postaci uktadu rownan/nierownosci,
w ktorych zmiennymi byty wspotrzedne punktow
» do tak sformutowanych réwnan/nierébwnosci mozna podstawic

wspotrzedne dowolnego punktu, uzyskujgc odpowiedz na pytanie,
czy dany punkt nalezy do figury

— zapis parametryczny ma postac kombinac;ji liniowej pewnych
wektorow, w ktérej zmiennymi sg wspotczynniki kombinac;i
 do tak sformutowanej kombinacji podstawia sie wartosci

wspotczynnikdw kombinacji, co (przy odpowiednim dobraniu ich
wartosci) pozwala na wyznaczenie wszystkich punktow figury
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Przyktad: dany jest odcinek S zadany w postaci uktadu
warunkow: 2x,+x,=4, X,>0, x,<2
— jak mozna wyrazi¢ S w postaci parametrycznej?

odcinek S

) 2 X1
— U~ prosta 2x,+x,=4

zakres zmiennej X
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Rozwigzanie wykorzystuje fakty, ze:

— odcinek jest zbiorem wypuktym
(o dwoch wierzchotkach, stanowigcych konce odcinka)

— koncami danego odcinka sg punkty o wspotrzednych:
(0,4) oraz (2,0)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zapis parametryczny (kombinacja wypukta):
S = { x: x=1,[0,4]"+1,[2,0]", 1,20, A,>0, A,+A,=1}
« Zapis ten jednoznacznie charakteryzuje odcinek jako
konkretnie taki odcinek, ktérego koncami sg punkty
o wspotrzednych (0,4) oraz (2,0)
« Zapis parametryczny pozwala to na tatwe
wygenerowanie charakterystycznych punktéow odcinka
— po wstawieniu 1,=1.0, 1,=0.0 otrzymujemy koniec: [0,4]"
(poniewaz 1.0[0,4]™+0.0[2,0]" = [0,4]")
— po wstawieniu 1,=0.0, 1,=1.0 otrzymujemy koniec: [2,0]"
(poniewaz 0.0[0,4]™+1.0[2,0]" = [2,0]")
— po wstawieniu 1,=0.5, 1,=0.5 otrzymujemy srodek: [1,2]"
(poniewaz 0.5[0,4]7+0.5[2,0]" = [1,2]7)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Odcinek S postaci 1,[0,4]"+),[2,0]" z zaznaczonymi
punktami charakterystycznymi

X2
wektor [0,4]" przy A.=1.0, 1,=0.0
o [0,4]" przy A, 2
A/wektor [1,2]" przy 1,=0.5, A,=0.5

wektor [2,0]" przy A.=0.0, 1,=1.0
X - ’ [2,0]" przy A, 2

0 2 X4

zakres zmiennej X
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

Whniosek:

— zapis parametryczny przydaje sie do przedstawiania tylko
specyficznych figur, a mianowicie wielosciennych zbiorow
wypuktych

 tak sie jednak sktada, ze w algebrze liniowej zbiory te odgrywajag

szczegolng role, poniewaz mozna je definiowacC za pomocg
rownan/nierdwnosci liniowych

— zapis parametryczny jest metodg bardzo intuicyjng ze wzgledu

na fakt, ze wiele figur definiuje sie poprzez podanie ich punktow
charakterystycznych, np.:

e koncow odcinka
» wierzchotkow trojkata

 itp.
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Inny przyktad: trojkat o wierzchotkach w punktach
[-1,4]", [2,0]" oraz [0,0]"
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zapis parametryczny
T = {x: x=14[=1,4]"+1,[2,0]" +2,5[0,0]", A0, A4 +h,+A5=1}
— w tym przypadku wymagane sg oczywiscie trzy parametry

X2
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Powtoka wypukta
— dane sg pewne wektory x; (i=1..n)
— dowolny wektor y bedgcy kombinacjg wypuktg wektorow x; jest
elementem tzw. powtoki wypuktej tych wektorow
« dla’; 2012 =1 wektory = XAx lezy ,pomigdzy” wektorami x;

— zbidr wszystkich mozliwych kombinacji wypuktych wektoréw x
nazywamy ich powtokg wypuktg
« powtoka wypukta jest zawsze figurg wypuktg
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Wybrane punkty charakterystyczne trojkgta postaci
T = {x: x=h4[-1,4]"+1,[2,0]"+1;,[0,0]", 1,20, A4 +A,*+25=1}

2,=1.0, A,=0.0, 1,=0.0 — wierzchotek (wektor [-1,4]")
1,=0.0, A,=1.0, 1,=0.0 — wierzchotek (wektor [2,0]")
1,=0.0, 1,=0.0, A,=1.0 — wierzchotek (wektor [0,0]")
A=113, L,=1/3, A,=1/3 — Srodek trojkata (wektor [1/3,4/3]")

A,=0.0, 1,=0.5, 1,=0.5 — srodek krawedzi tgczgcej wierzchofki
[2,0]" oraz [0,0]" (wektor [1,0]7)

A,=0.5, 1,=0.5, 1;,=0.0 — srodek krawedzi tgczacej wierzchofki
[-1,4]" oraz [2,0]" (wektor [1/2,2]")

itp.
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Definicje parametryczne nie dotyczg jedynie figur
ograniczonych

— mozliwe jest takze parametryczne definiowanie prostych,
potprostych, ptaszczyzn, potptaszczyzn, itp.

— podobnie jak w przypadku figur ograniczonych, zapis ten jest
szczegolnie przydatny wtedy, gdy definiuje sie figury za pomoca
pewnych punktow charakterystycznych

* np.: proste za pomocg punktow, przez ktére one przechodzg
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Przyktad: znalezC¢ rownanie prostej przechodzgcej przez
punkty o wspotrzednych (0,4) oraz (2,0)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Rozwigzanie klasyczne:

— znalezienie rGwnania prostej
« rownanie prostej jest postaci: x,=ax,+b
— wykorzystanie punktu (0,4): 4=a0+b
— wykorzystanie punktu (2,0): 0=a2+b
» powstaje uktad rownan (w ktorym zmiennymi sg a i b)
Oa+1b=4
2a+1b=0
* rozwigzaniem jest para liczb: a=-2, b=4, z czego wynika, ze prosta
ma postac: x,=—2x,+4 (inaczej: 2x,+x,—4=0)
— powstate rownanie prostej: 2x,+x,—4=0
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zapis parametryczny (kombinacja afiniczna):
— P ={x: x=A,[0,4]"+1,[2,0]", A +A,=1}
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Inny przykitad: znalez¢C rownanie potprostej zaczepionej
w punkcie (0,4) i przechodzacej przez punkt (2,0)
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Rozwigzanie klasyczne:
— znalezienie rGwnania prostej
+ jak wiadomo rownaniem prostej jest 2x,+x,—4=0
— utworzenie ograniczenia na zakres zmiennej:
* X420 (innym mozliwym ograniczeniem jest x,<4)
— ostatecznie, potprosta zdefiniowana jest poprzez uktad
warunkow: { 2x,+x,—4=0, x,>0 }
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

« Zapis parametryczny (kombinacja afiniczna
z dodatkowym ograniczeniem):
— P ={x: x=A,[0,4]"+1,[2,0]", A,>0, A,+1,=1}
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* (Ogolna zasada tworzenia potprostych:
— jezeliw, i w, sg dwoma roznymi punktami, to
o {X: X=A,W, +A,W,, 1,20, A,+A,=1 } definiuje potprostg zaczepiong w
punkcie w, i przechodzgcg przez punkt w,
o { X X=A,W+A,W,, 1,20, A,+A,=1 } definiuje potprostg zaczepiong w
punkcie w, i przechodzgcg przez punkt w,
— a dodatkowo
o {xX: x=A,W,+1,W,, A,+A,=1} definiuje prostg przechodzaca przez te
punkty
o { X! X=A,W +A,W,, 1,20, A,>0, L,+A1,=1 } definiuje odcinek o koncach
w punktach w, i w,
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Parametryczna reprezentacja zbiorow

* Inne przyktady figur wielosciennych w zapisie
parametrycznym

— jezeliw,, w, i w; sg trzema niewspotliniowymi punktami,
to { X: X=A W+, W, +A,W,, A>0, A +A,+A,=1 } definiuje
potptaszczyzne zaczepiong na prostej przechodzgcej przez
punkty w, oraz w, i przechodzgcg przez punkt w,

— jezeliw,, w,, W, i W, sg czterema roznymi punktami, z ktérych
zadne trzy nie sg wspotliniowe,
to { x: X=h W+ AWyt haW,ath Wy, 1,20, A +A,+A5+A, =1 } definiuje
czworoscian o wierzchotkach w punktach w,, w,, w; i w,
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Rozwigzania uktadow rownan liniowych

« Czy istniejg rozwigzania uktadu Ax = 0?
— oczywiscie jest to uktad réownan liniowych
— nazwa tego uktadu: jednorodny
« Ajezeli tak, to jakie?
— rozwigzaniem jest na pewno wektor (obliczenia w pamieci ©):
x=0
— inne rozwigzania?
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Podstawowe charakterystyki macierzy nxn

« Co najlepiej charakteryzuje wiasciwosci macierzy?
— (rézne) charakterystyki macierzy ©
— cho¢ macierz nxn jest w petni charakteryzowana przez n? liczb

(odpowiednio rozmieszczonych, stanowigcych jej elementy),
mozna (wrecz trzeba!) generowac jej rozne charakterystyki

— charakterystyki macierzy otrzymuje sie wiec wyliczajac na
podstawie tych n? liczb jeszcze inne liczby (lub ich zestawy)

* liczby te charakteryzujg catg macierz (bez wzgledu na jej rozmiary)
pod wybranymi wzgledami
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Podstawowe charakterystyki macierzy nxn

« Charakterystyki macierzy mogg byc¢ réoznorodnego typu:

— skalarne

« charakterystykg jest skalar

* przyktad: wyznacznik
— wektorowe

« charakterystykg jest wektor

» przykfad: wektor wartosci wtasnych
— przestrzeniowe

« charakterystykg jest pewna przestrzen
(wyznaczona przez zbiér wektoréw)

» przykfad: przestrzen niezmiennicza
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Podstawowe charakterystyki macierzy nxn

* Wyznacznik
— definicja permutacyjna (przez rozwiniecie)
— pojecie macierzy osobliwej A: istnieje x=0 dla ktorego Ax=0
— interpretacja geometrycznal/fizyczna

— zastosowanie (macierz przeksztatcajgca):
» jednoznacznosc¢ przeksztatcenia (znaczenie teoretyczne)

 Rzad
— definicja oparta na wyznaczniku
— algorytm obliczania oparty na wyznaczniku

— zastosowanie (macierz danych):
 okreslanie wymiarowosci danych (znaczenie teoretyczne)
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Podstawowe charakterystyki macierzy nxn

* Promien spektralny

— definicja r = max |A| (gdzie {A,, A,, ...

— potega macierzy
— Interpretacja
e Slad
— definicja
— operacje macierzowe
— Interpretacja

, Ayt Jest widmem macierzy)

46



Podstawowe charakterystyki macierzy nxn

* Nieco inng charakterystykg macierzy jest jej tzw. widmo
— definicja: zbior wartosci skalarnych
— Interpretacja
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Podstawowe charakterystyki macierzy nxn

» Jeszcze innymi charakterystykami macierzy sg je;
charakterystyki przestrzeniowe
— definicje
— Interpretacje
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Wyznacznik macierzy

Uwagal!
W tej czesci: kilka niekonwencjonalnych oznaczen!
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Wyznacznik macierzy

« Permutacyjna definicja wyznacznika macierzy
— permutacje, transpozycje, inwersje i ich wtasciwosci
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Wyznacznik macierzy

* Niech dane beda:
— macierz A o rozmiarze NxN
— zbior bazowy B = {1, 2, ..., N} oraz zbior jego wszystkich
permutacji PP = {P,, P,, ..., P,,}, gdzie M=N!
* Wyznacznikiem macierzy A nazywamy wartosc
wyrazenia

det(A)= Y (-D)™"-a,, -ay, -..ay,
P.ePP
gdzie:
« wyrazenie inv(P;) dla P,e PP oznacza liczbe inwersji permutacji P,
* P4, Py ..., Py S8 Kolejnymi elementami permutacji P,

« Wzor ten ma (prawie) wytgcznie znaczenie teoretyczne
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Wyznacznik macierzy

« Ciekawostka dotyczgca definicji permutacyjne;

— obliczenie wyznacznika macierzy nxn metodg permutacyjng
wymaga utworzenia n! sktadnikow sumy, z ktorych kazdy jest
iloczynem n czynnikdw

— oOznacza to, ze wykonujemy: n!-(n—1) mnozen oraz n! — 1
sumowan
* po zapisaniu: najdtuzszy wzoér na swiecie ©

— np.

dlan=2to 2 mnozeniai 1 sumowanie
dlan=3to 12 mnozeni 5 sumowan

dla n = 20 to ok. 4,6-10"° mnozen i ok. 2,4-10'8 sumowan

— praktyczny czas obliczen w Matlabie (inng metodg):
ok. 0,0000196 s
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Wyznacznik macierzy

* Popularne aspekty wyznacznikow
— wyznacznik macierzy 2x2

det(A) =ad - bc
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Wyznacznik macierzy

* Popularne aspekty wyznacznikow
— wyznacznik macierzy 3x3

det(A) = aei + dhc + gbf — ceg — fha — ibd
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Wyznacznik macierzy

* Popularne aspekty wyznacznikow
— wyznacznik macierzy 3x3
— reguta Sarrusa
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Wyznacznik macierzy

* Popularne aspekty wyznacznikow
— minory
— dopetnienia algebraiczne
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Wyznacznik macierzy

* Popularne aspekty wyznacznikow
— rozwiniecie Laplace’a (traktowane nieraz jako definicja)

— jezeli A, = [a;] jest macierzg kwadratowg ik e L = {1, ..., n},
to det(A) = Xy o(—1)"-a, det(A g 1)
— wzOr ten ma (prawie) wytgcznie znaczenie teoretyczne
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Wyznacznik macierzy

« Ciekawostka dotyczgca rozwiniecia Laplace’a

(Michat Gora, Wydziat Matematyki Stosowanej AGH,
http://home.agh.edu.pl/~gora/algebra/Wyklad06.pdf)

— obliczajgc wyznacznik macierzy nxn, musimy obliczy¢ n wyznacznikow
macierzy (n—1)x(n-1)
» kazdy z nich wymaga obliczenia n—1 wyznacznikédw macierzy (n—-2)x(n-2)

— kazdy z nich wymaga obliczenia n-2 wyznacznikbw macierzy (n—3)x(n-3)
» itd.

— obliczenie wyznacznika macierzy nxn wymaga wiec obliczenia
n!/2 wyznacznikdw macierzy 2x2
— dla n =20 to ponad 10" wyznacznikéw macierzy 2x2

— najszybszy obecnie komputer w Polsce*, wykonujgcy prawie
4-10'3 operacji na sekunde, potrzebowatby na to ponad 126 dni!

(*nie wiadomo, o jakim komputerze mowa)

— praktyczny czas obliczen w Matlabie (na komputerze wolniejszym
od najszybszego w Polsce ©, ale inng metodg): ok. 0,0000196 s 59



Wyznacznik macierzy

* Popularne aspekty wyznacznikow
— sformutowanie aksomatyczne (traktowane nieraz jako definicja)
— wyznacznikiem nazywamy dowolng funkcje fun(A) spetniajgca:

2) fun([a,,...,X,...,X,...,a,]) = 0
3) fun(l) = 1
(jak sie okazuje: istnieje jedna taka funkcja, jest nig det(A))
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Wyznacznik macierzy

Wyznaczniki macierzy specjalnych
— macierzy zerowej:
. det(0)=0

— wyznacznik macierzy statych (np. jedynkowej):

« det(E) =0
— wyznacznik macierzy diagonalnej:

« det(diag(s4, Soo, ---» Spn)) = S44°Spp Sy
— wyznacznik macierzy jednostkowej:

. det(l) =1
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Wyznacznik macierzy

* Wyznaczniki macierzy specjalnych c.d.:
— wyznacznik macierzy trojkatne;j:
« det(T) = s,4:S,,"...-S,,, (iloczyn elementow gtownej przekatnej)
— wyznacznik macierzy ortogonalne;:
. det(Q) = +1
* uzasadnienie:

— macierz ortogonalna spetnia zalezno$¢ QTQ=I, wiec det(QTQ)=det(l)=1

— jednoczesnie det(QTQ)=det(QT)-det(Q)=det(Q)-det(Q)=(det(Q))>,
poniewaz dla kazdej macierzy kwadratowej det(AT)=det(A)

— czyli (det(Q))?=1, a z tego wynika, ze det(Q)=+1
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Wyznacznik macierzy

* Wyznacznik jako funkcja macierzy

— wyznacznik jest funkcjg (catej) macierzy
« tak traktowany wyznacznik jest funkcjg postaci:

Anxy = R

gdzie Ay, to zb10r wszystkich macierzy o rozmiarach N x N
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Wyznacznik macierzy

« Wyznacznik jako funkcja wszystkich wartosci macierzy

— z innej strony wartos¢ wyznacznika macierzy o rozmiarach NxN
zalezy od N? roznych wartosci (elementdéw macierzy), moze wiec
by¢ traktowany jako funkcja wszystkich elementow macierzy

« tak traktowany wyznacznik jest funkcjg postaci:

Nzrazy
}QxRxRxRx...x]é%R

gdzie R — zbi0r liczb rzeczywistych
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Wyznacznik macierzy

* Wyznacznik jako funkcja linii (kolumn lub wierszy)
macierzy

— z pewnych wzgledoéw mozliwe jest jednak podejscie posrednie:

traktowanie wyznacznika jako funkcji kolumn macierzy
— analogicznie: jako funkcje wierszy macierzy

 tak traktowany wyznacznik jest funkcjg postaci:
N razy

%VNXWNx...xW]\;—)R

gdzie Wy, to zbior wszystkich wektorow o rozmiarze N

« Taka interpretacja pozwala na wyjasnienie
najwazniejszych witasciwosci wyznacznika
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Wyznacznik macierzy

« Wilasciwoscé #1
det([a,,...,a;...,a;...,ay\]) = —det([a,,....a;,...,a;...,a\])

— zamiana miejscami dowolnych kolumn a; oraz a; powoduje
zmiane znaku wyznacznika na przeciwny

* uzasadnienie:
— wyznacznik macierzy [a1,...,ai,...,aj,...,aN]:

B inv(<p1,...,pl-,...,pj,...,pN>)
E (-1 Ay oo i, e Ay ey

FePP — wyznacznik macierzy [a;,...,a,,...,a;,...,ay]:
inv(<p1,...,pj,...,pi,...,pN>)
E (-1 R P )N
F,ePP — wszystkie elementy sumy réznig sie:

» kolejnoscig mnozonych elementow a,, (co nie wptywa na wartos¢ iloczynu)

» kolejnoscig elementéw p; i p; w permutacii, co skutkuje zmiang znaku
wyrazenia okreslajgcego znak iloczynu na przeciwny

— whniosek: znak wszystkich elementow sumy jest przeciwny
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Wyznacznik macierzy

Whasciwos¢ #1a
jezeli a=a,
to det([a1,...,ai,...,aj,...,aN]) =0
— wyznacznik macierzy, w ktorej dwie kolumny sg sobie rowne
WYynosi zero

* uzasadnienie: niech
a;=a,
oraz
d,:=det([a,,...,a;,...,a;,...,ay])

d,:=det([a,..., TR TR ayl)
— wtedy d,=d, (bo a=a;) i jednoczesnie d=—d, (wtasciwosc #1)

— oznacza to, ze d,=—d; a wiec musi by¢ d,=0 (czyli takze d,=0)
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Wyznacznik macierzy

Wiasciwosc¢ #2
det([a,,...,sa,...,a\]) = s-det([a,,....a,...,ay\])

— wyznacznik macierzy, w ktorej kolumne a, przemnozono przez
skalar s jest rowny wyznacznikowi oryginalnej macierzy
przemnozonemu przez s

* uzasadnienie;

— wyznacznik macierzy [aq,...,S-a;,...,a\]
V(LD Dises DN ) e . _
E (=D Ay e S gy ol
P.ePP
. V(KDL ses Dises DN ) o .
= E (-1 l Ajp e iy ey,
P.ePP
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Wyznacznik macierzy

Wihasciwos¢ #2a
jezeli a=s-a,
to det([a1,...,ai,...,aj,...,aN]) =0
— wyznacznik macierzy, w ktorej kolumna a, jest proporcjonalna do
kolumny a, (tzn. a=s-a,) wynosi 0
* uzasadnienie: niech

a|=SaJ
oraz
d:=det([ay,...,a;...,@;,...,a\])

— wtedy d = s-det([a...,a,...,@;,...,ay]), ale det([ay....,a;,...,;,...,ay])=0 na
mocy wtasciwosci #1a

— wrezultacied=s0=0
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Wyznacznik macierzy

Wiasciwosc #3
jezeli a=x+y
to det([a,,...,a,...,ay]) = det([a,,...,x,...,a\])+det([a,,....Y,...,a\])

— wyznacznik macierzy, w ktorej kolumna a, jest sumg wektorow
X i y jest rowny sumie wyznacznikow powstatych z macierzy
oryginalnej przez zastgpienie kolumny a, wektorem x (w jednym)
I 'y (w drugim)
* uzasadnienie

. . V(KDY eees Diyeees PN>). e X, e
_ 2:( 1) Ay oot Xjp ey, T
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Wyznacznik macierzy

Wiasciwosc¢ #4
det([a,,...,0,...,a\]) =0

— wyznacznik macierzy, w ktorej kolumna a, jest wektorem
zerowym wynosi 0

* uzasadnienie:
— wyznacznik macierzy [aq,...,0,...,a\]:

P.ePP
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #5
jezeli a=x+s-a,
to det([a1,...,ai,...,aj,...,aN]) = det([a1,...,x,...,aj,...,aN])
— wyznacznik macierzy, w ktorej do kolumny a, dodano

pomnozong przez dowolny skalar s kolumne a; jest rowny

wyznacznikowi macierzy oryginalnej
* uzasadnienie: niech
a=x+s-a
oraz

— wtedyd = det([aq,..., X+s-a;,...,,..., ay]) =
= det([ay,....X,..., aj,..., ay])+det([a,,...,s TR T
= det([ay,....X,..., a,..., ay])t+s-det([a,,..., TN T
= det([ay,....X,..., a,..., ay])t+s-0 =
= det([ay,....X,...,a,...,a\])

(na mocy wiasciwosci #3 i #2 i #1a)
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #5a
jezeli a=x+s,-a tsaft...+sa,
to det([a,,...,a,...,a\]) = det([a,,...,X,...,a\])
— wyznacznik macierzy, w ktorej do kolumny a, dodano kombinacje

liniowg kolumn a,, a,, ..., a, jest rowny wyznacznikowi macierzy
oryginalnej
* uzasadnienie: niech
a=xtsatsrat...tsya,
oraz
d:=det([ay,...,a;,...,a\])

+sdet([ay,...,s a,,....a,...,a\])+...+s,det([a,,....s:a,,....4,,...,a\]) =
= det([ay,....X,...;,aN])+S 0+s-0+...+s,-0 =

(na mocy wtasciwosci #5)
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Wyznacznik macierzy

Whasciwos¢ #6
jezeli a=s,-a tsrat...+s-a,
to det([a,,...,a;,...,a\]) =0
— wyznacznik macierzy, w ktorej do kolumna a, jest kombinacjg
liniowg kolumn a,, a, ..., a, jest réwny 0
* uzasadnienie: niech
ai=Sk'ak+S|'a|+...+Sp'ap
oraz

— wtedy d = det([a,,..., Scactsrat..tsa,,...a;..., a\l) =
det([a,,..., 0+sk-ak+s|-a|+...+sp-ap ..... aj,..., ay]) =
= det([ay,...,0,...,, ay])t+sc-det([aq,...,sa,...,a,...,ay])*+
+s,-det([a,,...,s"a,,...,a,,..., a,\,])+...+sp-det([a1 ..... S'ap,,..,ap,- -, ayl) =
= 0+sy0+s0+...+s,0 =
=0

(na mocy wiasciwosci #5a i #4)

75



Wyznacznik macierzy

Wiasciwosc #7
det(A) = det(AT)
— wyznacznik macierzy transponowane;j jest rowny wyznacznikowi
macierzy oryginalnej

* uzasadnienie:
— wyznacznik macierzy A

B inv(<p1,...,pl-,...,pj,...,pN>)
E (-1 Ay oo i, e Ay ey

FePP _ wyznacznik macierzy AT
inv(<q1,...,qj,...,qi,...,qN>)
E (-1 R R P R WY
P.ePP — drugie wyrazenia tworzy sig z pierwszych dokonujgc transpozycji elementow a; w

taki sposob, aby drugie wskazniki utworzyty permutacje <1, 2, ..., N>, wtedy
wskazniki pierwsze utworzg permutacje odwrotng do poczatkowej permutacji
wskaznikow pierwszych
» poniewaz wskazniki drugie ulegajg przeksztatceniu z permutacji f na permutacje P,, to
jednoczesnie permutacja P, ulega przeksztatceniu na '
— poniewaz dla kazdej permutacji f zachodzi inv(f)=inv(f-') to wartosci wyrazen ;¢
definiujgcych znaki sktadnikdw sumy pozostang takie same



Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #1 — przyktad

det([a,,...,a;...,a;....,a\])=—det([a,,...,a;...,a,...,a\])

det(A) = ad-bc det(B) = bc—ad = —(ad—bc) = —det(A)
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #1a — przyktad
jezeli a=a,
to det([a1,...,ai,...,aj,...,aN])=O

det(A) =ab-ab =0
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc #2 — przyktad

det([a,,...,sa,...,a\])=s-det([a,,....a,...,ay\])

d C S'a C

b d sb | d

det(A) = ad-bc det(B) = sad—sbc = s(ad-bc) = s-det(A)
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #2a/#6 — przyktad
jezeli a=s-a,
to det([a1,...,ai,...,aj,...,aN])=O

S'a d

s-b b

det(A) = sab—sba =0
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #3 — przyktad
jezeli a=x+y
to det([a,,...,a,...,ay])=det([a,,...,x,...,ay])+det([a,,....Y,...,a\])

d C u C atu C

det(A) = ad—cb det(B) = ud—cw

det(C) = (a+u)d—c(b+w) = ad+ud—cb—cw = ad—cb+ud—cw =
= det(A) + det(B)



Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #4 — przyktad
det([a,,...,0,...,a,])=0

det(A) = a-:0-0-b = 0
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #5 — przyktad

jezeli a=x+s-a,

to det([a1,...,ai,...,aj,...,aN])=det([a1,...,x,...

: TR Y )

det(A) = ad-bc
det(B) = ad—cb = ad-bc = det(A)
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Wyznacznik macierzy

« Wiasciwosc¢ #7 — przyktad
jezeli a=s,-a tsrat...+s-a,
to det([a,,...,a;,...,a\]) =0

det(A) = ad-bc

ats-c

b+s-d

det(B) = (a+sc)d—c(b+sd) = ad+scd—cb—csd = ad—cb+scd—csd =

= ad—cb = det(A)
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Wyznacznik macierzy

« Pytanie (iloczyn macierzy i skalara):
— ile wynosi det(s-A)?
— ile wynosi det(A-s)?
* Odpowiedz:
sn-det(A)?
(w obu przypadkach)
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Wyznacznik macierzy

* Wyznacznik iloczynu macierzy | skalara

— uzasadnienie

- nIeCh ANXN=[k1’ k2, ey kN]’ Wtedy:

det(s-A) =det(s-[kq, k,, ...
= s-det([k,, s'k,, ..

= s"-det(A)
— analogicznie dla det(A-s)

, ky]) = det([s'k,, s'k,, ..., S
,, S-ky]) = s-s-det([k,, k,, ..
= s-s-....s-det([k4, Kk, ..., ky]) = s"-det([k, k,, ...

ky]) =
, S'Kyl) =

, kyl) =
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Wyznacznik macierzy

* Wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych
(tych samych rozmiarow)

det(AB)= det(A)-det(B)
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Wyznacznik macierzy

- Jezeli A jest macierzg kwadratowa,
to det(ATA) = (det(A))? = det(AAT)

— uzasadnienie

— Jezeli A i B sg dowolnymi macierzami kwadratowymi,
to det(AB) = det(A)det(B) [ref]

— jezeli A jest macierzg kwadratowg, to det(A') = det(A) [ref]

— awiec
det(ATA) = det(AT)det(A) = det(A)det(A) = (det(A))?
det(AAT) = det(A)det(AT) = det(A)det(A) = (det(A))?

— whniosek: det(ATA) = (det(A))? = det(AAT)
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Wyznacznik macierzy

* Wyznacznik w rozwigzywaniu rownan
— twierdzenie Kronecker’a-Capelli'ego
— twierdzenie (wzoér) Cramera
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Wzory Cramera

Jezeli A =[a,, ..., a ] jest macierzg o wyznaczniku niezerowym
a b jest dowolnym wektorem, to wektor x = [x,, ..., X.]", gdzie
X; = det(Ay)/det(A) oraz Ay = [ay, ..., a4, b, a,,4, ..., @], jest
rozwigzaniem uktadu Ax = b

— uwagi

— wzor Cramera

— macierz A, powstaje z macierzy A poprzez
zastapienie kolumny i-tej wektorem b



Wzory Cramera

« Co wzor Cramera ,mowi” o rozwigzaniu uktadu jednorodnego?
— czyli: dla jakich x zachodzi Ax = 07?



Wzory Cramera

 Rozwigzanie
— zaktadamy, ze det(A) =0
— obliczamy
X, = det([b, a,, ..., a,])/det(A) = det([0, a,, ..., a,])/det(A) =0
X, = det([a,, b, ..., a ])/det(A) = det([a,, O, ..., a ])/det(A) =0

— 0golnie
x;, =det([a,, ..., a_4, b, a,,, ..., @ ])/det(A)
= det([a,, ..., a_4, 0, a,,, ..., @ ])/det(A) =
=0
* Whniosek: x=0



Wzory Cramera

Co wzér Cramera ,mowi” o prawostronnym ,wycinaniu” kolumn
Z macierzy?
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Wzory Cramera

Co wzér Cramera ,mowi” o prawostronnym ,wycinaniu” kolumn
Z macierzy?

— czyli: dla jakich x zachodzi [a,, ..., a_, a, a4, ..., 8 ]Xx = a?
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Wzory Cramera

Rozwigzanie

— zaktadamy, ze det(A) =0

— obliczamy

X, = det([b, ..., a_,, a, a,,, ..., @ ])/det(A) =
= def([a, ..., a_,, &, a,4, ..., & ])/det(A) =
=0

X, =..=0

— ale
x, =det([a,, ..., a_4, b, a,, ..., @ ])/det(A) =
=def([a,, ..., a_4, a, a4, ..., @ ])/det(A) =
= det(A)/det(A) =
=1
— podsumowujgc: wszedzie zera, ale przy i jedynka
Whiosek: x = e,
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Wzory Cramera

Co wzoér Cramera ,mowi” o sumowaniu dwoch kolumn?

— czyli: dla jakich x zachodzi

[a,,...,a_q a,a,,, ..., , aj, @, Ay, oo alx= ai+aj?
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Wzory Cramera

Rozwigzanie
— zaktadamy, ze det(A) =0

— obliczamy
X;=..=0
X, =..=0
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Wzory Cramera

 Rozwigzanie
— zaktadamy, ze det(A) =0

x, =det([a,, ..., a4, b, a,, ..., &, a, a,y, ..., a])/det(A) =
= det([a,, ..., a4, ajta, a4, ..., , @, A, Ay, ., A ])/det(A) =
=det([ay, ..., a4, @, @iy, .y, @, @, Ay, -, A ])/dEL(A) +
+ det([ay, ..., a4, @, @y, .y, @, @, Ay, -, A])/dEL(A) =
= def([a,, ..., a_4, a, a4, ..., @ ])/det(A) +
+ 0=
=def([a,, ..., a_4, a, a4, ..., @ ])/det(A) =
= det(A)/det(A) =
=1

— podsumowujac: wszedzie zera, ale przy i oraz j jedynKi
* Whniosek: x = e +e,
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Wzory Cramera

« JezeliA=]a,, ..., a ] jest macierzg o wyznaczniku niezerowym...
— ale dlaczego dziata caty ten wzor?



Wzory Cramera

« JezeliA=]a,, ..., a ] jest macierzg o wyznaczniku niezerowym...
— weryfikacja
zat.. Ax=b idet(A)=0



Wzory Cramera

« JezeliA=]a,, ..., a ] jest macierzg o wyznaczniku niezerowym...
— weryfikacja
det(Ay) =det([a,, ..., a_, b,a,,, ..., a]) =
=def([a,, ..., a_4, AX, @4, ..., A ]) =
=def([a,, ..., a_,, a;X,+...+ax+...+a X, a,q, ..., a]) =

det([a,, ..., @_;, @;Xy, @pqy ..oy A]) +

+ ... +det([a,, ..., a_, ax, a,q, ...,a]) + ...+
+ det(fa,, ..., a_q, a X, &, ...,a]) =

= 0+

+ ... +det([a,, ..., a_, ax, a,q, ...,a]) + ...+
+ 0=

= det([a1, sany ai—1’ aixp ai+1’ ey an]) =

= deet([a1, ey ai_1, a|, ai+1, .y an] =

= x,det(A)

— czyli: det(Ay)/det(A) = X,
— dziafa, gdy det(A) # 0



104



