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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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Macierz -- definicja

« Definicja macierzy:

— teoretycznie: macierz to funkcja rzeczywista (lub zespolona)
dwdch zmiennych catkowitych, i oraz j:
X:=[x;], i=1..m, j=1..n

— praktycznie: dwuwymiarowa tablica liczb rzeczywistych
(lub zespolonych) o rozmiarach mxn



Macierz -- definicja

* Macierz a skalar

— w pewnych kontekstach macierz przeciwstawia sie skalarowi,
czyli pojedynczej liczbie (rzeczywistej lub zespolonej)

— nie przeczy to faktowi, ze skalar mozna traktowac jako
szczegolny przypadek macierzy (o rozmiarach 1x1)

— przeksztatcenie danych/wynikdw z postaci macierzowej do
skalarnej jest jednak czesto bardzo pozgdane (z wzgledu na
utatwiong interpretacje wynikow skalarnych)



Macierz w jezyku

« ,Stownik wyrazow obcych PWN”

macierz

1. podn. «ojczyzna»

2. «zespot elementow, np. liczb lub funkciji, ustawionych

w prostokgtng tablice o m wierszach i n kolumnach»

3. «stowo wystepujgce w nazwach dawnych polskich stowarzyszen
oswiatowych»

4. daw. «matka»



Macierz w Polsce

. Wikipedia’

Macierz — wies w Polsce potozona w wojewodztwie
zachodniopomorskim, w powiecie gryfinskim, w gminie Moryn.
W latach 1975-1998 miejscowos¢ administracyjnie nalezata
do wojewddztwa szczecinskiego.






Macierz w zapisie zadan

« W algebrze macierze sg czesto stosowane w zapisie
roznorakich uktadow rownan/nierownosci

* Np. uktad nieréwnosci zapisany skalarnie:
2X—3X,+4X; <4
3X+2X,—1X5 < 2

moze byC wyrazony w postaci macierzowej:.
« Ax<b

2 |-3| 4 4
gdzie A= x=| X2 b=
3|2 | -1 2

« W zapisie macierzowym wykorzystano macierz A
oraz wektory (szczegolne przypadki macierzy) x i b
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Macierz w zapisie zadan

« Zapis macierzowy (zasadniczo rownowazny zapisowi
skalarnemu) pozwala skupi¢ uwage na postaci samej
zaleznosci (a nie rozlicznych wartosciach w nie;
wystepujgcych)

« Zapis macierzowy jest szczegolnie przydatny do
zapisywania bardzo ogolnych praw i zaleznosci oraz
przeprowadzania ogolnych przeksztatcen danych

« W praktyce — najczestsze wykorzystanie:
wyprowadzanie wzorow
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Macierz w zapisie zadan

* Np. w teorii programowania liniowego (PL) dla pewnych
zadan PL (zwanych prymalnymi) definiuje sie pewne
inne zadania PL, tzw. symetryczne zadania dualne

— Zadanie dualne definiuje sie zawsze w oparciu o te same dane,
ktore jednakze zmieniajg swoje role:
« wspotczynniki funkcji celu zadania prymalnego stajg sie prawymi
stronami ograniczen zadania dualnego a wspoétczynniki funkcji celu

zadania dualnego stajg sie prawymi stronami ograniczen zadania
prymalnego, itd.

— Najlepsza metoda opisu — zapis macierzowy:

prymalny: dualny:
max c'x min by
p.o. Ax<b p.o. ATy>c

x>0 y>0
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Macierz w zapisie zadan

 Rozwazmy przyktadowy uktad rownan:

2X—2X, = b,

2X4 =D,

— w ktérym b, i b, sg dowolnymi parametrami

« Uklad ten ma rozwigzanie skalarne:

X, = 0.5b,

X, = —0.5b,+0.5b,
* Rozwigzanie to moze byc:

— tatwo sprawdzone (przez podstawienie):
2(0.5b,)-2(-0.5b,+0.5b,) = b,+b,—b, = b,
2(0.5b,) = b,

— (troche mniej) tatwo znalezione (wyprowadzone)

13



Macierz w zapisie zadan

* W jeszcze ogolniejszym przypadku mozna rozwazycC
uktfad:
(1) a4 +ax,=b,
(2) ay1X +ayX,=b,
— w ktorym a,,, a,,, a,4, a5, b, i b, sg dowolnymi parametrami
« Jego rozwigzanie skalarne mozna wyprowadzic
nastepujgco:
(1) a4 +ax,=b,
(1) a1X=bs—a;%;
(1) x4=(by—ax;)/a,,=by/a,—as,/a1X,
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Macierz w zapisie zadan

Rozwigzanie ogolne c.d.
— wyliczone z (1) x, mozna zastosowac w (2):
(2) ay4(by/as—as/a,1X;)+ayyX,=b,
(2) ay4b4/ay—az@/as X tayyX,=b,
(2) (a—ay4a45/a44)X,=by—a,,b4/ay,
(2) x,=(by—ay,b4/a4,)/(az,—az1a/a44)=(a,b—ay,b4)/(a1@2,—a54a4,)
— co pozwala na ostateczne ustalenie wartosci x;:
(1) x4= (b1—asx;)/a4=b/as—a/ax; =
= by/aj—as/a(aby—aynby)/(aa—aa;;) =
= [(a1182,b1—az4a4,b1)-(a1,311b,—a1,3,104)V[(a113-a51815)a44]=
= (ay4a5b4—aq,a441by)[(ag1a—aya)a4] =
= (apbi—aby)/(a4a—asay,)
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Macierz w zapisie zadan

* Rozwigzanie ogolne c.d.
— ostateczne rozwigzanie
X1 = (Axb—aby)/(as185—a2181,)
Xy = (A44b—ay104)/(a4185—a3211,)
(zatozenie: (a,,a,,—a,4a,,)%0)
* Mozna sie domyslac, ze w przypadku uktadu z wiekszag
liczbg rownan/zmiennych rozwigzanie ogolne bytoby
jeszcze bardziej zawite

 Whiosek:

— postaci skalarne nie nadajg sie do przedstawiania ogdlnych
rozwigzan uktadow réwnan

— witasciwa droga: rozwigzania macierzowe

16



Macierz w zapisie zadan

* Poprzedni przyktad w zapisie macierzowym:

a a b
Ax = b, gdzie A—"—+—2{, bg—
dyq | Ay b,

* Na poziomie macierzowym ukfad ten moze byc tatwo
przeksztatcony do postaci ujawniajgcej jego rozwigzanie

Ax =b // AT (zat.: A jest nieosobliwa)
A'Ax=A"Db

Ix =A"b (I: macierz jednostkowa)
x=A"D
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Macierz w zapisie zadan

* W szczegolnym przypadku:

— uktad rownan:

2X—2X, = b,
2X4 =D,
— mozna zapisac jako:
Ax = b, gdzie A= . b=
2 0 b,

— a jego rozwigzanie jako:

o) 00 |05l by | | 05b,
~05] 05 || b, ~0.5b,+0.5b,
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Macierz -- transponowanie

« Ze wzgledu na wymienne traktowanie wierszy i kolumn
macierzy jedng z podstawowych (nienumerycznych)
operacji macierzowych jest tzw. transponowanie
(transpozycja) macierzy

* Oznaczenie:

— X — macierz oryginalna
— X' — macierz transponowana

 Definicja macierzy transponowanej:
— teoretycznie: gdy X = [x;], i=1..m, j=1..n, to X = [x;]

— praktycznie: zamiana rolami kolumn i wierszy
(zapisanie wierszy w kolumnach a kolumn w wierszach)

20



Macierz -- transponowanie

* Macierz o wymiarach 3x4:
(X transponowana) (X' transponowana)

X XT (X=X
7 4 | -2 | 4 7 4 | -1 I4 4 | -2 | 4
4 5 5 1 4 5 3 4 5 5 1
-1 3 2 0 2| 5 2 -1 3 2 0
4 1 0




Macierz -- transponowanie

* Transponowanie nie powinno by¢ mylone z obrotem!
(nieco podobnym lecz rzadko wykorzystywanym przeksztatceniem)

22



Macierz -- transponowanie

* Macierz o wymiarach 3x2 i jej obroty (w prawo!)
X (obrocona o 0°) X obrocona o 90°

o 4| 2] 7
i 5| 5 | 1
4 | 5

X obrécona o 180°

X obrécona o 270°

X obrécona o 360° = X

4 = 15 7

2 2
2| 4

/ 4
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Macierz -- transponowanie

« Macierz o wymiarach 3x2: obroty a transpozycja

X X' (transponowana)
/7|1 7121 4
2| S 1155
4 5
X obrocona o 90° X obrécona o 270°
4 | 2| 7 1155

5| 5 | 1 /| 2| 4




Macierz -- transponowanie

Oczywiscie dla kazdej macierzy X zachodzi: (XT)" = X,
natomiast niekoniecznie X' = X

Macierze spetniajgce warunek X' = X bedg nazywane
symetrycznymi

Warunek X' = X

— implikuje jednoczesng rownosc rozmiarow (kwadratowosc)
oraz symetrycznosc¢ elementow (wzgledem przekagtnej)

25



Macierz -- transponowanie

* Przekatna (petha nazwa: gtbwna przekatna,
rzadziej: /gtdbwna/ diagonala) macierzy A,
— ,zaczyna sie” w lewym gornym narozniku
— ,konczy sie”
* przy dolnej krawedzi, gdy m <n
« w prawym dolnym narozniku, gdy m = n
* przy prawej krawedzi, gdy m > n

26



* Przekatne macierzy o roznych wymiarach

Macierz -- transponowanie

X3x4 X3x3 X4x3

% -2 % 4 | 1 % -2

4 \5\ 5 4 \9\ -3 5 \5\

1 & 9 | 5 & 3 | 2
3

27



Macierz -- transponowanie

* Przekatne macierzy o roznych wymiarach

N

—

o

czesc¢ ,pogakwddratgwa” (kolumny)

X4x3

AN

4

5

1

3

RN

czesc

pozak

tovba” {wiersze)
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Macierz -- transponowanie

* Przeciwprzekatna (inna nazwa: druga przekatna,
rzadziej. przeciwdiagonala) macierzy kwadratowe;
lgczy

— prawy gorny naroznik
— lewy dolny naroznik

29



Macierz -- transponowanie

* Przeciwprzekatna macierzy kwadratowe;

X3x3

2[4 | p
—4//—3
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Wektor

« Szczegolnymi przypadkami macierzy sg wektory
— wektor kolumnowy (krotko: wektor), np.:

21

e X= —3

12

— wektor wierszowy (powstaty wskutek transponowanie wektora
kolumnowego), np.:

e x=| 21 | =3 | 12




Wektor

« Rozmiar wektora: liczba jego elementow (np. n)
— W zapisie macierzowym:
* kolumnowego: nx1
e wierszowego: 1xn

+ Uwaga:
w przypadku wektorow transponowanie
jeszcze bardziej przypomina obrot!
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Macierz

* (Wzorowany na systemie Matlab) (jedno-)wierszowy
zapis macierzy (pozwalajgcy na zapisywanie macierzy
w jednym wierszu tekstu)

— ograniczniki: nawiasy kwadratowe
— separatory elementow wiersza: spacje/przecinKi
— separatory wierszy: sredniki

34



Macierz

« Macierz o wymiarach 3x2: zapis wierszowy

S| 5 X=[71:—2 5:4 5]

Y=[2-17;05 1]
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Podmacierze/wektory jako sktadowe macierzy

 Dowolng macierz mozna roztozyC na elementy
takze bedgce macierzami (tzw. podmacierze)

1 2 3
4 5 6
7 8 9

A, =[12;45]
[3;6]

a
(ay)"

ay

[ 7 8]

(9]

A a

s, ay

(macierz 2x2)
(wektor 2x1, kolumnowy)
(wektor 1x2, wierszowy)
(macierz 1x1)
36



Podmacierze/wektory jako sktadowe macierzy

* W szczegolnosci, dowolng macierz mozna wyrazic

w postaci zestawu kolumn wzglednie wierszy
— np. dla macierzy A, ,:

A= k1 k2

K;

K,

— W zapisie uproszczonym:

oraz A=

A=[k,, k,, k;, k,;] (przecinek dzieli na wektory kolumnowe)

wzglednie

A=[(w)";(wW,)"; (w;)"] (Srednik dzieli na wektory wierszowe)
« Kolumny/wiersze macierzy sg ogolnie nazywane liniami,

macierze mozna wiec przedstawiac jako zestawy linii
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Podmacierze/wektory jako sktadowe macierzy

« Z dowolnej macierzy mozna utworzyC podmacierze
ztozone z niekoniecznie kolejnych linii (czyli wierszy
lub kolumn) tej macierzy

* W szczegolnosci z macierzy mozna utworzycC
podmacierz ztozong ze:
— wszystkich elementéw macierzy oprocz pewnego wiersza
— wszystkich elementow macierzy oprocz pewnej kolumny

— wszystkich elementéw macierzy oprocz pewnego wiersza
| pewnej kolumny

38



Podmacierze/wektory jako sktadowe macierzy

* | podobnie mozna tworzyC podmacierze

— skfadajgce sie jedynie z elementow lezgcych na przecieciu
wybranych wierszy i kolumn

— sktadajgce sie jedynie z elementow nie lezgcych w wybranych
wierszach i kolumnach

39
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Podstawowe operacje wektorowo-macierzowe

« Dodawanie macierzy/wektorow
(skalowanie w znaczeniu: mnozenie przez skalar)
— Jezeli A = [a;] 4, I B = [Dy]is: Przy cZYmMm =rin =s,
to suma A+B macierzy A i B jest macierzg C,, = [c;],
gdzie c; = a;+b;,
(analogicznie dla B+A)
— operacja ma charakter ,poelementowy”



Podstawowe operacje wektorowo-macierzowe

« Skalowanie macierzy/wektorow
(skalowanie w znaczeniu: mnozenie przez skalar)
— Jezeli A, = [3;], to s-A jest macierzg C = [¢;], gdzie ¢; = s-3;
(analogicznie dla A-s)

— (w obu przypadkach):
macierz A zostaje przeskalowana przez skalar s

— operacja ma charakter ,poelementowy”



Podstawowe operacje wektorowo-macierzowe

* t3aczne zastosowanie dodawania i skalowania
umozliwia odejmowanie macierzy/wektorow
(bez podawania osobnej definicji dla tej operacji)

A-B=A+(-1)B
— operacja ma charakter ,poelementowy”
« Odejmowanie nie jest przemienne
A-B=xB-A
— zachodzi jednak:
«- A-B=-B+A
- B-A=-A+B



Podstawowe operacje wektorowo-macierzowe

* Mnozenie macierzy/wektorow
(skalowanie w znaczeniu: mnozenie przez skalar)
— Jezeli A = [ay] . | B = [by] s, Przy czymn =r,
to iloczyn AB macierzy A i B jest macierzg C,,, = [c;],
gdzie ¢; = a; by, + apby + ... + @b,
(analogicznie dla BA)
* Mnozenie jest taczne
(AB)C = A(BC)
* Mnozenie nie jest przemienne

AB = BA
(istniejg jednak macierze, dla ktérych AB = BA)



Podstawowe operacje wektorowo-macierzowe

« Element neutralny mnozenia | i jego wiasciwosci
— przemiennos¢ mnozenia przez |
Al=A=1A
ABI = AIB = |IAB

— macierz | stuzy do znajdowania macierzy odwrotnej do danej
(ktéra moze istnieC lub nie!)

45



Podstawowe operacje wektorowo-macierzowe

* Odwrotnosé¢ iloczynu™ a iloczyn odwrotnosci’
(AB)" = B-'A
(ABC)"' = C-'B-'A""

e uzasadnienie:
(ABC)-' = ((AB)C)'=C-'(AB)' = C-'(B'A-1) = C-1B-1A-"

(AB...Z2)"=2Z"... B A"
— odwrotna kolejnos¢ czynnikow

"o ile istniejg

46



Podstawowe operacje wektorowo-macierzowe

« ,Dzielenie” macierzy: kombinacja mnozenia i odwracania
A / B = AB~" (prawostronne)
A\ B = A 'B (lewostronne)
— wymagane jest znalezienie macierzy odwrotnej (A-', B-)
* czyli mozna ,dzieli¢” tylko przez macierze posiadajgce odwrotnosc!
— jednoczesnie powyzsze ,dzielenia” generujg (w ogoélnosci) inne
wyniki, co nie pozwala na zdefiniowanie jednego, uniwersalnego
dzielenia macierzy
« ,Dzielenia” lewo- | prawo-stronne nie sg przemienne
A/B=AB'#B'A=B\A
B/A=BA'A'B=A\B

47
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Kombinacja liniowa wektorow

 Dane sg
— wektory x4, ..., X,
— skalary A, , ..., A,

« Kombinacjg liniowg wektorow x; o wspotczynnikach A,
nazywamy wektory = X AX;

i=1..m

49
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Przeksztatcenie liniowe
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Przeksztatcenie liniowe

* Przeksztatcenie p(x) argumentu x jest liniowe,

gdy spetnia dwa warunki:
p(c-x) = c-p(x) /jednorodnosc¢/
« gdzie
— C jest statg skalarng
— X jest argumentem
p(x +y) = p(x) + p(y) /addytywnosc/
« gdzie
— X jest argumentem
— Yy jest argumentem

52



Przeksztatcenie liniowe

 Fundamentalna wtasciwosc¢ przeksztatcen liniowych
— ztozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym
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Przeksztatcenie liniowe

* Przykiad:

— niech dana bedzie funkcja liniowa f(x) = 2x + 3
— czy funkcja ta jest przeksztatceniem liniowym?
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Przeksztatcenie liniowe

* Przykiad:

— niech dana bedzie funkcja liniowa f(x) = 2x + 3
— kontrola jednorodnosci
« a=f(lc'x)=2cx+ 3
* b=cf(x)=c(2x + 3) = 2cx + 3C
— czyli: funkcja liniowa nie jest jednorodna! (poniewaz a # b)
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Przeksztatcenie liniowe

* Przykiad:

— niech dana bedzie funkcja liniowa f(x) = 2x + 3

— kontrola addytywnosci
ca=flx+y)=2(x+y)+3=2x+2y+3
e b=f(x)+f(y)=(2x+3)+ (2y +3)=2x+ 2y + 6

— czyli: funkcja liniowa nie jest addytywna! (poniewaz a # b)

56



Przeksztatcenie liniowe

* Przykiad:

— niech dana bedzie funkcja liniowa f(x) = 2x + 3
* nie jest jednorodna
* nie jest addytywna

— whniosek: ta nie jest przeksztatceniem liniowym!

Y



Przeksztatcenie liniowe

* Pytanie:
— jaka funkcja jest przeksztatceniem liniowym?
 czy jest to funkcja liniowa?

« Odpowiedz:

— funkcja postaci f(x) = a-x

58
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,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

* Przeksztatcenie liniowe f wektora x to przeksztatcenie,
w ktorym kazdy element wektora wynikowego y = f(x)
zalezy liniowo od wszystkich elementow wektora x

— ,zalezy liniowo” : stanowi kombinacje liniowg

« (Ogolng postacig przeksztatconego (w podany sposob)
wektora x =[x, X,]" jest wektor
y = f(x) =[ax, + bX,, cx, + dx,]T
— wektor ten zalezy wiec od (charakterystycznych dla danego
przeksztatcenia liniowego) wspotczynnikoéw a, b, ci d



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

 Wynik
f(x) =[ax, + bx,, cx; + dx,]"
« Uktad wspotczynnikow a, b, cid
— wierszowy
(a, b, c, d) przy x = [x4, X,]"
— macierzowo/wektorowy
[ablprzy x =[x, X,]T
lcd]
albo
[abllx,]
Lcd]lx,]



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

* Postugujac sie iloczynem macierzowym
f(x)=labllx,]=ax, +bx, |
lcd]lx,] Lex,+dx,]



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

* Postugujac SIQ Iloczynem macierzowym




,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

Niech dane bedg dwa przeksztatcenia liniowe
wektora x = [X4, X,]7
f,(x) = [ax, + bX,, X, + dX,]"
f,(X) = [pXy + QXp, Xy + SX,]"
| niech
y = f,(x)
Stosujgc przeksztatcenie f,(x) do wektora y = [y, y,IT
otrzymujemy
z =fy(y) =
= [Py, +Qyy, ry; t8y,]" =
= [p(ax, + bx,) + q(cx, + dx,), r(ax, + bx,) + s(cx, + dx,)]" =
= [(pa+qc)x, + (pb+qd)x,, (ra+sc)x, + (rb+sd)x,]’



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

* Wynikiem jest ztozenie przeksztatcen f, i f,
— poniewaz f, i f, sg przeksztatceniami liniowymi,

ich ztozenie jest takze przesztatceniem liniowym

* wspotczynnikami tego przeksztatcenia sg wartosci
pa+qc, pb+qd, ra+sc i rb+sd

« Uwaga: ,ztozenie przeksztatcen f, i f,” oznacza, ze
— f, nastepuje po f,, czylix - f; - f,
— stawiajgc (zwyczajowo) x z prawej strony, mamy f, < f, < x



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

. Wynik
z = fy(f1(x)) = [(patqc)x, + (pb+qd)x,, (ratsc)x, + (rb+sd)x,]’
« Uktad wspotczynnikow
— wierszowy
(p,q,r,s,a,b,c,d)przy x =[x, X,]"
— macierzowo/wektorowy
[pallablprzy x = [x,, x,]7
Lr s]lcdl
albo
pqllabllx,]
Lr sllcdllx,]



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

« W zapisie macierzowym (tgcznosc¢ prawostronna)
i,(f,x) =Tpqlfabllx,
Lr sllc d]lx,]
=[p qllax, + bx,[=
Lr sllex, + dx, ]
=[ (pa+qc)x, + (pb+qd)x, |
| (ra+sc)x, + (rb+sd)x, |




,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

« W zapisie macierzowym (tgcznosc lewostronna)
f,(F,x)=[pqgllabllx,1=
r sllcd] |_X2J
=[ 24?2 24?2 |Ix =
| 242 247 lx,
=[ (pa+qc)x, + (pb+qd)x, |
| (ra+sc)x, + (rb+sd)x, |




,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

« W zapisie macierzowym (tgcznosc lewostronna)
f(f,(x)) =[p qllab]ix,1=
L sJ i dJ LXZJ

= (pa+q0)x1 + (pb+qd)x, |
| (ra+sc)x, + (rb+sd)x, |



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

* W ogodlnosci
— Jezeli A = [a;]x, | B = [by]s, Przy czymn =r,
to iloczyn AB macierzy A i B jest macierzg C,. = [c;],
gadzie c; = 2, ,auby
* wartosc ¢; stanowi iloczyn skalarny

— wiersza i-tego macierzy A
oraz
— kolumny j-tej macierzy B

— operacja nie ma charakteru ,poelementowego”



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

Podsumowujac

— operacja ,mnozenie macierzy” jest zgodna
Z operacjg ztozenia przeksztatcen liniowych,
tzn. jezeli

« macierz A zawiera wspotczynniki przeksztatcenia f,
« macierz B zawiera wspotczynniki przeksztatcenia f,

to
* macierz BA zawiera wspotczynniki przeksztatcenia f,(f,)
* macierz AB zawiera wspotczynniki przeksztatcenia f,(f,)

(istotna kolejnos¢ dziatan!)



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

« Tak zdefiniowane mnozenie macierzy jest zgodne ze
sktadaniem przeksztatcen takze wtedy, gdy wektor x
wystepuje po lewej stronie (tgcznosc prawostronna)

x'A, x'AB
— przy czym oczywiscie (xTA)B = x'C, gdzie C = AB
» poniewaz (xTA)B = xT(AB)



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

W ogolnosci zachodzi AB = BA

Aby ,uchwytywac” roznice miedzy AB a BA,

(np. w teorii operatorow) definiuje sie tzw. komutator
/AB|=AB-BA

Macierze A i B spetniajgce AB = BA nazywamy

komutujgcymi

Macierze komutujgce

— Ich komutator jest macierzg zerowg

— wystepujg (niejawnie) w kilku definicjach macierzowych

— mozliwe jest ich wspolne zdiagonalizowanie



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

 Podsumowanie (wybranych) wtasciwosci mnozenia
macierzy
— tgcznosc: (AB)C = A(BC)
— brak przemiennosci: AB = BA

» oczywiscie istniejg (szczegolne) A i B,
dla ktérych zachodzi AB = BA



,Logika” mnozenia macierzy (i wektorow)

* Inne pomysty na ,mnozenie” tabelek liczbowych?
— tak
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Przeksztatcenia wektorowe

* Mnozenie wektora przez wektor

— mnozenie wektora przez wektor nalezy do najprostszych
multiplikatywnych operacji macierzowych (jako, ze wektory
sg szczegolnymi przypadkami macierzy)

— istniejg dwie (rézne od siebie) wersje takiego przeksztatcenia

« tzw. iloczyn skalarny wektorow
» tzw. iloczyn macierzowy wektorow

(ponizej -- iloczyn skalarny)
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Przeksztatcenia wektorowe

* lloczyn skalarny wektorow: (oznaczenie: (a,x))

— dopuszczalne jest jedynie mnozenie wektorow o tej samej
liczbie elementow

— bez wzgledu na ich rozmiar wynik mnozenia wektora
przez wektor jest pojedynczg liczbg (skalarem)

— formalnie, iloczyn skalarny s moze powstac tylko
Z przemnozenia wektora wierszowego przez kolumnowy:

ay | Ay | ag | X| X, | = |aXqtaXtagxsl = | S
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Przeksztatcenia wektorowe

* lloczyn skalarny wektorow: (oznaczenie: (a,x))
— oczywiscie zachodzi: {(a,x) = (x,a)
* poniewaz a'x = x'a

Xi | Xo | X3 | X| a, | = [Xq@4F XpatXza5| =




Przeksztatcenia macierzowe

 Mnozenie macierzy przez wektor jako ztozenie iloczynow
skalarnych
— jednym z najczesciej rozwazanych przeksztatcen macierzowych
w algebrze jest mnozenie macierzy przez wektor
* macierz -- element przeksztatcajgcy
» wektor -- element danych
— aby operacja ta byta dopuszczalna, macierz A traktuje sie jako

zbior wektorow wierszowych a’, ktére mnozy sie przez dany
wektor (kolumnowy) x

a,’ a,'x

n
A a,’x
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Przeksztatcenia macierzowe

« (Gdy dane podlegajgce przeksztatcaniu zebrane sg

W macierzy, to mnozeniu podlegajg cate macierze

— operacja mnozenia macierzy przez macierz odzwierciedla
jednak sytuacje, w ktorej zarbwno macierz danych jak i macierz

przeksztatcajgcg traktuje sie jak zbior wektorow (kolumnowych

wzglednie wierszowych)
— wynikiem takiej operacji jest macierz odpowiednich iloczynow
skalarnych

a,’

a,’

a,'x,

a,"x,

a, "X,

a,"X,

a,"x,

a,"x,
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* Problem kolejnosci argumentow

Przeksztatcenia macierzowe

— ten sam ,mechanizm” dziata takze w sytuacji, gdy mnozymy
wektor (pierwszy argument) przez macierz (drugi argument)

* wymagana postac wektora: wierszowa
» postac iloczynu wynikowego: wektor wierszowy

n
X a,

n
Xi'a

n
X,'a,
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Przeksztatcenia macierzowe

* Problem kolejnosci argumentow

— oczywiscie zachodzi: (Ax)" = xTAT
(i uogolnia sie na mnozenie macierzy przez macierze)

a,’ a,'x

a,’ X1 X1 = 1]ax
T

a, a,’x




Przeksztatcenia macierzowe

 Podsumowanie wilasciwosci mnozenia macierzy
wzgledem transponowania
— dla dowolnych macierzy A i B zachodzi
(AB)T = BTAT
(ABC)T = CTBTAT
itd.
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

* Mnozenie wektorow przez macierze moze powodowac,
ze wektor wynikowy ma inny rozmiar niz wektor
przemnazany (gdy macierz nie jest kwadratowa)

* Niech A, bedzie dowolng macierzg

— mnozenie (lewostronne) wektora x,., przez A
,<Zmienia” jego rozmiar z n na m

ymx1 =A X

mxn“*nx1
— mnozenie (prawostronne) wektora (x'),,,, przez A
,Zmienia” jego rozmiarz mnan

(yT)nx1 = (XT)1xm Amxn
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

* Mnozenie macierzy/wektorow jest szczegolnie proste
w przypadku wektorow szczegolnych
— wycinanie wierszy/kolumn
— sumowanie wierszy/kolumn
— macierze permutacji
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

 Mnozenie dowolnej macierzy przez wektor szczegolny

— prawostronne:

1

2

1

3

4

0

— lewostronne:

1

3
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

 Mnozenie dowolnej macierzy przez wektor szczegolny

— prawostronne:

1

2

0

3

4

1

— lewostronne:

1

3
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

 Mnozenie dowolnej macierzy przez wektor szczegolny

— prawostronne:

1

2

1

3

4

1

— lewostronne:

1

3
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

 Mnozenie dowolnej macierzy przez dowolny wektor

mozna naturalnie interpretowac jako kombinacje liniowg

— prawostronne: kolumn

1

2

A

3

4

Ao

=}\“I

— lewostronne: wierszy

A

Ay

1

2

3

4

+K2
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

* Mnozenie macierzy (nie bedgcych wektorami)
jest natomiast szczegolnie proste w przypadku
tzw. macierzy diagonalnych
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

* Macierz D = [d;] nazywamy diagonalng,
gdy d; =0 przy i #]
— macierz diagonalna posiada poza przekagtng
wytgcznie wartosci zerowe

— o0znaczenie

 diag(a, b, ¢, ...),, lub diag(a, b, c, ...) (dla kwadratowych)
— gdzie a, b, ¢, ... sg elementami przekatnej
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

* Mnozenie dowolnej macierzy przez macierz diagonalng

— lewostronne: przemnaza wiersze

3

0

1

2

0

2

3

4

— prawostronne: przemnaza kolumny

1

2

3

0

3

4

0

2

3:1+0-3 | 3-2+0-4 31 | 32
0-1+2:3 | 0-2+2-4 2:3 | 24
1:3+2:0 | 1:0+2-2 13 | 22
3:3+4:0 | 3-0+4-2 3:3 | 42
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Lewostronne i prawostronne mnozenie macierzy

* Mnozenie macierzy A, .., przez macierz diagonalng

— lewostronne: wymaga macierzy diag(S;+, Sz «-+s Sram)
* rozmiar diagonalnej zgodny z liczbg wierszy macierzy A

3 0 1 2 0

0 2 3 4 9

— prawostronne: wymaga macierzy diag(Sq4, Soo, «-+; Spn)
» rozmiar diagonalnej zgodny z liczbg kolumn macierzy A

[ 2 0 2 0 0
X
8 9 0 3 0
]
0 0 1
94




Przeksztatcenia macierzami diagonalnymi

* Lewo- i prawostronne mnozenie przez diag(s, s, ..., S)

(odpowiednich rozmiarow) ma taki sam rezultat jak
mnozenie przez skalar s
diag(s, s, ..., s))A =s-A

3 0 1 2
X
0 3 3 4
A.diag(s, s, ..., s) = As
1 2 3 0
X
3 4 0 3

3-1+0-3 | 3-2+0-4 31| 32
0-1+3-3 | 0-2+3-4 3-3 |34
1-3+2-:0 | 1-0+2-3 1-3 | 2-3
3-3+4:0 | 3-0+4-3 3-3 |43
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Przeksztatcenia macierzami diagonalnymi

* Lewo- i prawostronne mnozenie przez | = diag(1, ..., 1)
(odpowiednich rozmiarow) ma taki sam rezultat jak
mnozenie przez skalar 1

diag(1, 1, ..., 1)A=1A=A

1] 0 1| 2 1-140-3 | 1-240-4 11 1-2
X
0 | 1 3 | 4 0-1+1-3 | 0-2+1-4 1-3] 14
Adiag(1, 1, ..., 1) = A1
1| 2 1| 0 1-142-0 | 1-0+2-1 11 | 2-1
X
3 | 4 0 | 1 3-1+4-0 | 3-0+4-1 3-1 | 4-1
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Przeksztatcenia macierzami diagonalnymi

* Mnozenie macierzy diagonalnych sprowadza sie do
przemnozenia przez siebie elementéw diagonalnych

diag(sl11, 822, reey Snn)diag(z11’ 222’ e Znn) =
= diag(s11Z41, $22Z52:--+» SnnZnn)

2 0 5 0 2:5+0-0 | 2-:0+0-7 10

0 3 0 4 0-5+3-:0 | 0-0+3-7 0 | 21




Przeksztatcenia macierzami diagonalnymi

* W szczegolnosci, przy s; # 0 dla kazdego i:

diag(s¢¢, Soo, ---» Spn)diag(1/s,4, 1/s5, ..., 1/s.) = |,

2 0 12 | O 2:1/2+0-0 | 2-:0+0-1/3 1

0 3 0 | 1/3 0-1/2+3-:0 | 0-0+3-1/3 0

— whniosek (na przysztosc):
przy (wszystkich) s; # 0 macierze
* diag(Sq4, Spps +++s Sppy)
oraz
 diag(1/s44, 1/5,,, ..., 1/s.,)
sg swoimi wzajemnymi odwrotnosciami



Przeksztatcenia macierzami diagonalnymi

 Podnoszenie macierzy diagonalnej do potegi sprowadza
sie do podnoszenia do potegi elementow diagonalnych

(diag(sy1, Sy, ---» Syn))? = diag((s44)% (822)%,--, (San)?)

2 0 2 0 2:2+0-0 | 2-:0+0-3 4 0

0 3 0 3 0-2+3-0 | 0-0+3-3 0 9

— a w ogolnosci
(diag(s41, Soo; .-, Syn))P = diag((S44)P, (Sp2)Ps-.-, (San)P)
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Macierz — interpretacje

* Rozne podejscia do interpretacji macierzy pozwalajg
na rézne sposoby ich klasyfikowania
-1
« tabelki liczbowe
« elementy algebraiczne

* macierze danych
* macierze przeksztalcajace
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Wektor — interpretacje

RoOzne podejscia do interpretacji wektorow pozwalajg
na rézne sposoby ich klasyfikowania
-1
* macierze
* nie-macierze
- 2
 tabelki liczbowe

— kolumnowe
— wierszowe
» elementy przestrzeni liniowych/afinicznych
— zaczepione
— swobodne
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Wektor -- element danych

A
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Macierz -- element przeksztatcajgcy

« Jezeli pewien wektor o rozmiarze n reprezentuje
punkt/obserwacje przestrzeni n-wymiarowej, to wiele
roznych operacji przeksztatcajgcych ten punkt w te;
przestrzeni mozna przedstawi¢ w postaci mnozenia
przez pewng macierz kwadratowg

* Przykfady:

— przemnozenie dowolnego wektora o rozmiarze 2x1 przez
ponizszg A,,, realizuje symetrie punktowg (wzgledem punktu 0)

— przemnozenie dowolnego wektora o rozmiarze 2x1 przez
ponizszg B,,, realizuje obroét o kat o (wzgledem punktu 0)

-1 0 cos(a) | —sin(a)
A= B=
o | -1 sin(at) | cos(a)
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Macierz -- element przeksztatcajgcy

« Z tego punktu widzenia macierz jest elementem
przeksztatcajgcym
— W algebrze wtasciwosci macierzy przeksztatcajgcych sg

badane, poniewaz pozwalajg na ujawnienie wiasciwosci
samego przeksztatcenia

* np. dopodki wyznacznik macierzy kwadratowej A jest rozny od zera,
to przeksztatcenie polegajgce na przemnozeniu wektora x przez
macierz A jest jednoznaczne (a wiec: odwracalne)

* Mnozenie wektorow n-wymiarowych przez macierze

niekwadratowe “przenosi’ je do przestrzeni o innych
wymiarach

— wskutek (lewostronnego) przemnozenia wektora
n-elementowego X, ., przez macierz A_,,, powstaje
wektor n-elementowy y,.,=A

mxnxnx1
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* W innych sytuacjach macierz jest nosnikiem danych

Macierz -- nosnik danych

(czyli wektorow, ktore stanowig jej wiersze lub kolumny)

— najbardziej typowe standardy

 statystyczna analiza danych:
dane (tzw. obiekty, obserwacje) w wierszach

 teoria sygnatow:
dane (tzw. obiekty, obserwacje) w kolumnach

teoria sygnatow:

0.7 0204
0.4 0.5]0.1
0.1 0.2]0.0

statystyka:
7|4 |-1
-2 5| 2
41110
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Macierz -- nosnik danych

Rozroznienie

,mnacierz przeksztatcajgca a nosnik danych”
ma oczywiste konsekwencje przy wykonywaniu
operacji na tych tych macierzach, np.:

— obiekty w wierszach przetwarzamy wykonujgc lewostronne
przemnozenie przez macierz przeksztatcajgcg

— obiekty w kolumnach przetwarzamy wykonujgc prawostronne
przemnozenie przez macierz przeksztatcajgcag
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