Ztozenie relacji (ang. composition)

Niech
RcXxY,ScYxZ.

Pytanie:

TcXxZ?

Czy mozna znalez¢ takg relacje T, ktora wigze te
same elementy z X, ktére zawiera R z tymi samymi
elementami z Z, ktére zawiera S? Czyli czy szu-
kamy T c X x Z.

Przykiad

Podstawowe formy operacji ztozenia max-min i
max-product (czasem nazywana max-dot):

1.max-min
T=RoS
7= (%2) = V(zY)A zs(y,2) =

= n;);ayx (min(lR(Xv y)!ls(y’ Z)))

2.max-product
T=ReS
2 =(x2) = V(za(xy)e zs(v.2) =

=max (rr(XY)e rs(Y.2))
yeY
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Rozmyte ztozenie relacji (ang. fuzzy com-
position)

Jak w przypadku crisp. Niech R bedzie relacja kto-
ra mapuje elementy z przestrzeni X na Y, a s rela-
cja, ktdéra mapuje elementy z Y na Z. Szukamy T z
XxZ

1.max-min
T=R-S
Uz =(%,2) = y\E/Y(uﬁ(x,y)Aug(y,Z)) =

= n;/]anX (min(,uﬁ(xi y),ﬂg(y,z»)
2.max-product

S

:=(%2) = y\G/Y(uﬁ(x,y)oug(y,Z))=
= Mmax (miR( (X y) @ 15(y,2)))

R ° S = S ° R (Operacje na macierzach).
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Logika klasyczna i rozmyta

Logika klasyczna
Zatézmy, ze mamy dwa twierdzenia

P: prawda=ze xcA
Q: prewder#e xcB

Prawdziwos$¢ mierzona jest nastepujaco:
Jezeli xeA, T(P) = 1; w przeciwnym wypadku T(P)
Jezeli xeB, T(Q) = 1; w przeciwnym wypadku T(Q)

0
0
Spaéjniki logiczne (ang. logical connectives)

Dysjunkcja
PvQ: xeA lub xeB
T(PvQ) = max(T(P),T(Q))
Koniunkcja
PAQ: xeAixeB
T(PAQ) = min(T(P), T(Q))
Negacja

JezeliT(P)=1,t0 T(P)=0
Jezeli T(P)=0,t0 T(P)=1
Implikacja
(P>Q): xgA lub xeB
T(P>Q) = T( PvQ)
Réwnowaznosé
(PQ): T(P«Q) = {1’ diaT(P)=T(Q)

0, dlaT(P)=T(Q)

© Maciej Hapke — Logika rozmyta w zastosowaniach inzynierskich 42

Klasyczna implikacja P>Q jest prawdziwa we
wszystkich przypadkach, oprécz takiego, gdy po-
przednik jest prawda, a nastepnik fatszem.

Przyktad:

1.Jezeli 1+1=2to 4>0
2.Jezeli 1+1=3 to 4>0
3.Jezeli 1+1=3 to 4<0
4.Jezeli 1+1=2 to 4<0

Czyli
TP >Q)=T(P)uT(Q)=T(P)NT(Q)

Wyobrazmy sobie, ze implikacja dotyczy dwach

roznych przestrzeni

= P jest twierdzeniem (termem) wyrazonym przez
zbior A okreslonym na X

= Q jest twierdzeniem (termem) wyrazonym przez
zbiér B okreslonym na Y

Implikacja P>Q moze by¢ tez wyrazona przez re-
lacje R:

jezeliAtoB = R=AxBuU( AxY)

T T T
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jezeli A to B, w przeciwnym razie C
= R=AxBU(AxC)

w logice (P=>Q) v ( P>S)
gdzie S: yeC, CcY

T

Przyktad
Tautologie

W logice pomocne sg zwigzki, ktdére sg zawsze
prawdziwe (tautologie) w kazdej niepustej dziedzi-
nie.

Przykiady tautologii:

¢ Kazdy pies jest ssakiem” = ,Kazdy pies jest
kregowcem”
(w domysle ,Kazdy ssak jest kregowcem”)
AjestBABjestC = AjestC

. ~/X\T(x):> \x/ ~ T(x)

¢ A jest zbiorem liczb pierwszych, A=1,A.=2, A=3,
A=5 ..., wtedy twierdzenie ,A nie jest podzielne
przez 6” jest tautologia.
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Dedukcja
wnioskowanie, w ktérym z przestanek wynika lo-
gicznie wniosek

Dedukcja modus ponens (reguta odrywania)

Z prawdziwosci przestanki i implikacji wynika
prawdziwo$¢ wniosku.

Przestanka A
Implikacja A—>B
Whiosek B

(A A (A>B)) > B

A - ,Jan jest kierowcg”
B — ,Jan posiada prawo jazdy”

Dedukcja modus tollens

Przestanka B
Implikacja A—>B
Whiosek A

(BA(ADB)> A

B — ,Jan nie posiada prawa jazdy”

A - ,Jan nie jest kierowcg”
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Whnioskowanie dedukcyjne
Zatézmy, ze mamy regute (A>B)
JEZELIA,TOB = R=((AxB)U ( AxY))

gdzie A jest zdefiniowane na X,aB na Y.

? czy znajgc nowy poprzednik A’ mozemy
wywnioskowa¢ nowy nastepnik B’?

B’ moze byc¢ znalezione nastepujaco:

B=A°R=A°((AxB)U( AxY))

Paradoksy logiki dwuwartosciowej
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= Golibroda z Sevilli — goli wszystkich i tylko tych
mezczyzn, ktérzy sami sie nie golg, kto goli goli-
brode?

= Lubie wszystkich tych i tylko tych ktorzy sami
siebie nie lubia.

= Czy ktamca z Krety ktamie gdy méwi — wszyscy
Kretenczycy sg ktamcami.

Niech
S — golibroda sam sig goli

S — golibroda sam sig nie goli

Wtedy 3 3
S> Soraz S> S,tzn.S & S,

czyli T(S) = T( S) = 1-T(S)

T(S) = V2 (potprawda — pot fatsz)
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Logika rozmyta

Zatézmy, ze twierdzenie = jest przypisane do zbio-
ru A, wtedy wartos¢ prawdziwa twierdzenia bedzie
wyrazona:

T(P) = uz(x), gdzie ux(x) € [0, 1]

Stopien prawdziwosci T(P) jest odpowiada stop-

niowi przynaleznosci x do A.

Niech P bedzie okreslone na zbiorze K, a Q na
zbiorze B. Wtedy

Negacja B
T(P)=1-T(P)
Dysjunkcja
PvQ:xjestAlubB T(PvQ)=max(T(P), T(Q))

Koniunkcja
PAQ:xjestAiB  T(P AQ)=min(T(P), T(Q))

Implikacja [Zadeh, 1973]

P>Q:xjestAtoyjestB  T(PvQ)=max(T(F
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Jezeli x jest A to y jest B
R=(AxB)U(AxY)
funkcja przynaleznosci
(X, y) =max[(uz(X) A p5(Y)), (1= 15(x))]

Jezeli x jest A to y jest B,w przeciwnym razie y
jest C
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Whioskowanie przyblizone
(Wnioskowanie z nieprecyzyjnych twierdzen)

Uogolniona (rozmyta) reguta wnioskowania modus
ponens.

Przestanka X jest A’
Implikacja | Jezeli x jest A toy jest B
Whniosek y jest B’

Przyktad:

Przestanka Predkos¢ samochodu jest ,duza”

Implikacja Jezeli predkos¢ samochodu jest
,bardzo duza”, to poziom hatasu
jest ,wysoki”

Whiosek Poziom hatasu w samochodzie

jest ,sredniowysoki”
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Inne operacje rozmytej implikacji

Implikacja Zadeha (1973)
Hg(x,y) = max{min[ zz (X), 45 (y)]1 = 15(X)}

Implikacja Mamdani’ego (1976)
(X, y) = min{uz (X), 45(y)}

Implikacja Larsena
ﬂg(x,y) = ﬂz{(x) * ﬂg(y)

Implikacja tukasiewicza
(X, y) = min{1,[1— 2z (X) + 25(y)]}

Ocena przestanki

Whnioskowanie rozmyte - ocena stopnia spetnienia
przestanek poszczegodlnych regut i przeniesienie
go na konkluzje.

Sposob obliczania stopnia spetnienia przestanki
JEZELI x=A

w(x)
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Notatka
Złożenie zbioru rozmytego i relacji rozmytej - patrz prezentacja dostępna on-line:  http://docplayer.pl/37141246-Definicja-zlozenie-zbioru-rozmytego-i-relacji-rozmytej-rozwazmy-zbior-rozmyty-a-x-z-funkcja-przynaleznosci.html - slajdy 2-5


Przyktady graficzne wnioskowania

1. Jezeli x=A to y=B (wejscie jest crisp)

y 4
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Obliczenia dla uproszczonej wersji dyskretnej, tzn.

= O 5 1 5 0 = /O 5 1 5 0
A=+ —+—+—+_ B={—4+—+_-+_—+—
5 55 6 65 7 6 65 7 75 8

1.x = 6.5, tzn. ﬁ'={0+0+0+1+0} (crisp)
5 55 6 65 7
2. 2\":{0+0+0+0'5+1} (fuzzy)
5 55 6 65 7

Implikacja Mamdaniego Hileczynrowa-
ad.1.
A AB|6 65 7 75 8

0 50 0 0 0 O

0f 550 050505 0

0 6/ 0 05 1 05 0
/1 650 050505 0 [0 0.5 05 0.5 0]
0 770 0 0 0 O
ad.2.
AN AB|6 65 7 75 8

0 50 0 0 0 O

0f 55/ 0 050505 0

0 6/ 0 05 1 05 0
0.5/ 65/ 0 050505 0 [0 0.5 05 05 0]
L1 770 0 0 0 O
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Rozmyte systemy regutowe

Fuzzy system
x1 ninputs 1 output — ¥y
Fuzzy system
X2 n inputs 1 output " y2
Fuzzy system
n inputs 1 output — yn
b

Posta¢ kanoniczna systemu rozmytego

Reguta 1: JEZELI ¢1, TO r1
Reguta 2: JEZELI c2, TO r2
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Struktura systemu rozmytego

Xi—* y
System ——
X2 >
> Fuz > Inferencj uly), Defuz (—»
) , erencja
—>|

Nazwa | Fuzyfikacja Inferencja Defuzyfikacja

oper. |(rozmywanie) (wnioskowanie) (ostrzenie)

Oper. |e obliczanie stopnia przy- |e ocena stopnia spetn. « zastgpienie zbioru
nalezno$ci wartosci przestanek regut rozmytego warto-
wej$¢ modelu do zbio- |e okreslenie f. przyn. kon- $cig ostrg,
réw rozmytych tych kluzji
wejsé o okreslenie wynikowej f.

przyn. wszystkich regut
Elem. |e funkcje przynaleznosci |e baza regut e mechanizm
wejsc e mechanizm inferencji defuzyfikacji
« funkcje przynaleznosci
wyjscia y
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Dekompozycja regut ztozonych

Wiele koniunkcji poprzednikéw
JEZELI x jest A, oraz ... x jest A, TOy jest B,

~ ~

=R NnA,Nn...NA,
tlug (X)), iz (X)]

S

Hz (X)

/-

JEZELI x jest A_ TO y jest B,
Dla dwéch przestanek prostych:
JEZELI (x1=A1) | (x2=A2)

to dla x1=x1* oraz x,=x,* stopien jej prawdziwosci
jest obliczany

,UR(X;X; )= Ha,na, (X;’X;) = t(:uA' (X1 )!;qu (X;))
gdzie t jest jednym z operatorow {-normy.

Operatory t-normy
1.min-operator
ttta, (X3)s Ha, (X2)) = MiN(pzp (X3), a, (X2))
2.iloczyn algebraiczny
t(a, (X )s Ha, (x3))= Hp, (x3)* Ha, (x3)
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Wiele dysjunkcji poprzednikéw

JEZELI x jest A, lub ... x jest A, TOy jest B,

A, =A

=A,UA,U..UA,
,U,Z(S(X):

max iz, (X),.... 5, (X)]
JEZELI x jest A, TO y jest B,
Dla dwoch przestanek prostych:
JEZEL' (X1=A1) LUB (X2=A2)

Hg (X1,%5) = Ha on, (X3, %;) = S( 4, (X1), Hp, (X5))
Operatory s-normy:
1.max-operator

S(IJA1 (%), Ha, (X)) = maX(HA1 (%), Ha, (x;))

2.suma algebraiczna
S(UA1 (%), Ha, (x2)) = Ha, (%) + Ha, (x2)

ts ——
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Agregacja zbioru regut rozmytych

W okreslaniu strategii agregacji istniejg dwa eks-
tremalne przypadki:

a.Koniunkcyjny system regut.
Wszystkie reguty muszg by¢ spetnione, potacze-
nie ,and”.

y =y'and y’and ...and y’
y=ynyn .ny

funkcja przynaleznosci
4y (Y) =M1t (), (Vv 0 () llay €Y

b.Dysjunkcyjny system regut.

Tu wymagane jest spetnienie przynajmniej jednej
reguty. tacznik ,or”.

y =y oryfor..ory
y =y uylu ...uy

funkcja przynaleznosci

#y (y) = max(ee, (¥), 2 (¥),es 11,0 (y)) dlay e

y y

© Maciej Hapke — Logika rozmyta w zastosowaniach inzynierskich 58

Graficzne techniki wnioskowania (system
regut z wieloma przestankami)

Zatézmy rozmyty system regutowy, dysjunkcyjny:
2 wejscia i 1 wyjscie

4 przypadki:
1.x1i x2 sg crisp (funkcjami delta), wtedy
Wg metody wnioskowania Mamdaniego,

Hg, (y) = max[min[ sz, (input(i)), sz, (input()I1 - k=12,..

2.x1 1 x2 sg crisp (funkcjami delta), wtedy
Wg metody (max-product inference method)
Hg, (y) = max[uz, (input(i)) - sz, (input(j))]  k=12,....r

3.x1 i x2 sg rozmyte
Wg metody wnioskowania Mamdaniego
Hg, (y) = max[min{max( sz (x) A 1(x)],

max[ﬂ;; ()Au(x)} k=12...,r
4.x1 i x2 sg rozmyte

Wg metody wnioskowania max-product
Hg, (y) = maximax{uz, (x) A (X, )l maxlsug, (x) A p(x,)]
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Algorytm inferencji

Reguta 1: JEZELI X; = Ag1| ... | Xo= Aqn, TO y= By
Reguta j: JEZELI x; = Ay | ... | x,= Ap, TO y= B,
Reguta m: JEZELI X, = A | ... | Xy = A, TO y = Bny
Krok 1.

Okresli¢ stopieh spetnienia przestanek poszcze-

golnych regut (agregacja przestanek, t-norma)
hy = t(aa, (X4 )ies ttn, (X))

hj = t(,UAﬂ (X1 )""huAin (X; )

ho = t(ua (X3 )eos Ha,, (X2))

Krok 2.
Okreslic zmodyfikowane funkcje przynaleznosci

uB}(y)konkquji (nastepnikéw) poszczegodlnych re-
gut (inferencja w regufach). Tylko dla regut, ktérych
przestanki spetnione sg w stopniu h>0.

Hey(Y) = (0, 115, (¥))
g, (¥) = thy, 115 (¥))

Hom () = 0y, 15 (¥))

Krok 3.

Okresli¢ wynikowa funkcje przynaleznosci p(y)
przez akumulacje zmodyfikowanych funkcji przyna-
leznosci ,uB;(y)konkquji poszczegdlnych regut

w(y) = prg () = S(ptg: (¥)sos 1 (Y))
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