1 Zbiory klasyczne

Operacje na zbiorach klasycznych
A i B zbiory okreslone na X (dziedzina)

Suma AU B={x]|xeAlub xeB}
lloczyn ANnB={x]|xeAixeB}
Dopetnienie A={x|xgA, xeX}
Réznica A|B={x]|xeAixgB}

Wiasnosci klasycznych zbioréw
Przemiennos¢ AUB=BUA

AnB=BnA
tacznosé AuBuUC)=(AuB)uC
An(BnNnC)=(AnB)nC
Rozdzielnos¢ Au (BN C)=(AuB)n(AuUC)
An(BuUC)=(AnB)UANC)

Identycznos¢ AU =A AnX=A
AND=0 AuX=X

Przechodniosé¢ JezeliAcBcC,toAcC
Inwolucja dopetnienie dopetnienia A = A
Prawa wytgczonego srodka
Au A=X
AnA=g
AnNB=AUB

Prawa De Morgana g g - A ~B
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Operacje na zbiorach klasycznych (z funk-
cja przynaleznosci)

1 xe4d

Hal) = {0 xe A
Suma (unia)
AUB — ppug (X) = pa(X) v p1s (X) = max(ua(x), us (X))
lloczyn (przeciecie)
ANB = uang (X) = pa(X) A pg (X) = min(ua(x), s (X))
Dopetnienie
A > uax)=1-un(x)

Zawieranie

Ac B > ua(x) < ps (X)
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2 Zbiory rozmyte, przynaleznos¢ i
modelowanie

Funkcja przynaleznosci

Nosnikiem (ang. support) zbioru rozmytego nazy-

wamy zbior elementow, dla ktérych wartos¢ przy-

naleznosci ua(x) > 0.

Rdzeniem (ang. core) zbioru rozmytego nazywa-
my zbior elementéw, dla ktérych warto$¢ przyna-
leznosci jest ua(x) = 1.

Wysokosciag zbioru rozmytego A jest najwieksza
wartos¢ funkcji przynaleznoéci, tzn.

h = sup zx(x)

xeX

Zbiér rozmyty jest znormalizowany, jesli jego wy-
sokos¢ h jest réwna 1.

Zbiér rozmyty jest wypukly jezeli dla jakichkolwiek
x,y,z,takich, ze x<=y<=z, zachodzi:

Ha(y) = minf[ua(x), pa(z)]
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Reprezentacje zbioréw rozmytych

Reprezentacja trojkatna A = (1, 2, 3)
Reprezentacja trapezoidalna B = (1, 2, 3, 4)

Reprezentacja dyskretna
Jesli przestrzen X jest dyskretna i skoriczona to
zbiér rozmyty jest reprezentowany w sposéb na-

stepujacy:

A= {ﬂg(xl) 4 ﬂg(xz)+"} _ {Z ﬂr\(xi)}

i X;

Wymagane sg dwa wektory do reprezentacji (wek-
tor definiujacy przestrzen X, wektor okreslajacy
wartosci przynaleznosci do zbioru).

Np. M — zbiér studentéw madrych
X = {Poldek, Hieronim, Jasiu, Matgosia }

_ 0.3 1 0 0.7
M= +— — + — + -
Poldek Hieronim Jasiu Malgosia

Reprezentacja dla X ciggtej

SES
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Pisanie tekstu
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Pisanie tekstu
takich, że x<=y<=z, zachodzi:

Marcin
Pisanie tekstu
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Reprezentacja wektorowa

Np.
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Reprezentacja macierzowa
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Reprezentacja LR
(Dubois i Prade, 1987). Liczba taka jest definiowa-

na za pomocg czterech liczb rzeczywistych:
M =(m,m qp)R

gdzie:
[m,m]-  rdzen liczby rozmytej M |,
m,m -dolna i goérna warto$é rdzenia,
o, - zakres lewego i prawego zbocza liczby
rozmytej M.
L,R- funkcje referencyjne takie, ze
L(0)=R(0)=1i L(1)=R(1)=0:

Funkcja przynaleznosci liczby rozmytej M typu
LR zdefiniowana jest jako:

Lm-x)/a] gdyx<m
Hp(x)=11 gdy m e [m,m]
Rlx-m)/ 5] gdyx>ma,feR

+

m-o. m m m+p

© Maciej Hapke — Logika rozmyta w zastosowaniach inzynierskich

Przyktad liczby rozmytej typu LR

L = "1/ (1+x
R = "1/ (1+x
xmin = 0; xmax
ml = 30; m2
alpha = 10; bet
ymin = 0; ymax
resx = 400;
[A,x] = modlrse

~2) "
~2) "
= 50;
= 35;
a = 2;
= 1;
t

(L,R, [xmin, xmax,ml,m2,alpha,beta, ymin, ymax], resx) ;

plot_set (x,A);

o
©
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LR odcinkami liniowe (trapezoidalne)

xmin = 0; xmax = 50;
ml = 30; m2 = 35;
alpha = 10; beta = 2;
ymin = 0; ymax = 1;
resx = 400;

[A,x] = modlrset

("tr’,’’, [xmin, xmax,ml,m2,alpha,beta, ymin, ymax], resx)

7

Membership
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. /L

0 5 10 15 20 25 30 3 40 45 50
Universe of discourse
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Reprezentacja 6-punktowa (Rommelfanger 1990)

o a=1:pn(x)=1
wszystkie x : u(x) = 1 z catg pewnoscig naleza do
zbioru mozliwych wartosci

e a=A:u(x)> A1
wszystkie x : u(x) > A moga naleze¢ do zbioru mozli-
wych wartosci

e a=c¢ip(x)<e
wszystkie x : u(x) < ¢ nie nalezg do zbioru mozliwych
wartoéci i dlatego mozna je poming¢ bez straty infor-
magji

Odpowiada to nastepujacemu rozumowaniu:
= _x najpewniej lezy w przedziale [m ,7],

= jest mozliwe, ze x bedzie w przedziale [m‘ 3771;”] ,
= X na pewno nie bedzie lezato poza przedziatem
[m®,m*]”,

Symboliczna definicja takiej reprezentaciji jest nastepuja-
ca:

7 & A — — 1 —¢
M=(m m ,m ,m ,m ,m-,

Ha(X)

1
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Operacje na zbiorach rozmytych

Niech zbiory ABiC bedg zbiorami rozmytymi w
dziedzinie X. Dla danego elementu x € X mozna
okresli¢ nastepujace operacje:

Hz g(X) = pxg(X) v pg(X) = max(uz(X), pg(X))
Hzg(X) = px(X) A pg(X) = min( ez (X), ug(x))
4z (X) =1= pz(x)

A B A B

Prawa wytgczonego $rodka
AUA=X
ANAzQ
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Wiasnosci zbioréw rozmytych

Zbiory klasyczne sa szczegdélnym przypadkiem
zbioréw rozmytych.

(Wszedzie tyldy nad nazwg zbioru)

Przemiennos¢ AuB=BUA
AnB=BnA

Lacznosé AuBuUC)=(AuB)uC
An(BnNnC)=(AnB)nC

Rozdzielnos¢ AU (BN C)=(AuB)n(AuUC)
An(BuC)=(AnB)U(ANC)

Identycznos¢ AU =A

AnX=A
AnNnd=yg
AuX=X

Przechodnios¢
JezeliAcBcC,toAcC

Inwolucja dopetnienie dopetnienia A = A

przykfad,
zadania
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3 Klasyczne relacje i relacje rozmyte

lloczyn kartezjanski

Niech A4, A, ..., A, bedg klasycznymi zbiorami.
Zbior wszystkich takich n-tek (a4, ap, ..., a,) gdzie
a,eAq, azeA,, ..., apeA, jest nazywany iloczynem
kartezjanskim.

Przyktad:
A={0, 1}
B={a,b,c}

A x B ={(0,a),(0,b),(0,c),(1,a),(1,b),(1,c)}

Klasyczne (ang. crisp) relacje

Podzbidr iloczynu kartezjanskiego Aix Agx ... x A,
jest nazywany n-elementowg realcjg nad zbiorami
A4, Ay, . A

Jesli ograniczymy sie do dwodch zbiordow Aq i A, to
relacja ta bedzie relacjg binarng z A4 do A,.

lloczyn kartezjanski dwoch przestrzeni X x Y jest
okreslony nastepujgco

XxY={xYy)|xeX yeY}
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Sita tej relacji mierzona jest za pomocg charakte-
rystycznej funkcji x

1 (xy)e XxY
10, (xy)eXxY

Relacja zupetna i brak relaciji.

Jesli przestrzenie sg skonczone to relacje takg
mozna zapisa¢ w postaci tabeli.

Zatézmy, ze
X={1,2,3},Y={a, b,c}

R ={(1,a), (1,c), (2,b), (2,c), (3,a)} RcXxY

odpowiedni graf potaczen

W N -
- O a0
O ~ OT
O =~ a0

Dla przypadkoéw ciagtych
R={(x,y}|y=2x,xe X,y € Y}

Lub wykorzystujac funkcje

1, y>2x
ZR(X1Y)—{O’ y < 2x
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Operacje na relacjach

R i S dwie rézne relacje w przestrzeni kartezjan-
skiej X x Y

O - relacja pusta (same zera w wierszach i kolum-
nach)

E - relacja zupetna (same jedynki w wierszach i
kolumnach)

Operacje

Suma (unia)
RUS = 2r(X) v xs (X) = max(zr(X.y), s (X.¥))

lloczyn (przecigcie)
R M S g XRAS (X,Y) = min(ZR(X:y)v xs (le))

Dopetnienie
R _>Z§(ny) =1 _;(R(X!y)

Zawieranie
Rc S — wxy) < 1s(xy)

Wiasciwosci relacji analogiczne do wiasciwosci
zbioréw.
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Relacje rozmyte

Rdéznica jest taka, ze zamiast binarnej funkcji y
(jest relacja, brak relacji) wystepuje funkcja p re-
prezentujaca rézne stopnie sity relacji z [0, 1]. Stad
relacja rozmyta R jest odwzorowaniem X x Y w
przedziat [0, 1] gdzie sita odwzorowania jest wyra-
zona funkcjg przynaleznosci ug(X,y).

Operacje na relacjach rozmytych analogiczne do
operacji na relacjach klasycznych.

Suma (unia)
,uRug(X1 y) = max(,uﬁ(x! y)’ ﬂg(x, y))

lloczyn (przeciecie)
Hes(XY) =min(ug(X,y), us(X,y))

Dopetnienie
luﬁ(xi y) = 1 - ,UR;(X, y)

Zawieranie
Rc 8= ur(xy) < ug(x,y)

przyktad

© Maciej Hapke — Logika rozmyta w zastosowaniach inzynierskich 15

4 Konwersje fuzzy-crisp

a-ciecie liczby rozmytej
a-ciecie liczby rozmytej przeksztatca zbidr rozmyty
w zbiér nierozmyty w taki sposdéb, ze

A, = x| ux(x)2 )

Przyktad:
Rozwazmy dyskretny zbiér rozmyty zdefiniowany
naX={a,b,c,de,f}

e+

X {1 09 06 03 0.01 O}
a b c e f

Mozemy teraz utworzy¢ kilka a-obcietych zbiorow

me@={1:0:0,0,0.0)
a b c d e f
Aos ={a, b, ¢}

Ao+ ={a, b, c, d, e}

Aolgz{a,b}

Aoz ={a, b, c, d}

A0=X

© Maciej Hapke — Logika rozmyta w zastosowaniach inzynierskich 16




Przyktad:
Ciagty zbiér rozmyty A =(10,20,30), i dwa 0,3 0,6
ciecia.

Aw1 j

A.=[13, 27], A..=[16, 24]
a-ciecie relacji rozmytej

1 08 0 0.1 02
08 1 04 0 09
R={0 04 1 0 O
01 0 O 1 05

02 09 0 05 1

a-ciecie relacji rozmytej R.

R, ={(xy)| ug(x,y) 2 a}

przyktad dla a=11i0.9.

Metody defazyfikacji (ang. defuzzification)

Defazyfikacja — przeksztaicenie zbioru rozmytego
Z w odpowiadajacy punkt nierozmyty z* (ang.
crisp).

Po co?

= Gdy wyjscie procesu rozmytego ma by¢ liczbg
nierozmyta.

= Gdy trzeba poréwnaé wartosci rozmyte

1. Zasada maksymalnej przynaleznosci.

Jest znana réwniez jako metoda wysokosci zbioru. Ograni-
czona dla funkgji ostrych (peak).

Ue(Z*) 2 puc(z) dla wszystkich z € Z

v
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2.Metoda srodka ciezkosci (ang. centroid method)
(Sugeno, 1985; Lee, 1990).

. ch(z)*zdz
2=
fuc(z)dz

z

*

z

3. Metoda $redniej wazonej (ang. weighted avera-
ge method)

Tylko dla symetrycznych funkcji przynaleznosci.

z*:zﬂc(z).z

Zﬂc(z)

e a(0.5) + b(0.9)
05+0.9
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4.Srodek maksiméw (ang. mean-max members-
hip, middle-of-maxima) (Sugeno, 1985; Lee,
1990).

Podobna do pierwszej metody (z tg réznica, ze moze byé
stosowana do ptaskich I.r.)

A
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Przyktad:

[A,x]=modlrset ('tr','',[0,5,1,4,1,1,0,0.31,400)
[B,x]=modlrset ('tr','',[2,8,4,6,1,1,0,0.5],400
[C,x]=modlrset('tr','',[0,9,6,7,1,1,0,1],400)
D=fuz for(1,C,fuz for(1,A,B))

Vemberstip
Membershi

Memberstip
Suy|
|

Memberstip

L
—

Memberstip
Lt
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ad.1. (max-membership) tylko dla ostrych

ad.2. (centorid)

J Hg(2)-Z dZ

j‘ygz)dz N
[j03zzdz+j032dz+f[ jzdz+fOSzdz+_[z 5zdz+fzdz+j‘8 zzdz}—
o

[j(o.az)duj(o.a)du j(;J dz+ j(o.s)du J‘(275)dz+'f dz+J(8—z) dz}:4.9 [m]
0 1 36 2 4 55 6 7

ad.3. (weigted average)

+_03x25+05x5+1x65

=5.41[m]
0.3+0.5+1

ad.4. (mean-max membership)

7*=(6+7)/2 = 6.5 [m]
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5.Srodek sum (ang. center of sums)

Suma iloczynéw poszczegolnych pdl i srodkéw ciezkosci sy-
metrycznych zbioréw rozmytych dzielona przez sume pol.

8
[12.5x0.5x0.3(3+5)+5x0.5x0.5(2 +4)+6.5x0.5x (3 +1)|dz

*

z*=20

8
[10.5x0.3(3+5)+0.5x0.5(2 +4)+0.5x (3 + ]dz
0

6.Srodek najwiekszego pola (ang. center of largest
area)
Metoda zawiera metode $rodka ciezkosci ale stosuje sie do
zbioréw niewypuktych. Dla zbioru wypukfego srodek najwigk-
szego pola sprowadza sie do metody $rodka ciezkosci.
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7.Pierwsze (lub ostatnie) maksimum (ang. first or
last maxima)

Najmniejsza warto$¢ o najwiekszej wysokosci zbioru.

Najpierw wyznacza sie najwyzsza wysoko$c¢ zbioru (sumy)
h(€,) = sup s, (2)
Ze

Nastepnie znajduje sie pierwsze maksimum
z*=inf{z e Z| uz (z)=h(C,)}
zeZ k
lub ostatnie

z* _sup{ZeZ|,uC( )= h(ck)}

zeZ

8.Srodek wartosci $redniej liczby rozmytej (Demp-
ster, Shafer, Dubois, Fortemps)

Wartos¢ srednia liczby rozmytej

E@Q) = [E(Q), E(Q)]

Srodek wartosci $redniej
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Flx)

)/ Q
Fy(x)

E1Q) E(Q) *

Gdzie

E.(Q= TxdF*(x) E'(Q)= TxdF*(x)

Przyktad dla 6-punktowej reprezentacji

Niech
& A A
a‘+a a’+a
e, = e, =
2 2
. _a+a’ o _a‘+a’
3 2 4 2

Z bilansu pdl wynika, ze:

(1-2)e, +(A-¢e)e, =(1-£)E.(A)
Stad:
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E.(A)= (1-A)e, + (A —-¢)e,

1-¢
E,('K):U—/I)e3 +(A-¢)e,
1-¢
E.(A)+E"(A) _
; -
(1-A)@* +a+a+a’)+(A-¢)@ +a* +a* +a‘)
4(1-¢)
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