Optymalizacja wielokryterialna

Metody klasyczne

1 Wstep

Wiele rzeczywistych problemow optymalizacji jest opisanych przez wigcej niz
jedna funkcje celu, tj. kryterium optymalizacji. Funkcje te winny by¢

optymalizowane jednoczesnie. Przyktadowo:

e w logistycznym problemie konstrukcji tancucha dostaw kryteriami mogag
by¢ calkowity koszt realizacji dostaw oraz calkowity czas ich realizacji;
e w inzynieryjnym problemie konstrukcji silnika optymalizowana moze by¢

jego wydajnos$¢ oraz zuzycie paliwa.

W wymienionych przyktadach wydajno$¢ jest kryterium typu zysk, natomiast
pozostate przypadki to kryteria typu koszt. Jezeli problem optymalizacji jest
opisany przez wigcej niz jedno kryterium, jest on nazywany problemem

optymalizacji wielokryterialnej.
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Optymalizowane kryteria sg czesto niestety w pewnym stopniu Sprzeczne. Z tego
powodu, niemozliwym moze okazac si¢ konstrukcja takiego rozwigzania, ktore
byto by najlepsze z punktu widzenia wszystkich kryteriéw réwnoczesnie. Na
pewnym etapie optymalizacji, rozwigzanie moze juz nie by¢ w stanie by¢
poprawione z punktu widzenia pewnego podzbioru Kryteriow, bez jednoczesnego
pogorszenia z punktu widzenia innych kryteriow. Rozwigzania takie nazywane s3
optymalnymi w sensie Pareta (Pareto optymalne), a zbidr wszystkich takich
rozwigzan problemu nazywany jest frontem Pareta. Rozwigzania Pareto
optymalne stanowig najlepsze mozliwe do uzyskania kompromisy pomigdzy
kryteriami, stanowigc tym samym mozliwe najlepsze warianty, tj. potencjalne

rozwigzania problemu, dla decydenta.
min lub max f; (x) = s;,

min lub maxf, (x) = s,,

min lub max f; (X) = sy,
przy ograniczeniach x € X, s = [sq, S5, ..., Sy] € Q,

gdzie f;_p to M funkcji celu, ktore winny by¢ maksymalizowane badz
minimalizowane, x to rozwigzanie w przestrzeni decyzji, a s to rozwigzanie
W przestrzeni ocen. Pareto front tak sformutowanego problemu jest zdefiniowany

W nastepujacy sposob:

PF ={s/ € Q: A ke gkrsiS“AST},

Gdzie A to relacja dominacji, ktéra zachodzi dla pary (s/, s*), gdy V=1 s} <

sk oraz Jieq,.., M}sij < s¥. (dla kryterium typu zysk relacje powinny by¢



odpowiednio > oraz >). Jako ze rozwigzan Pareto optymalnych moze by¢

W ogdlnosci nieskonczenie wiele, przyjmuje si¢, ze ogdlnym zadaniem
optymalizacji wielokryterialnej jest konstrukcja zbioru rozwigzan mozliwie
najlepiej przyblizajacych front Pareta. Rysunek 1 przedstawia przyktadowa
przestrzen rozwigzan () dla problemu 2-kryteriowego. Front Pareto zostat
zaznaczony przy uzyciu pogrubionej linii, a jego przyktadowe przyblizenie przy

uzyciu kropek.

Front Pareta

Rysunek 1: Przykladowa przestrzen Omega i front Pareta

2 Programowanie liniowe

Programowanie liniowe jest sformalizowanym sposobem opisu problemu
optymalizacji przy wykorzystaniu funkcji liniowych. Zaktada sie, ze rozwigzania
sg opisane przy uzyciu n zmiennych decyzyjnych x = [xy, x5, ..., X, ], ktore moga
by¢ uwiktane w funkcjach liniowych do okreslenia funkcji celu badz narzucenia

ograniczen na przestrzen decyzyjna. Przyktadowe sformutowanie problemu



optymalizacji przy wykorzystaniu programowania linowego moze wygladac

nastepujaco:
max 2x; + 3x,
przy ograniczeniach:
X1 — 2x, <15
3x1 +x, <10
X1,%X; =0

Powyzszy przyktad maksymalizuje funkcj¢ (1), narzucajac ograniczenia (1-4) na
zmienne decyzyjne x; 0raz x,. Do rozwigzywania tak sformulowanych problemow
wykorzystuje si¢ metody oparte o algorytm Simpleks. Poza ograniczeniami typu<,
mozliwe jest rowniez wykorzystanie ograniczen typu = oraz =. Dodatkowo mozna
rowniez ograniczy¢ dziedzing zmiennych do liczb catkowitych. Mowi si¢ wtedy

0 programowaniu mieszanym liniowym badz catkowitoliczbowym. Zawarcie
zmiennych calkowitoliczbowych na ogo6t znaczaco zwicksza ztozonos¢

obliczeniowg algorytmu.

Programowanie liniowe zaktada optymalizacje jednej funkcji celu. By moc
wykorzysta¢ t¢ metode do przyblizenia frontu Pareta problemu wielokryterialnego,
wykorzystuje si¢ najczesciej podejscia sekwencyjne, ktore przy kazdym
jednorazowym uruchomieniu algorytmu starajg si¢ odkry¢ inne rozwigzanie Pareto
optymalne. Dwoma klasycznymi takimi algorytmami sg Metoda Sumy Wazonej

oraz Metoda Epsilon-Ograniczen.



Metoda Sumy Wazonej

Metoda ta agreguje M funkcji celu w jedna funkcje przy uzyciu wag w, ktére

okreslajg istotnos$¢ kazdego kryterium. Innymi stowy:

5 =wifi(x) + wafo (%), .o, Wiy fir (%)

Tak sformutowana funkcja £ jest wykorzystana w modelu programowania
liniowego jako funkcja celu. Przy zachowaniu takich samych ograniczen, problem
ten jest rozwigzywany dla réoznych kombinacji wag celem odnalezienia roznych
rozwiazan Pareto optymalnych. Wagi te powinny sumowac si¢ do 1. Ponadto
wazne jest to, aby funkcje celu f byly znormalizowane, chociaz lepszym

podej$ciem jest uwzglednienie takiej normalizacji przy definiowaniu samych wag.

Zaleta Metody Sumy Wazonej jest jej stosunkowo prosta implementacja. Wady sg

natomiast nastgpujace:

e Trudno jest uzyska¢ rownomierny rozkltad uzyskanych rozwigzan Pareto
optymalnych, poniewaz to w jaki sposob wektory wag powinny by¢
wygenerowane by uzyskac taki efekt, silnie zalezy od samego ksztattu frontu
Pareta (ktory nie jest znany a priori).

e Metoda ta nie jest w stanie odnalez¢ rozwigzan na ptaskich badz wklestych
obszarach frontu Pareta.

e Gdy problem jest dyskretny, wiele r6znych wektorow wag moze wskazywac
to samo rozwigzanie jako optymalne, tym samym istotnie wzrasta liczba
uruchomien algorytmu celem uzyskania zadanej liczby réznych rozwigzan

Pareto optymalnych.



Metoda Epsilon Ograniczen

W przeciwienstwie do Metody Sumy Wazonej, Metoda Epsilon-Ograniczen
optymalizuje wybrang — oryginalng — funkcje celu. By uzyskac rozne rozwigzania
Pareto optymalne, stopniowo ogranicza ona przy kazdym kolejnym uruchomieniu

pozostale kryteria.

Dla przyktadu, jezeli problem jest opisany przy uzyciu dwoch kryteridw, ktore
winny by¢ minimalizowane, metoda moze optymalizowac tylko funkcje f;. Przy
pierwszym uruchomieniu algorytmu, znalezione rozwigzanie bedzie mozliwie
najlepiej realizowato wlasnie te funkcj¢. Natomiast zaktadajac, ze f; 1 f; sa

w silnym konflikcie, znalezione rozwigzanie powinno by¢ przeci¢tne z punktu
widzenia f,. Wiedzac, ze rozwigzanie Pareto optymalne nie moze zostaé
poprawione na wybranych kryteriach bez jednoczesnego pogorszenia na innych,
ograniczenie f,(x) < € moze zosta¢ dodane do modelu, co z jednej strony
ograniczy mozliwg realizacje tego kryterium, a z drugiej strony spowoduje
pogorszenie realizacji uzyskanego rozwigzania z punktu widzenia f;. Tym samym
stopniowo narzucajgc coraz wigksze ograniczenia € na f,, metoda moze odnalez¢

rozne rozwigzania Pareto optymalne.

Do zdefiniowania e-ograniczen dla powyzszego przyktadu, mozna odnalez¢
minimum oraz maksimum dla warto$ci f, rozwigzan Pareto optymalnych. Mozna
to zrobi¢ minimalizujg raz f; a raz f,. Dla minimalizacji $f 1$ mozna zatozy¢, ze
odnaleziona zostanie najgorsza wartos¢ dla f,. Nastepnie tak zdefiniowany
przedzial moze zosta¢ podzielony na kilka rownych czesci, ktore wyznacza kolejne

wartosci ograniczen dla tej funkcji.

Zaletag Metody ¢ -ograniczen jest to, ze jest wstanie odnalez¢ dowolne rozwigzanie

Pareto optymalne. Ponadto na og6t wymaga ona znacznie mniej uruchomien do



odnalezienia zbioru o0 — zadanej wielkosci — r6znych rozwigzan Pareto
optymalnych, w poréwnaniu do Metody Sumy Wazonej. Wada natomiast jest to,
ze czesto uzyskane rozwigzania nie sg rOwnomiernie roztozone w przestrzeni

funkcji celu.

3 Zadanie Domowe

Firma Pfitzer jest jednym z wiodacych producentdéw 1 dystrybutorow lekoéw na
swiecie. Bezposrednimi klientami firmy sg lekarze, ktorych regularnie odwiedzaja
przedstawiciele handlowi Pfitzera. Zadanie domowe skupia si¢ tylko na matym
skrawku dziatan operacyjnych firmy, jakim jest rejon Istambutu w Turcji. W tym
obszarze operuje 4 przedstawicieli firmy, a sam obszar jest podzielony na 22
mniejsze jednostki geograficzne. Kazdy przedstawiciel ma swojg statg siedzibe w
centrum jednego z regionéw. Dla kazdej takiej jednostki geograficznej
utrzymywane sg dane dotyczace sprzedazy, liczba lekarzy oraz ich profile, i na
podstawie tych danych obliczany jest indeks, ktéry odzwierciedla

»pracochtonno$¢” zwigzang z dziataniami operacyjnymi w tym rejonie.

Firma Pfitzer stara si¢ wyznaczy¢ swoim przedstawicielom obszary dziatan
operacyjnych w taki sposob, aby, po pierwsze, kazdy region mial przypisanego
swojego przedstawiciela 1 po drugie, aby catkowita pracochtonno$¢ zwigzana z
regionami przedzielonymi kazdemu z przedstawicieli byta podobna 1 bliska 1.
Ostatni taki przydzial miat miejsce wiele lat temu 1 obecnie firma zastanawia sie,
czy po sukcesywnych zmianach wskaznikéw dotyczacych regionow, ktore mialy
miejsce na przestrzeni czasu, mozliwa jest lepsza alokacja swoich przedstawicieli.

Ogolne zadania, kryteria, rozwazane w tym problemie sg nastgpujace:



e Minimalizacja odleglos$ci f: Aby podroze przedstawicieli firmy do
przypisanych im dziatan operacyjnych byly efektywne, rozwigzanie
powinno w pewien sposob minimalizowac¢ odlegto$ci miedzy siedzibami
przedstawicieli, a przypisanymi im regionami. Dane dotyczace odleglosci
pomiedzy siedzibami swoich przedstawicieli a kazdym z regiondéw sg dane
w Tabeli 1. Funkcja f; powinna zosta¢ zdefiniowana jako suma odleglosci
pomigdzy kazda z siedzib przedstawiciela firmy a przypisanymi im
regionami.

e Minimalizacja zmian f,: Firma Pfitzer chciata by unikng¢ drastycznych
zmian w przydzialach obszarow operacyjnych przedstawicieli handlowych.
Modli oni np. nawigzac juz dobre relacje z klientami 1 przeciwwskazanym
bylo by burzy¢ te kontakty. Obecny przydziat regiondw do przedstawicieli
jest dany w Tabeli 2. By zdefiniowaé¢ miare ,,zmian”, model moze zliczaé¢
dla ilu region6w nastgpita zmiana przedstawiciela firmy (Uwaga: nalezy
uwzgledni¢ tylko te regiony, ktore nie byty do tej pory przypisane do danego
przedstawiciela a w nowym rozwigzaniu zostaly przypisane). Ponadto
sktadniki tej sumy mogly by by¢ wazone ,,pracochtonnoscia” regionow. Jest
to uzasadnione w ten sposob, ze dla regiond6w stabo pracochtonnych
ewentualna zmiana przydzielonego przedstawiciela nie jest tak istotna jak w
sytuacji, w ktdrej region ten bylby silnie pracochtonny. Wspotczynniki
pracochtonnosci regionéow sg dane w Tabeli 3. Ostatecznie wigc f, jest
zdefiniowana jako procentowy — po przemnozeniu przez 100% — odchytek

od obecnego przydziatu.

Zaktadajac, ze obecny przydziat nie jest idealny, kryteria f; oraz f, sa sobg do
pewnego stopnia sprzeczne. W zwigzku z tym, problem ma nature

wielokryterialng. Narzucone sg tutaj trzy ograniczenia:



o Kazdy region musi mie¢ przydzielonego doktadnie jednego przedstawiciela
firmy.

e Suma pracochlonnosci regiondw przydzielonych do kazdego przedstawiciela
powinna by¢ w przedziale[0.9, 1.1]. Obecnie catkowita suma
pracochtonnosci wszystkich regiondw rowna jest 4 wiec dodatkowa
normalizacja nie jest wymagana.

e Sugerowanym sposobem reprezentacji rozwigzania problemu jest macierz
binarna, w ktorej 1 oznacza, ze dany pracownik (kolumna) ma przydzielony

dany region (wiersz). Zmienne decyzyjne winny mie¢ wiec dziedzing {0, 1}.

Przedstawiony problem mozna rozwigza¢ wykorzystujac Metode Epsilon-
Ograniczen. Sugerowane jest optymalizowanie f; a ograniczanie f,. Nalezy
odnalez¢ 1 wykresli¢ na wykresie 10 rozwigzan Pareto optymalnych znalezionych
przy uzyciu tej metody. Do implementacji Metody Epsilon-Ograniczen nalezy

wykorzysta¢ jedno z dwoch narzedzi:

Program Excel

W programie Excel dostepny jest dodatek Solver, ktory pozwala rozwigzywac
problemy opisane jezykiem programowania liniowego oraz catkowitoliczbowego.
Dodatek powinien by¢ domyslnie zainstalowany. Aby go aktywowac, nalezy wejs$¢
w opcje programu i zaktadke ,,dodatki”. Po aktywacji odpowiednia ikona powinna

si¢ pojawi¢ w zaktadce ,,dane”.

Okno gtowne dodatku jest bardzo intuicyjne. Mozna w nim wskaza¢ komorki w
skoroszycie, ktore utozsamiane bedg z zmiennymi decyzyjnymi. Podczas procesu
optymalizacji, dodatek bedzie zmienial warto$ci w tych komorkach starajac sie¢
odnalez¢ optimum. Dodatkowo nalezy wskaza¢ komorke zawierajacg funkcje celu

oraz kierunek optymalizacji. Komodrka ta winna zawiera¢ liniowg formute. W



podobny sposdéb mozna doda¢ ograniczenia. W odpowiednim oknie dialogowym
mozna wskaza¢ komorke zawierajaca funkcje liniowg oraz typ ograniczenia i statg
warto$¢ na ograniczenia. W przypadku istnienia wielu ograniczen, nie trzeba
kazdej komorki uwzglednia¢ z osobna. Jezeli funkcje ograniczajace majg uktad
kolumnowy lub wierszowy, mozna po prostu zaznaczy¢ calg kolumne¢/wiersz w

oknie dialogowym.

W przypadku zadania domowego nalezy uwzgledni¢ w dodatku Solver
ograniczenia na dziedzing zmiennych (zmienne binarne) oraz wykorzysta¢ metode

LP Simplex. Szablon rozwigzania znajduje si¢ w pliku Pfitzer.xlsx.

Jezyk Python i biblioteka PuLP

Biblioteka PuLLP jest darmowg bibliotekg do rozwigzywania problemoéw opisanych
jezykiem programowania liniowego badz catkowitoliczbowego.W pliku
Pfitzer.py znajduje si¢ szablon programu. Do wykreslenia uzyskanych punktow
Pareto optymalnych mozna wykorzysta¢ biblioteke matplotlib. Przyktadowy kod
programu wykorzystujacego bibliotek¢ PuLLP znajduje si¢ ponize;:

from pulp import *

import numpy as np

# Utworzenie instancji problemu

model = LpProblem(name="jakis-problem", sense=LpMaximize)

# Utworzenie dwoch zmiennych decyzyjnych
x1 = LpVariable(hame="x1", lowBound=0, cat='Continuous')

x2 = LpVariable(hame="x2", lowBound=0, cat="'Continuous')




# Ograniczenia problemu
model += (1 * x1 + 1*x2 >=1, "#1 constraint")
model += (2 * x1 + 1*x2 <= 6, "#2 constraint™)

model += (-1 * x1 + 1*x2 == 1, "#3 constraint")

# Funkcja celu
obj_func = 4*x1 + 2 * x2

model += obj_func

# Uruchomienie solvera

status = model.solve()

# Wypisanie statusu
print(f'status: {model.status}, {LpStatus[model.status]}")
# WYNIK: status: 1, Optimal

# Wypisanie realizacji funkcji celu
print(f"objective: {model.objective.value()}"")
# WYNIK: objective: 12.000000199999999

# Wypisanie wartosci zmiennych decyzyjnych
print(x1.value())

print(x2.value())

# WYNIK:

# 1.6666667

# 2.6666667




### Inny sposob -- macierzowy -- na utworzenie listy zmiennych

### oraz ograniczen

var_names = ["First", "Second"]

X = LpVariable.dicts("x", var_names, 0)

X

# WYNIK: {'First': x_First, 'Second': x_Second}

const_names = ["GE", "LE", "EQ"]

sense = [1, -1, 0] # GE, LE, EQ

coefs =[[1,1],[2,1],[-1,1]] # Matrix coefs
rhs =[1, 6, 1]

for c, s, r, cn in zip(coefs, sense, rhs, const_names):
expr = IpSum([x[var_names[i]] * c[i] for i in range(2)])

model += LpConstraint(e=expr, sense =s, name =cn, rhs =)

obj_coefs = [4,2]

model += IpSum([x[var_names[i]] * obj_coefs[i] for i in range(2)])




Tabela 1: Odlegtosci pomiedzy siedzibami przedstawicieli firmy a regionami (km)

Siedziba
Region 1 2 3 4
1 16.16 24.08 24.32 21.12
2 19.00 26.47 27.24 17.33
3 25.29 32.49 33.42 12.25
4 0.00 7.93 8.31 36.12
5 3.07 6.44 7.56 37.36
6 1.22 7.51 8.19 36.29
7 2.80 10.31 10.95 33.50
8 2.87 5.07 5.67 38.80
9 3.80 8.01 7.41 38.16
10 12.35 4.52 4.35 48.27
11 11.11 3.48 2.97 47.14
12 21.99 22.02 24.07 39.86
13 8.82 3.30 5.36 43.31
14 7.93 0.00 2.07 43.75
15 9.34 2.25 1.11 45.43
16 8.31 2.07 0.00 44.43
17 7.31 2.44 1.11 43.43
18 7.55 0.75 1.53 43.52
19 11.13 18.41 19.26 25.40
20 17.49 23.44 24.76 23.21

Tabela 2: Obecny przydziat przedstawicieli firmy do regionow

Siedziba Region siedziby Przydzielone regiony
1 4 4,56,7,8,15
2 14 10,11,12,13, 14
3 16 9,16,17,18
4 22 1,2, 3,19, 20, 21, 22




Tabela 3: Tabela zawierajgca informacje o wspoélczynnikach pracochionnosci

regionow
Region | Pracochlonnos$¢
1 0.1609
2 0.1164
3 0.1026
4 0.1516
5 0.0939
6 0.1320
7 0.0687
8 0.0930
9 0.2116
10 0.2529
11 0.0868
12 0.0828
13 0.0975
14 0.8177
15 0.4115
16 0.3795
17 0.0710
18 0.0427
19 0.1043
20 0.0997
21 0.1698
22 0.2531
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