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Graniczna Analiza Danych II —
rozszerzenia

1 Wstep

Graniczna analiza danych w klasycznym podejsciu (przedstawionym na poprzed-
nich zajeciach) pozwala na podzial jednostek na 2 grupy: efektywnych i nieefek-
tywnych. Dodatkowo dla kazdej jednostki brany jest pod uwage tylko jeden, naj-
bardziej korzystny dla niej wektor wag naktadow i efektow. Na tych laboratoriach
omoéwione zostang podstawowe rozszerzenia metody DEA pozwalajacej na poréow-
nanie miedzy soba jednostek efektywnych oraz ocene jednostek przy uzyciu petnego
spektrum wektorow wag.

W dalszej czedci laboratoriow potrzebne beda dane z drugiego przyktadu z
poprzednich zaje¢. Dlatego w ponizszej tabeli przedstawione sa dane dotyczace
liczby pracownikéw, czasu pracy oraz produkeji poszczegdlnych modeli telefonow
przez poszczegdlne fabryki przyktadowej firmy X.

Fabryka | 1. pracownikow | czas pracy (h) | produkcja X1 (szt/24h) | produkeja X2 (szt/24h)
A 50 12 250 140
B 80 8 416 108
C 15 4 29 19
D 95 6 342 151
E 70 18 550 230




2 Superefektywnosé

Przyktad Firma X produkujaca telefony (przypomnij sobie przyktad z poprzed-
nich zaje¢) postanowila wyréwnaé zatrudnienie we wszystkich fabrykach do 100
osob. Czas pracy fabryk jest rowniez taki sam. Mimo tego liczba telefonéw (mo-
dele X1 oraz X2) produkowanych rézni sie w zaleznosci od fabryki. Ponizsza tabela
przestawia dzienng produkcje modeli X1 oraz X2 telefonéw oraz wyznaczona war-
tos¢ efektywnosci przy pomocy standardowego modelu CCR granicznej analizy
danych.

Fabryka | produkcja X1 | produkcja X2 | efektywnosé
A 333 187 0.79
B 520 135 1.00
C 380 250 1.00
D 480 212 1.00
E 349 146 0.72

Fabryki z analizowanego przyktadu wraz w granica efektywnosci przedstawione
sa na rysunku [T}
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Rysunek 1: Przykltadowe fabryki telefonéw firmy X wraz z granica efektywnosci

Jak wida¢ w powyzszej tabeli oraz na wykresie z 5 fabryk az 3 sa ocenione
jako efektywne. W wielu rzeczywistych sytuacjach istnieje potrzeba poréwnania
ze sobg jednostek efektywnych (lub sporzadzenia pelnego rankingu tych jedno-
stek. Jedna z metod pozwalajacych na ocene poréwnawcza jednostek efektywnych
miedzy soba jest miara superefektywnosci (ang. super-efficiency). Opiera sie
ona na ocenie jaka bytaby efektywnos¢ badanej jednostki jesli usunaé¢ ograniczenie
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o maksymalnej wzglednej efektywnosci dla tej jednostki. Ilustracja wyznaczania
miary superefektywnosci przedstawiona jest na rysunku [2
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Rysunek 2: Superefektywnosé¢ fabryki D

Na tym rysunku pokazany zostal przebieg granicy efektywnosci w przypadku
usuniecia badanej jednostki (fabryki D) z analizowanego zbioru. Superefektywnosé
mierzona jest odlegtoscia badanej jednostki od granicy efektywnosci wyznaczonej

bez tej jednostki. W przykladzie z rysunku superefektywnosé fabryki D okreslona
jest wzorem:
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Aby wyznaczy¢ superefektywnosé jednostki DMU, nalezy rozwigza¢ model
programowania matematycznego bardzo podobny do standardowego modelu w
przestrzeni efektywnosci, jednak usuwajac z niego ograniczenie o maksymalnej
wzglednej efektywnosci badanej jednostki. Przyktadowo dla modelu CCR zorien-
towanego na naktady model matematyczny wyglada nastepujaco:
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Analogicznie wygladalyby modele superefektywnosci w przypadku orientacji
na efekty oraz w modelu BCC.

Dla jednostek efektywnych superefektywnosé jest zawsze wieksza lub rowna 1.
Dla jesnostek nieefektywnych jest rowna wartosci klasycznej efektywnodci.

Na podstawie wartosci superefektywnosci mozna zbudowaé peten ranking jed-
nostek (sortujac je w kolejnosci malejacej superefektywnosei).

3 Efektywno$é¢ krzyzowa

Kolejna miarg pozwalajaca poréwnac jednostki efektywne jest efektywnosé krzy-
zowa (ang. cross-efficiency). Polega ona na stworzeniu macierzy K x K wartosci
efektywnosci krzyzowych. Wartos¢ w komoérce C'Ej;; macierzy efektywnosci krzy-
zowych wyznacza sie jako miare efektywnosci jednostki ¢ przy uzyciu wektora wag
najbardziej korzystnego dla jednostki j. W tym celu nalezy najpierw rozwiazaé
standardowy model granicznej analizy danych (odpowiednio CCR lub BCC) dla
kazdej jednostki, aby wyznaczyé¢ najbardziej korzystny wektor wag wejs¢ i wyjsé
dla kazdej z jednostek. Nastepnie korzystajac z danego wektora wag nalezy obli-
czy¢ efektywnosé wszystkich jednostek zgodnie ze wzorem:
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gdzie (u,(f ), WY )) to najkorzystniejszy wektor wag uzyskany dla jednostki j. Warto-
Sci na gtownej przekatnej macierzy efektywnosci krzyzowej odpowiadaja klasycz-
nym wartosciom efektywnosci jednostek.

Przyktad Tabela ponizej przedstawia wektory wag uzyskane dla drugiego

przyktadu z poprzednich zajeé¢ (2 wejscia oraz 2 wyjscia) w modelu CCR.



4! Vo K1 K1
0.0066 | 0.0558 | 0.0000 | 0.0064
0.0084 | 0.0406 | 0.0024 | 0.0000
0.0667 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0203
0.0066 | 0.0618 | 0.0018 | 0.0025
0.0064 | 0.0307 | 0.0018 | 0.0000
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Bazujac na wagach z powyzszej tabeli oraz ocenach fabryk mozna wyznaczy¢
efektywnosé krzyzowa. Przyktadowo efektywnosé krzyzowa fabryki C przy wyko-
rzystaniu wag optymalnych dla D (C'E¢p) bedzie réwna:

0.0018 - 29 + 0.0025 - 19
CEqp = — 0.288
D 70,0066 - 15 + 0.0618 - 4

W ten sam sposdéb mozna wyznaczy¢ catg macierz efektywnosci krzyzowych. Na
podstawie sredniej efektywnosci krzyzowej dla danej jednostki (Sredniej
z wiersza) mozna porownaé¢ wszystkie jednostki miedzy soba tworzac
ranking zupelny jednostek.

4 Badanie odpornosci

O ile pokazana w pierwszym punkcie miara superefektywnosci nadal opiera sie
na jednym (korzystnym) wektorze wag dla jednostki (innym dla kazdej jednostki
w zbiorze) o tyle efektywnosé krzyzowa bierze juz pod uwage pewien podzbior
wszystkich wektoréw wag i ocenia na ich podstawie wszystkie jednostki. Kolej-
nym krokiem jest ocena jak zachowuje sie miara efektywnosci jednostek biorac
pod uwage wszystkie mozliwe wektory wag nakladoéw i efektéw. Na to pytanie
odpowiada analiza odpornosci dla granicznej analizy danych. Pozwala ona na
okreslenie zaré6wno ekstremalnych (minimalnej i maksymalnej mozliwej) wartosci
miary efektywnosci dla kazdej jednostki, jak réwniez wykorzystanie stochastycz-
nych metod (symulacja Monte Carlo) do okreslenia rozktadu miary efektywnosci
oraz oszacowania oczekiwanej wartosci miary efektywnosci.

4.1 Ekstremalne wartosci efektywnosci

Maksymalna mozliwa efektywno$é¢ jednostki jest rowna jej efektywnosci wy-
znaczonej przy pomocy standardowego modelu DEA. Minimalna mozliwa efek-
tywno$¢ moze zosta¢ wyznaczona przy pomocy nastepujacego modelu:
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gdzie C to dowolna duza stata dodatnia.

W powyzszym modelu minimalizowana jest miara efektywnosci badanej jed-
nostki (DMU,) przy zachowaniu ograniczenia, ze dla co najmniej jednej jednostki
efektywnosé jest rowna 1. Jest to gwarantowane przez wprowadzenie zmiennych
binarnych b i wymuszenie, aby suma tych zmiennych byta wicksza lub réwna 0.
W przypadku, gdy zmienna b, przyjmuje wartosé 0, sktadnik —C'(1 — by) przyj-
muje bardzo niska wartos¢ gwarantujac, ze ograniczenie jest zawsze spetnione. W
przypadku, gdy by jest rowne 1 sktadnik —C'(1 — by) sie zeruje co powoduje, ze
ograniczenie dziata normalnie i wymusza efektywnos¢ danej jednostki co najmniej
réwng 1.

Wartosci otrzymane przy uzyciu powyzszego modelu oraz klasycznej metody
DEA daja w rezultacie przedzial mozliwych wartosci efektywnosci dla danej jed-
nostki, biorgc pod uwage cate spektrum mozliwych wektorow wag.

4.2 Rozklad miary efektywnosci

Oprocz przedziatu efektywnosci, interesujacy dla analityka moze by¢ tez rozktad
miary efektywnosci (jak czesto efektywnosé dla danej jednostki jest blisko jej dolnej
granicy a jak czesto raczej przy gornej). Aby oszacowaé taki rozktad mozna wy-
korzysta¢ symulacje Monte Carlo. Polega ona na losowym doborze préobki danych
i oszacowanie poszukiwanej miary na podstawie tej proby.

W przypadku DEA losowany jest zestaw n probek wag (naktadow i efektow).
Dla kazdej probki wyznaczana jest wartos¢ efektywnosci wszystkich jednostek na
podstawie standardowego wzoru na efektywnosé. Ze wzgledu na to, ze losowe
wagi nie zapewniaja efektywnosci z zakresu [0-1] to wszystkie efektywnosci sa
normalizowane poprzez podzielenie przez maksimum.



Przyktad: Dla przyktadu firmy X (z 2 wejsciami i 2 wyj$ciami) wylosowano
nastepujace 3 wektory wag:

probka | 1y Vo| 1| 1
1 041060208
2 01109104106
3 0710308 0.1

Po wygenerowaniu probek nalezy wyznaczy¢ efektywnosé kazdej fabryki dla
kazdej probki. Przyktadowo efektywnosé fabryki A, dla probki 1 wyznacza sie
nastepujaco:
~04-50+0.6-12
~0.2-250+0.8-140°

W ten sposob nalezy wyznaczy¢ efektywnosci wszystkich jednostek. Ponizsza
tabela przedstawia wyznaczone wartosci.

E4

efektywnosé wzgledna efektywnosé
fabryka/probka 1 2 3 1 2 3
A 5.96 | 11.65 | 5.54 || 0.79 | 0.75 0.65
B 4.61 | 15.21 | 5.88 || 0.61 | 0.99 0.69
C 2.50 | 4.51|2.151 0.33 ] 0.29 0.25
D 4.55 | 15.26 | 4.23 || 0.60 | 0.99 0.50
E 7.58 | 15.43 | 8.51 | 1.00 | 1.00 1.00

Nastepnie dane agregowane sg do postaci przedziatowego indeksu akceptowal-
nosci efektywnosci (ang. efficiency acceptability interval index, EAII) poprzez
zliczenie w jakim procencie przypadkéw dana jednostka zawierata sie w danym
zakresie. Zakresy mozna dowolnie definiowaé, ale zazwyczaj wykorzystuje sie n
rownych przedziatow. Mozna tez wyznaczy¢ oczekiwana (Srednia) wartosé efek-
tywnosci dla kazdej jednostki

Przyktad: Dla przykladowych probek i efektywnosci rozktad efektywnosci
wyglada nastepujaco (podzial na 4 przedziaty):

Fabryka | [0-0.25] | (0.25-0.50] | (0.5 - 0.75] | (0.75-1.00] | wartos¢ oczekiwana
A 0 0 273 1/3 0.73
B 0 0 2/3 1/3 0.76
C 1/3 2/3 0 0 0.29
D 0 1/3 1/3 1/3 0.70
B 0 0 0 3/3 1.00




5 Zadanie domowe - czes¢ 11

Uzupelnij skrypt zadania z poprzednich zaje¢ tak, aby dla wyznaczana byta row-
niez superefektywnos¢ analizowanych lotnisk oraz Srednia efektywnosé krzy-
zowa. Przy pomocy podanego pliku samples.csv zawierajacego 100 probek wag
wejsé 1 wyjs¢ wyznacz rowniez rozklad efektywnosci dla kazdej z jednostek
(przy podziale na 5 rownych przedzialow) oraz oszacuj oczekiwana wartosé
efektywnosci jednostek. Na podstawie superefektywnosci, sredniej efektywno-
Sci krzyzowej oraz warto$ci oczekiwanej wyznacz rankingi jednostek. Okresl
czy rankingi uzyskane tymi trzema miarami sa zgodne i sprobuj odpowiedzie¢ na
pytanie dlaczego sa lub nie sa zgodne — co wptywa na podobienistwa i/lub réznice
w pozycjach rankingowych poszczegolnych lotnisk.

W ramach rozwigzania przeslij skrypt w jezyku python oraz sprawozdanie za-
wierajace poszczegdlne wyniki zadan z obu tygodni w formie pliku PDF.
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