(l. Wprowadzenie do optymalizaciji

1.1 Dlaczego potrzebujemy optymalizaciji ciggtej?

Gtebokie sieci neuronowe (ang. deep neural networks) pod wieloma wzgledami zrewolu-
cjonizowaly podejscie do probleméw sztucznej inteligencji. Na przyktad, jeszcze kilka
lat temu stworzenie programu komputerowego wygrywajacego w gre Go wydawato si¢
czyms§ catkowicie nieosiagalnym. Dlaczego? Powodéw bylo wiele, ale nadmiefimy tutaj
jedynie fakt, ze liczba mozliwych stanéw w tej grze jest dalece wigksza od liczby wszyst-
kich atoméw w calym wszechs§wiecie! Efektywne przeszukiwanie tak duzej przestrzeni
klasycznymi metodami jak np. algorytm alfa-beta jest wigc w zasadzie nie mozliwe. Z
tego powodu gra w Go dtugo stanowita niezdobyty szczyt dla algorytméw, pomimo tego
ze sukcesy komputeréw np. w grze w szachy zaczely si¢ jeszcze w ubiegtym stuleciu.
Wigkszos¢ badaczy mySlata, ze pokonanie mistrzow w Go zajmie jeszcze co najmniej
dekade, kiedy to w 2016 roku system AlphaGo pokonal mistrza Europy a takze 6wcze-
snego mistrza Swiata. Gtéwna sktadowa systemu AlphaGo, obok statystycznych technik
przeszukiwania przestrzeni stanéw, byly wtasnie glgbokie sieci neuronowe.

Jednak sieci neuronowe nie tylko graja w gry, ale takze potrafia samodzielnie prowadzi¢
samochdd, rozpoznawac obrazy, ttumaczyc¢ teksty z r6znych jezykéw, rozpoznawac emocje
w wypowiedziach i1 wiele, wiele innych. Co si¢ jednak kryje za tak duzym praktycznym
sukcesem tych metod? W duzej mierze nowoczesne metody optymalizacji ciagtej.

Jak to mozliwe? Céz, sie¢ neuronowa mozemy interpretowac jako po prostu pewna
funkcje, przyjmujaca na wejsciu pewien wektor danych np. piksele w obrazku, a na wyjsciu
zwracajaca informacje czy na obrazku znajduje si¢ kot czy tez inna rzecz. Taka sie (czy
tez taka funkcja) ma oczywiscie swoje parametry 6, ktére nalezy dostosowac w taki sposéb
aby nasza sie¢ robila to co trzeba. Ten proces nazywamy uczeniem sig¢ sieci neuronowe;j.
To, co przed chwila dumnie nazwaliSmy automatycznym zdobywaniem wiedzy nie jest
jednak w rzeczywisto$ci niczym innym jak procesem optymalizacyjnym. Problem ten
mozna nawet bardzo prosto sformutowac: ,,minimalizuj liczb¢ popetnianych przez sie¢
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Jak jednak mozemy zoptymalizowac¢ tak skomplikowana funkcje, jaka jest przeciez gteboka
sie¢ neuronowa, ktéra posiada miliony parametréw!? Dla wielu jest to catkowita magia. I
o tej magii jest wlasnie ten przedmiot ;)

Organizacja zajeé
Zasady zaliczenia przedmiotu

Zasady obowiazujace studentéw sg nastgpujace:

e kazdemu laboratorium towarzyszy test na platformie Moodle, ktory studenci wypel-
niaja w domu (dos¢ proste, zwykle obejmujace tylko ostatnie zajgcia, 60% oceny).

e student ma mozliwo$¢ 3-krotnego podejscia do kazdego testu elektronicznego, jed-
nak ostateczne podejscie musi zosta¢ zakoniczone przed kolejnymi laboratoriami.
Termin ten jest nieprzekraczalny, a brak wypetnienia testu skutkuje wynikiem 0%.
Do oceny wlicza si¢ najwyzszy uzyskany wynik.

e Dopuszcza si¢ takze zmiang formy testu na klasyczna, papierowa kartkowke, ktora
studenci pisza na poczatku zajec - jednak zmiang formy testu oglosi prowadzacy na
swojej stronie internetowej nie pdZniej niz na 3 dni przed zajgciami.

e przewiduje si¢ jedno wigksze zadanie domowe na oceng (40% oceny)

e w przypadku nieterminowego oddania zadania domowego odejmuje si¢ 10% od
ostatecznego wyniku za kazdy rozpoczety dzien spéznienia

e aby zaliczy¢ laboratoria nalezy kazde z zaje¢C zaliczy¢ (ocena binarna) poprzez
pokazanie wykonanych zadan i/lub odpowiedzenie na kilka prostych pytan oraz
zdoby¢ wymaganag liczbg punktéw procentowych (patrz nastgpny punkt).

e ocena z laboratoriéw jest przyznawana na podstawie Sredniej wazonej testOw oraz
zadania domowego. Stosuje si¢ nastgpujaca skalg ocen: od 51% (3), prog kazdej
nastgpnej oceny rosnie o 10% (np. 3.5 jest od 61%)

e dopuszcza si¢ 1 nieusprawiedliwiong nieobecnos¢ studenta na laboratoriach, jednak
nadal student powinien wypetni¢ w zwyktym terminie test (w przypadku dtuzszej
choroby uniemozliwiajacej podescie do testu, prosimy o jak najszybszy kontakt z
prowadzacym)

e student przylapany na $ciaganiu lub plagiatowaniu zadan domowych otrzymuje
oceng niedostateczna, niezaleznie od innych ocen

Dodatkowo, zgodnie z Regulaminem Studiéw Politechniki Poznanskiej:

e nieobecnosci studenta, w tym usprawiedliwione, przekraczajace 1/3 zajec sa pod-
stawa do niezaliczenia zajgc

e student zobowigzany jest do usprawiedliwienia u prowadzacego nieobecnosci na
zajeciach w ciagu dwoéch tygodni

Informacje organizacyjne:

! Autorzy skryptu zdaja sobie sprawe, ze uczenie maszynowe i optymalizacja to nie to samo. Jednak
zawito§ciami statystycznymi i, konkretnie, uczeniem maszynowym zajmuja si¢ inne przedmioty i edukacja
w tym zakresie nie jest celem niniejszego skryptu



1.2.2

1.3

1.3 Podstawy optymalizaciji 3

e w przypadku kierowania korespondencji mailowej do prowadzacego laboratorium
({michal.kempka,mateusz.lango}@cs.put.poznan.pl) uprzejmie prosimy o
rozpoczynanie tematu maila od skrétu przedmiotu: ,,[OC]”.

e materialy do przedmiotu oraz ew. ogloszenia sa zamieszczane na stronie interneto-
Wej Www.Cs.put.poznan.pl/mlango w zakladce ,,Teaching”.

Program labratorium

Celem przedmiotu jest zaznajomienie studenta z podstawowymi technikami optymalizacji
ciagtej. Omawiane bgda metody bezgradientowe jak metoda ztotego podzialu czy me-
toda dychotomii, a takze metody gradientowe (metoda spadku wzdtuz gradientu, metoda
Cauchy’iego) czy metody Newtona (uogélniona metoda Newtona, algorytm Newtona-
Raphsona, algorytm Levenberga-Marquarda). Ponadto w programie przedmiotu znalazto
si¢ tez kilka bardziej zaawansowanych 1 nowoczesnych technik stosowanych w uczeniu
maszynowym, statystyce czy analizie danych jak bp. stochastyczny spadek wzdluz gra-
dientu, technika momentum czy AdaGrad. Sporg cz¢$¢ przedmiotu przeznaczono takze na
powtdrki wymaganych poje€ i operacji matematycznych.

Na laboratoriach studenci beda wykonywaé implementacje oraz eksperymenty korzy-
stajac z jezyka Python, a jako przyktad biblioteki do optymalizacji wypuktej zostanie
pokazana biblioteka cvxpy. Jednakze wigkszo$¢ laboratoriéw bedzie si¢ skupiata na
wlasnej implementacji algorytmow, a nie na korzystaniu z gotowych bibliotek. Ponadto
podczas laboratoriéw oméwione zostanie kilka wybranych probleméw optymalizacyjnych
majacych duze znaczenie w informatyce. Wsrdd nich znajdziemy optymalizacje modeli li-
niowych, sieci neuronowych, technike MDS (ang. multi-dimensional scaling) czy problem
rekonstrukcji obrazkow.

Podstawy optymalizaciji

W ogélnosci problem optymalizacyjny mozemy zapisac jako
minimize f(x)
X
subjectto xe€ X

gdzie X nazywamy zbiorem rozwigzan dopuszczalnych. Ponadto problem optymaliza-
cji ciaglej to taki problem w ktérym optymalizowane zmienne naleza do zbioru liczb
rzeczywistych czyli X C R”. Problem w ktérym X = R" nazywamy problemem bez
ograniczen.

Problem 1.1 Podaj przyktady znanych ci probleméw optymalizacji ciagle;j.

Warto zauwazy¢, ze f(x) wcale nie musi by¢é wyrazona jakim$ matematycznym wzo-
rem. Mozemy sobie wyobrazi¢ np. optymalizacj¢ kata nachylenia skrzydet w samolocie
w taki sposéb, aby wtasnosSci aerodynamiczne byly jak najlepsze. Jak jednak zbadaé
wlasnos$ci aerodynamiczne? Standardowa metoda jest zastosowanie metod obliczeniowe;j
mechaniki ptynéw (ang. computational fluid dynamics) i przeprowadzenie odpowiedniej
symulacji takiego samolotu. Nie trzeba chyba méwié, ze taka symulacja jest bardzo skom-
plikowana i wymaga ona duzych zasobéw obliczeniowych. Jest wigc ona wykonywana
przez wiele godzin (jesli nie dni) na sporych rozmiaréw klastrze obliczeniowym. Pomimo
tego, z punktu widzenia optymalizacji, mozemy powiedziecC, ze ta cala symulacja jest po
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prostu pewna funkcja zwracajaca jakas miarg jakoSci wiasciwosci aerodynamicznych. To
prawda, nie policzymy po niej pochodnej, ani jej nie zcatkujemy. Jednak mamy mozli-
woS€ jej zewaluowania i to powinno - przynajmniej niektérym algorytmom - zupetnie
wystarczyc.

Trzeba takze wspomnie¢ o tym, ze funkcja f(x) nie musi by¢ deterministyczna, a
pomimo tego moze by¢ optymalizowana. Mozemy chcie¢ np. zoptymalizowaé mieszanke
uprawianych gatunkéw i stosowanych nawozéw tak aby zmaksymalizowaé zyski rolnika?.
Jednak iloS¢ plonéw (a wigc takze 1 zysk) nie zalezy tylko od optymalizowanych przez nas
czynnikow, ale chociazby takze od warunkéw pogodowych, ktére nie moga by¢ przez nas
optymalizowane. Ewaluacja funkcji jest wigc tutaj obarczona pewnym bigdem losowym.
Takimi problemami nie zajmujemy si¢ na tym przedmiocie, ale warto wiedzie¢ ze one
istnieja’.

Zwykle jednak bedziemy si¢ zajmowac problemami w ktérych wzor funkcji jest znany.
Z taka sytuacja najczeSciej mamy miejsce gdy problem optymalizacyjny jest przez nas
projektowany. Przyktad? Chociazby problem uczenia sig, ktdry zdefiniowaliSmy wczesniej
jako minimalizacja liczby btedéw. Taka posta¢ funkcji nie wynika z praw fizyki (jak
np. w przykladzie z samolotem) czy nie zalezy od czynnikow zewngtrznych ktérych
nie znamy (jak w przyktadzie z rolnictwem) to my powiedzieliSmy ze w ten wilasnie
sposOb zdefiniujemy uczenie sieci. MoglibySmy je zaprojektowac inaczej np. moglibySmy
przerobic etykiete ,,na obrazku jest kotek™ na warto$§¢ numeryczng 1, a decyzj¢ ,,na obrazku
nie ma kotka” reprezentowac jako —1. Teraz zamiast zlicza¢ btedy poprzez poréwnywanie
etykiet mozemy sumowac np. warto$¢ bezwzgledna r6znic pomigdzy prawdziwym y; a
tym ktérym uzyskaliSmy z naszej funkcji f(x;;0).

N
minimizeg Z error; gdzie error; = |f(x;;0) — yi|
i=1
Mozemy tez — no bo czemu nie — minimalizowac sumeg réznic do kwadratu...
N
minimizeg Z error; gdzie error; = (f(xi;0) —yi)?
i=1

Tutaj réwniez mozemy powiedzieC, ze nasza siec ,,uczy si¢” poprzez rozwigzywanie
takiego problemu optymalizacyjnego. To ty projektujesz w jaki sposob bedziesz ja uczyt
czyli jak zdefiniujesz problem optymalizacyjny.

@ Nie oznacza to, ze te problemy sa takie same czy tez, ze dadza tg¢ sama jakoS$¢
rozwiazania.

tatwe i trudne w optymalizaciji
Problem 1.2 Jakie funkcje sa twoim zdaniem trudne, a ktére proste w optymalizacji?
Podaj po 3 przyktady takich funkcji i sprébuj nazwac formalnie ich wtasnosci. Czy czyni
je trudnymi? Czy czyni je prostymi?

’le trwa ewaluacja takiej funkcji? Jeden rok.
3W takich problemach nie mozemy si¢ spodziewaé ze gradient nawet w minimum/maksimum wyniesie
doktadnie 0. Tak, stosujemy tutaj testy statystyczne!
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Jak wiedzieé, ze to nie jest minimum globalne? Jak okresli¢ w ktorg strong jest minimum?

Rysunek 1.1: Problemy w optymalizacji

Definicja 1.1 — Stata Lipschitza. Najmniejsza stala L taka, ze

f(x1) = f(x2)] < Llxy — x2
nazywamy statq Lipschitza (ang. Lipschitz constant).

Definicja 1.2 — Funkcja wypukta (nieformalnie). Jezeli linia faczaca dwa dowolne
punkty na wykresie funkcji lezy zawsze albo na linii tej funkcji, albo nad nia to funkcje
taka nazywamy funkcja wypukia.

Przez dtugi okres czasu wydawalo sig, ze jedynie problemy programowania liniowego
sa stosunkowo proste w optymalizacji. Sa to problemy w ktérych zaréwno funkcja celu
jak i ograniczenia sa funkcjami liniowymi. Na szczgscie okazalo sig, ze postac takich
problemow jest troche ogélniejsza: sa to problemy optymalizacji wypukle;j.

Definicja 1.3 — Problem optymalizacji wypuktej. Problem optymalizacji wypuklej
definiujemy jako

minimize f(x)
X

subjectto gi(x) <b;,i=1,...,m
hj(x) :dj, j: 1,...,[
xeR"

gdzie f(x) oraz g;(x) sa funkcjami wypuktymi, a /(x) sa funkcjami liniowymi.

Jest to duzo szersza gama probleméw niz tylko programy liniowe, a problemy wypukte
maja wielkie znaczenie w inzynierii, statystyce czy analizie biznesowej. Poniewaz techniki
programowania liniowego poznate$ na Badaniach Operacyjnych ta czg$¢ optymalizacji
ciaglej zostanie tutaj calkowicie pominigta.

Wr6¢my na chwilg do naszych uwag dot. formutowania twoich probleméw jako proble-
moéw optymalizacyjnych. Skoro funkcje wypukle sa stosunkowo proste w optymalizacji to
odpowiednie przedefiniowanie twojego problemu na problem optymalizacji wypuklej jest
w zasadzie potowa sukcesu. Dlatego tez nawet duzo probleméw nie wypuktych prébuje
si¢ przybliza¢ funkcjami wypuktymi, albo stara si¢ przedstawi¢ proces optymalizacji jako
optymalizacjg¢ serii (zestawu) takich przyblizen. Z powyzszych powodéw poswigcimy na
dalszych laboratoriach duzo uwagi tym wtasnie funkcjom.
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Modyfikowanie funkciji celu

Co tak naprawdg jest naszym poszukiwanym wynikiem? Czy jest to minimalna warto$¢
funkcji f(x) czy tez x dla ktérego f(x) daje wartos¢ najmniejsza? Réznice t¢ mozna dos¢
dobrze uchwyci¢ patrzac na zapis matematyczny:

min(x—2)> =0 argmin(x —2)> =2

Powyzsza funkcja kwadratowa przyjmuje wartoS¢ minimalng dla x = 2, a wartos¢ funkcji
w minimum wynosi f(2) = (2—2)%? =0.

Zwykle bedzie nas bardziej interesowato w jakim punkcie funkcja osiaga minimum
(jak mam ustawi¢ parametry sieci neuronowej, zeby robita co trzeba?) niz ile to minimum
wynosi (jaki jest minimalny btad dla sieci neuronowe;j?). Zwréé uwage, ze z chwilg kiedy
znasz optymalne x, mozesz po prostu obliczy¢ wartos¢ f(x), gdybys kiedykolwiek chciat
si¢ tego dowiedzie¢. Z drugiej strony, gdybys chciat poznac x znajac optymalng wartos$¢
funkcji f(x) sprawa jest troche trudniejsza (problem przeszukiwania).

Tutaj moze zapali€ ci si¢ czerwona lampka: to wszystko prawda, ale przeciez ewaluacja
funkcji f(x) moze by¢ bardzo kosztowna! Takg sytuacj¢ mieliSmy np. w przyktadzie z
samolotem gdzie ewaluacja funkcji wymagata dlugotrwatych symulacji na catym klastrze
obliczeniowym. OczywiScie masz racj¢, jednak wykonanie algorytmu optymalizacyj-
nego zwykle bedzie wymagato wielokrotnego ewaluowania funkcji celu, wigc ten jeden
dodatkowy raz zwykle i tak bedzie znikoma czgScia catkowitego kosztu optymalizacji.

Czy jest mozliwe transformowanie probleméw optymalizacyjnych do pro-
blemoéw prostszych?

Powyzsze rozwazanie uprawnia nas do zadania nastgpujacego pytania: czy jest mozliwe
przetransformowanie problemu optymalizacyjnego do innego (by¢ moze tatwiejszego?) w
taki spos6b aby mie¢ gwarancjg, ze optimum bedzie takie samo? Zaznaczmy, ze mamy
tu na mysli, ze oba problemy bedg osiaga¢ swoje minimum w tym samym punkcie, cho¢
wartos¢ funkcji celu moze si¢ réznic.

Problem 1.3 Jak zmieni¢ problem z maksymalizacja funkcji wklestej na rownowazny
problem z funkcja wypukta?

Dla prostych probleméw czgsto jesteSmy w stanie od razu stwierdzié, ze maja one
optimum w tym samym miejscu. Na przyktad minimalizacja (x —2)? oraz (x —2)% +
5 bedzie miata to samo minimum w x = 2. Czy jednak mozemy powiedziec, ze do
dowolnej funkcji celu mozemy dodac piatke i wynik si¢ nie zmieni? Jakie inne operacje sa
dozwolone?

W celu wypracowania ogélnej reguly przypomnijmy najpierw, ze x* jest Scistym
minimum globalnym kiedy warto$¢ funkcji f(x) jest w tym punkcie najmniejsza. Inaczej
mozemy powiedziec, ze wszystkie inne x’y oprécz x* maja wyzsza warto$¢ funkcji.

vx#x*f(X*) < f(x)

Mozemy wigc korzysta¢ z jakichkolwiek transformacji ktére nie zmienia tego faktu.
Wracajac do naszego przykiadu, jezeli V. f(x*) < f(x) to réwniez V., f(x*) +5 <
f(x)+5.

WyraZzmy to co wtasnie zrobili§my w spos6b ogdlniejszy, przy uzyciu zapisu funkcyj-
nego. Nasza operacj¢ dodania piatki zapiszmy jako pewna funkcje g(x) = x+5. Wtedy
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weczesniej skonstruowana implikacje mozemy zapisa¢ jako: jezeli Vi f(x*) < f(x) to
réwniez Vy.g(f(x*)) < g(f(x)). W ten sposéb doszlismy do definicji funkcji silnie
rosnace;j!

Definicja 1.4 — Funkcja silnie rosngca. Funkcj¢ g(x) nazywamy silnie rosnaca
(monotoniczng) gdy

x<y=g(x) <gy)

» Przyktad 1.1 Funkcjami silnie rosnacymi sa wszystkie funkcje liniowe, dla ktérych
wspolczynnik kierunkowy jest wiekszy od O czyli
e min. 2x* jest tozsama z min. x>, bo funkcja ktéra dziatamy na problem to g(x) = %x
o min. 2x* +5 jest tozsama z min. x>, bo funkcja ktéra dziatamy na problem to g(x) =
1x—2.5

s Przyktad 1.2 — Cos idzie nie tak!. Funkcja silnie rosnaca jest takze g(x) = /x czyli

e min. x* jest tozsama z min. |x|. Jest to prawda: obie te funkcje osiagaja minimum
dlax=0.

e min. x jest tozsama z min. y/x. Hmmmm... minimalna warto$¢ pierwiastka osia-
gniemy dla x = 0 podczas gdy dla pierwszego problemu begdzie to —eo (minimum
nie istnieje).

| |

Co wigc poszto nie tak? Chodzi oczywiscie o dziedzing funkcji modyfikujacej funkcje

celu. Funkcja g(x) = 1/x jest zdefiniowana dla liczb nieujemnych, a wigc jej zastosowanie
dodaje jakby nowe ograniczenie x > 0 do naszego problemu optymalizacyjnego.

Zwr6é uwage, ze jezeli aplikujemy funkcje g(x) na funkcji celu — czyli mamy
wyrazenie g(f(x)) — to ograniczenie dotyczace dziedziny funkcji g (x > 0) dotyczy
tutaj f(x)! Powstale wigc ograniczenie to f(x) > 0.

Dla pierwszego rozwazanego problemu optymalizacyjnego (min. x*) zastosowanie funkcji
silnie rosnacej o ograniczonej dziedzinie nie zmienito nam warto$ci minimum, ponie-
waz powstate ograniczenie to f(x) = x> > 0 co jest zawsze prawda! Jednakze dodanie
ograniczenia x > 0 do problemu minimalizacji f(x) = x zmienia go do§¢ znaczaco. Pod-
sumowujac: uwazaj na dziedzing funkcji silnie rosnacej, ktéra modyfikujesz problem
optymalizacyjny.

Powyzsze rozwazania dotyczyty funkcji celu, ktére minimalizujemy — jakie operacje
mozemy stosowa¢ dla funkcji, ktére maksymalizujemy? Przypomnijmy, ze x* jest maksi-
mum globalnym kiedy V.. f(x*) > f(x). Po przepisaniu tej nieréwnosci od prawej do
lewej otrzymujemy V.- f(x) < f(x*). Jest to taka sama nieréwnos¢ jak dla problemu
minimalizacji, tylko, ze x i x* zamienity si¢ miejscami! Aby zachowaé prawdziwos¢ tej
nieréwnosci nadal mozemy stosowac funkcje silnie rosnace!

Czy wigc nigdy nie mozemy stosowac funkcji silnie malejacych? Mozemy ich uzywaé
ale wtedy kierunek optymalizacji musimy zmieni¢ na przeciwny.

Definicja 1.5 — Funkcja silnie malejaca. Funkcje g(x) nazywamy silnie malejaca
(monotoniczna) gdy

x<y=g(x)>g(y)
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1.4.2 Transformacje a wypuktosé
Weczesniej wyjasniliSmy, ze szczeg6lnie interesowac nas beda problemy optymalizacyjne w
ktérych funkcja celu jest wypukta badz wklesta, poniewaz takie problemy sa stosunkowo
tatwe w optymalizacji. Czy transformacje funkcjami silnie rosnacymi, moga doprowadzié
nas z problemu niewypuktego do wypuktego? Czasami tak!

= Przyktad 1.3 — Estymacja maksymalnej wiarygodnosci. Aby znalez¢ estymator
maksymalnej wiarygodnoS$ci p dla rozktadu Bernoulliego nalezy rozwiagzaé odpowiedni
problem optymalizacyjny (zmaksymalizowa¢ wiarygodnos¢). Rozwazmy prosta sytuacje
rzutu moneta. W eksperymencie uzyskaliSmy 4 orly i 1 reszke. W takiej sytuacji nasz
problem sprowadza si¢ do maksymalizacji wyrazenia:

p*(1-p)

Problem 1.4 Czy ten problem optymalizacyjny jest problemem z ograniczeniami czy bez
ograniczef?

Wykres tej funkcji jest przedstawiony na rysunku 1.2a. Jak mozesz zauwazy¢ funkcja
ta nie jest funkcja wklesta, poniewaz np. linia taczaca czubek wykresu funkcji z punktem
(0,(0)) lezy ponad linia funkcji. Jednoczesnie nie jest to funkcja wypukta, poniewaz
np. linia faczaca czubek funkcji z punktem (1, f(1)) lezy ponizej wykresu.

Czy jest szansa przetransformowac ten problem w taki sposdb, zeby optymalizowana
funkcja byta wklesta? Okazuje sig, ze tak. Jak pewnie pamigtasz ze statystyki, aby uniknac
btedéw numerycznych czy tez aby utatwic sobie obliczenia, zamiast funkcji wiarygodnosci
zwykle optymalizujemy jej logarytm.

log(p*(1—p)) = 4logp+log(1 - p)

Funkcja logarytm jest oczywiscie silnie rosnaca, jednak ma ograniczona dziedzing do
x > 0. Musimy wigc pamigtaé, ze w naszej optymalizacji pojawito si¢ jakby dodatkowe
ograniczenie p*(1 — p) > 0. To ograniczenie nie jest jednak dla nas bardzo problematyczne
poniewaz to oznacza, ze p > 0 oraz 1 —p > 0 czyli 0 < p < 1. Poniewaz prawdopodo-
biefistwo moze przyjmowac wartosci od 0 do 1, to jedyne co straciliSmy to mozliwos¢ by
p wynosito 0% lub 100%. Taka warto$¢ prawdopodobienstwa nie jest jednak mozliwa,
poniewaz zaobserwowaliSmy zaréwno orty jak i reszki.

No dobra, to jak wyglada nasza funkcja celu po potraktowaniu jej logarytmem? Spoéjrz
na wykres 1.2b: jest to funkcja wklgsta! Ponadto patrzac na rysunek 1.3 widzimy, ze obie
te funkcje maja maksimum w tym samym punkcie dla p = 0.8. .

Literatura

Literatura powtérkowa

Dobre wprowadzenie do optymalizacji mozna przeczyta¢ w rozdziale 1 ksigzki [1]. Intu-
icyjne oméwienie podstawowych zagadnien i algorytméw optymalizacji dyskretnej mozna
znalez¢ w [? ].

Literatura dla chetnych

W jednym z zadar tutorialowych stworzyte$ problem optymalizacyjny, ktérego rozwiaza-
niem byt klasyfikator czyli ,,reguta” pozwalajaca ci na przypisywanie obserwacji do jednej
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() Funkcja wiarygodnosci (b) Logarytm funkcji wiarygodnosci
Rysunek 1.2: Funkcja wiarygodnosci oraz jej logarytm dla problemu estymacji prawdopo-
dobienstwa w rozktadzie Bernoulliego (4 orty, 1 reszka).
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Rysunek 1.3: Funkcja wiarygodnosci oraz jej logarytm dla problemu estymacji prawdopo-
dobienstwa w rozkladzie Bernoulliego (4 orty, 1 reszka) w okolicy maksimum.

z dwéch grup. Zaprojektowany klasyfikator byt uproszczona wersja Maszyny Wektoréw
Wspierajacych (SVM). Zachgcamy Cig do poszerzenia wiedzy o tym klasyfikatorze, a w
szczegblnosci do przesledzenia matematycznej formulacji problemu optymalizacji SVM,
ktory nie jest juz uproszczony.

e https://www.youtube.com/watch?v=v7H5ks5iDEQ

e https://www.youtube.com/watch?v=ax8LxRZCORU

Bibliografia

[1] Stephen Boyd i Lieven Vandenberghe. Convex Optimization. http://stanford.
edu/"boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf, 2013.
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2.1

2.2

Czemu funkcja wypukta?

Pytanie brzmi czemu wtasciwie interesuja nas funkcje wypukte? Ot6z odpowiedz jest
prosta: minimum lokalne funkcji wypuklej jest zarazem minimum globalnym. Wprzy-
padku funkcji Scisle wypuklej jest takze gwarancja, ze takie minimum jest tylko jedno.
Czyni to funkcje wypukle prostymi do optymalizacji - prawdziwym wyzwaniem staje si¢
w tym momencie transformacja rzeczywistych probleméw do probleméw wypuktych.

Kombinacje wypukty

W Swiecie optymalizacji popularng rodzing funkcji sa funkcje wypukle. Zanim jednak
przejdziemy do funkcji wypuktych oméwmy kilka innych pomocnych bytéw tak jak
kombinacja wypukta:

Definicja 2.1 — Kombinacja wypukta. Kombinacja wypukta punktéw x; € R d e
N nazywamy sume:

n n
Z X, O € R-l—;z o=1
i=1 i=1

Kombinacja liniowa jest zatem suma wazona sktadowych punktéw, gdzie wagi sumuja

si¢ do 1 i sa nieujemne (tworza zatem rozklad prawdopodobieristwa - rozktad katego-

ryczny). Wszystkie kombinacje liniowe wybranych punktéw tworza razem zbiér wypu-

kty.

I Definicja 2.2 — Zbiér wypukty. Zbiér dowolnych punktéw jest wypukty jesli dowolna
kombinacja wypukla tych punktéw takze znajduje si¢ w tym zbiorze.

Zbiér wypukty mozemy zatem zinterpretowac geometrycznie jako figure zawarta pomigdzy
tymi punktami. W przyadku dwéch punktéw dostajemy odcinek (A decyduje o konkretnym
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potozeniu na tym odcinku), dla 3 punktéw mamy tréjkat, dla 4 czworokat i tak dalej (az do
nieskonczonosci).

Jedna z bardziej znanych figur wypuktych jest simplex. W przestrzeni (k+1) - wy-
miarowej, simpleks definiowany jest przez (k+1) niezaleznych liniowo punktéw. Dla
k=1 otrzymujemy 2 punkty - simpleks jest odcinkiem. Dla k=2 otrzymujemy trdjkat
rownoboczny, dla k=3 otrzymujemy czworosScian (tetrahedron - nie jest to piramida!).
Szczegblnym przypadkiem simplexa jest simplex standardowy (probability/standard sim-
plex):

wypukty niewypukty

Definicja 2.3 — Simpleks standardowy. k-wymiarowym simpleksem standardowym
nazywamy taki zbior punktow:

{xeR* ! ixg+ - 4x=1,x,>=0,i=0,...k}
t 03

(0,0,1)

(0,1,0) 6,
(1,0,0)

Funkcja wypukta
Definicja 2.4 — Funkcja wypukta. Funkcja f(x) jest wypukla, jesli dla dowolnych
dwéch punktéw xp, x5 i dowolnego A € [0, 1] zachodzi:

FAxi(1=A)x2) < Af(x1)+(1—-2)f(x2)
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Jesli nier6wnos¢ jest ostra (<), to funkcja jest Scisle wypukia.

Zapis ten mozemy zinterpretowac geoemetrycznie: odcinek taczacy dwa dowolne punkty
na wykresie (cigciwa /odcinek siecznej) lezy w caloSci powyzej lub na wykresie funkcji.
Warto wspomnieé, ze punkty lezace ponad wykresem funkcji wypuklej tworza zbidr

wypukly.

tf (z1) + (1= t)f (22)

[+ (1 = t)as)

T1 try + (1 —t)z T2

Jesli funkcja f(x) jest rézniczkowalna, to jest wypukla wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnych x¢, x; zachodzi:

F(x) = fx0) + Vf(x0)" (x —x0)

Czyli styczna do wykresu lezy zawsze pod wykresem.

2.2.2 Operacje zachowujgce wypuktosé¢ (wybrane):
e zlozenie funkcji wypuklej z niemalejaca funkcja wypukla
e max
e kombinacja wypukla

2.2.3 Operacje niekoniecznie zachowujgce wypuktosé

e mnozenie, dzielenie

e przeciwny znak

e kombinacja liniowa/afiniczna
e zlozenie funkcji
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Wazne funkcje wypukte:

funkcja kwadratowa

norma euklidesowa ( 1 dowolna inna)
funkcja wyktadnicza

-logarytm

btad zawiasowy (hinge loss)

entropia krzyzowa (cross entropy, logloss)
abs

Normy, metryki i dywergencije

Normy stuza nam do oceny wielkoSci wektoréw (cokolwiek). Jednak nie kazda funkcja
moze by¢ uzyta jako norma.

Norma
Definicja 2.5 — Norma. Odwzorowanie ||.|| : X — [0,c] jest norma jesli spetnia

nastgpujace warunki:
l. [|x|]]=0=x=0
2. ||| =[] [[x[|; x € R
3. [lx+y|] < |Jx|]+|]y]| (nieréwnosé tréjkata)

Do najbardziej znanych norm naleza:
o norma l,: |lxf, = /T, [x [P
w szczegolnosci:
e /i(x) =Y" | |xi| (norma Manhaattafiska/takséwkowa),
e Ir(x) = ||x|| (norma Euklidesowa)
e [.(x) = max;(|x;|) (norma Czebyszewa)

Metryka
Metryki stuza do reprezentacji dystansu migdzy dwoma wektorami.

Definicja 2.6 — Metryka. Odwzorowanie d : XxX — [0, oc] nazywamy metryka jesli
dla kazdego x,y,z € X spelnione sa nastepujace warunki:

1. d(x,y) >0

2. d(x,y)=0=x=y
3. d(x,y)
4. d(x,z2)

Y

=d(y,x) (symetria)
<d(x,y)+d(y,z) (nier6wnos¢ tréjkata)

Na pierwszy rzut oka normy i metryki wydaja si¢ podobne. Nie jest przypadek gdyz kazda
norma indukuje metryke (w druga strong to nie zachodzi).
Definicja 2.7 — Metryka indukowana przez norme. Metryka d jest indukowana
przez normg ||.|| jesli:
d(x,y) = []x = yl|

Najbardziej znane metryki sa indukowane przez najbardziej znane normy, mianowicie
metryka euklidesowa, dystans manhattaniski (odlegtos$¢ takséwkowa) czy dystans Czeby-
szewa.
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2.3.3 Okrgg jednostkowy

Okrag jednostkowy jest to zbior wektoréw, ktdrych norma jest rowna jeden - alternatywnie:
odlegtos¢ od Srodka uktadu wspétrzednych to 1. To jak bedzie wygladat okrag jednostkowy
zalezy od normy jakiej uzyjemy:

7

2.3.4 Dywergencija

Nie wchodzac w dalsze szczegdly cheieliSmy tu wspomnieé o dywergencjach, ktéra stuza
jako bardziej uogdlniona definicja dystansu w stosunku do normy. Dywergencje nie musza
by¢ symetryczne i nie musza spetnia¢ nieréwnosci tréjkata. Dywergencja Kullbacka-
Leiblera (KL divergence) jest najbardziej powszechnie uzywana dywergencja i stuzy do
oceny rozbiezno$ci dwoch rozktadéw prawdopodobienstwa. Jest to kluczowe w przypadku
klasyfikacji - prébujemy doprawodzi¢ do sytuacji gdzie rozktad prawdopodobienstwa
naszych predykcji i danych maja jak najmniej rozbieznosci (mata dywergencja). By
dowiedzie¢ si¢ wigcej zachgcamy do zapoznania z Convex Optimization [1].

Literatura

Dos¢ wyczerpujacym Zrédtem na temat optymalizacji wypuklej (i tym co zrobié z wiedza
na ten temat) jest Convex Optimization [1].

Bibliografia

[1] Stephen Boyd i Lieven Vandenberghe. Convex Optimization. http://stanford.
edu/~boyd/cvxbook/bv_cvxbook.pdf, 2013.
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3.1

3.2

Czemu metody bezgradientowe?

Metody gradientowe sa to metody optymalizacji, ktore, jak sama nazwa wskazuje, nie
korzystaja z gradientu (pochodnej). Moze by¢ to przydatne w momencie gdy nie znamy
minimalizowanej, zatem nie mamy bezposredniego dostgpu do gradientu.

Przeszukiwanie jednostajne

Jedna z prostszych method optymalizacji jest przeszukiwanie jednostajne, ktére polega na
wyznaczeniu jednostajnie rozmieszczonych argumentéw (np. od 0 do 1 co 0.1) i wybraniu
tego, dla ktérego funkcja ma najmniejsza warto$§¢. Gdy zrezygnujemy z zalozenia, ze
argumenty musza by¢ rozmieszczone jednostajnie otrzymamy metode¢ grid search, ktéra
rozpina siatke na interesujacych nas wartosciach przeszukiwanej przestrzeni. Grid search
jest stosowany najczesciej w doborze hiper parametrow dla algorytméw optymalizacji (np.
ilo$¢ epok uczenia, wielo$¢ populacji etc.). Dos¢ typowym zwyczajem (np. w przypadku
doboru predkosci uczenia) jest korzystanie z argumentéw skalujacych si¢ wyktadniczo (np.
kolejne potegi dwdjki) zamiast z rozktadu jednostajnego.

Niewatpliwa zaleta przeszukiwania jednostajnego (i grid searcha) jest brak jakichkol-
wiek zatozen na temat optymalizowanej funkcji i jej wymiarowosci oraz prostata dziatania
i implementacji. Efektem ubocznym takiego podejScia jest brak jakichkolwiek gwarancji -
mozemy nie znaleZ¢ nawet przecigtnie dobrego wyniku dla trywialnych funkcji (nawet
minimum lokalnego). Co wigcej ztoznos$¢ algorytmu efektywnie rosnie wyktadniczo z
wymiarowoscia.
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Przeszukiwanie dychotomiczne

Przeszukiwanie dychotomiczne, jak sugeruje nazwa (dychotomia to z greckiego podziat
na 2 czgsSci), polega na dzieleniu przeszukiwanej przestrzeni na p6t i odcinaniu potowy,
ktéra na pewno nie zawiera minimum. Niestety wspomniana procedura wymaga dziedzina
funkcji byta jednowymiarowa, a sama funkcja byta unimodalna. W przypadku funkcji
multimodalnych, metoda moze nie zadziata¢ poprawnie.

Definicja 3.1 — Funkcja unimodalna. Funkcja f(x) jest jednomodalna jesli posiada
doktadnie jedno ekstremum lokalne.

Ponizszy pseudokod pokazuje jak doktadnie dziata przeszukiwanie dychotomiczne dla
funkcji f na przedziale [xy,x;]:

Definicja 3.2 — Przeszukiwanie dychotomiczne.
dane:xj, x,, d(mata liczba np 10~®), n (ilo§¢ krokéw)
a<xg b+ x;
forkdo=1,2,3,n
m <+ b
X< m—90
X, m-+96
if f(x;) < f(x,) then
b+ X]
else
a<— x,
end if
end for
return #
Algorytm przeszukiwania dychotomicznego znajduje minimum z doktadno$cia zalezng od
ilosci, ktérkéw jakie wykona. Konkretnie, obszar lokalizacji minimum bgdzie zawgzony
do ~ %n(xz — x1) gdzie przyblizenie wynika z pominigcia matego 8. Aby uniezaleznic si¢
od wyboru iloSci krokéw mozna zatrzymac algorytm po uzyskaniu zadanej doktadnosci
dla funkcji celu lub po wyczerpaniu budzetu obliczeniowego.

Metoda ztotego podziatu

Na pierwszy rzut oka wydaje sig¢, ze algorytmy dychotomizacji jest najlepsza metoda tego
typu jaka mozna zaproponowaé — w kazdej iteracji redukuje si¢ obszar przeszukiwania o
(prawie) potowe. Okazuje si¢ jednak, ze mozna zaproponowac algorytm ktéry nie dzieli
obszaru o potoweg (czyli, aby otrzymac t¢ sama szerokos¢ przedziatu musi wykonaé wigcej
iteracji), a pomimo tego jest szybszy!

Algorytm dychotomizacji wymaga dwéch wywotan funkcji celu w kazdej iteracji.
Mozna jednak ograniczy¢ liczbe odwotan do funkcji 1 w kazdej iteracji ewaluowac funkcje
tylko jeden raz (czyli iteracja algorytmu trwa dwukrotnie szybciej!) — z takim zamystem
stworzono algorytm ztotego podzialu. Pomyst na poprawe polega na ponownym uzyciu
obliczonej wczesniej wartosci funkcji dla jednego z wyznaczonych punktéw. Podobnie jak
w algorytmie dychotomizacji, w kazdej iteracji poréwnujemy ze sobg wartosci funkcji w
dwdch punktach 1 zawgzamy obszar przeszukiwania. Mamy jednak gwarancje, ze w kazdej
iteracji jednym z dwoch punktéw ktére beda ewaluowane bedzie punkt juz policzony w



3.3 Przeszukiwanie dychotomiczne 19

poprzedniej iteracji. Najtrudniejsze pytanie: w jaki spos6b mozemy wyznaczaé takie dwa
punkty w kazdej iteracji aby miec¢ taka gwarancje?
NanieSmy na o$ x dwa punkty ktore ewaluujemy w iteracji algorytmu:

Tp—a

Ty —a b— xy

Po wykonaniu iteracji zakres zweza si¢ do [a,x,] lub [x;,b]. Poniewaz nie wiemy, ktory
przypadek nastapi, ustalamy, ze dlugosci te sa sobie roéwne tj. w kazdej iteracji nastgpuje
redukcja przedziatu poszukiwarn o taki sam procent obszaru.

Xp—a=b—x = x;—a=b—x,

Gdy f(x;) < f(x,) wybieramy obszar [a,x,], a punkt x; chcielibySmy aby zostal ponownie
uzyty w kolejnej iteracji algorytmu. Natomiast w nastgpnej iteracji algorytmu znéw
chcielibySmy uzyskac takie same proporcje podziatu, czyli ustalamy:

Xp—a x—a

b—a xp—a
Podstawiajac pierwsze rOwnanie do drugiego otrzymujemy:

xp—a b—x, b—a—(x,—a) b—a

b—a Xp—a Xp—a Xp—a

p—4d

Definiujaé g = );_a

(stosunek podziatu) otrzymujemy rownanie:
q2 +g—a=0

ktérego rozwiazaniem jest g = @ ~ 0.618 czyli odwrotnos¢ ztotej liczby. Liczba ta
ktéra wyznacza ztoty podzial odcinka (stad nazwa metody). Ponizszy pseudokod pokazuje
jak dziata metoda ztotego podziatu dla funkcji f na przedziale [x,x;]:

Definicja 3.3 — Metoda ztotego podziatu.
dane:xj, xp, n (ilo$¢ krokéw)
i V5
a<+xo b+ x;
xp—aa+(1—a)b
x4 (I—a)a+ab
fxi = Fa), far < f(x)
forkdo=1,23,...n

if fx; < fx, then
b < x,
Xr < X]
fxr < fx
xp—aa+(1—a)b
fxr < f(xa)

else
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a<— X
X] < Xp
Ixi < fx
x4 (1—a)a+ab
Jxr < f(xr)
end if
end for

return %
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Na pierwszych laboratoriach podawaliScie r6zne pomysty na algorytmy optymalizacyjne
takie jak narysowanie wykresu funkcji celu (przeszukiwanie jednostajne) czy przeszuki-
wanie losowe. Algorytmem ktéry jako§ szczeg6lnie przypadl nam do gustu byt algorytm
wykorzystujacy lokalng informacje o funkcji. Taki algorytm (w przypadku funkcji 1D)
patrzyt sobie w prawo 1 w lewo i przesuwat si¢ tam gdzie bylo nizej. Te lokalng informacje
ktora byt kierunek najszybszego lokalnego wzrostu, nazywaliSmy gradientem. Nadszedt
czas by dokladniej przyjrze¢ si¢ temu podejsciu.

4.1 Idea spadku wzdtuz gradientu

Sprébujmy sformalizowac to podejscie uzywajac bardzo prostego pseudokodu. Rozpoczy-
namy optymalizacj¢ od jakiego$ punktu startowego x, ktéry mozemy wybrac np. losowo.
Punkt ten bgdzie naszym aktualnym rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego, a za-
daniem naszego algorytmu bgdzie przesuwaé go w kierunku x* dla ktérego funkcja celu
osiaga minimum. W kazdej iteracji nasz algorytm bgdzie rozgladac si¢ w prawo i w lewo
starajac sie okresli¢ kierunek w ktérym funkcja lokalnie rosnie!. Nastepnie widzac, ze
funkcja roSnie w prawo (poprzez zwigkszenie x) — przesuwamy si¢ w kierunku przeciw-
nym, aby funkcj¢ zminimalizowaé. Wykonujemy wigc aktualizacj¢ naszego aktualnego
rozwiazania x trochg¢ w lewa strong¢, majac nadziejg, ze zblizamy je do minimum funkcji.
Analogicznie, jezeli funkcja ro$nie poprzez zmniejszanie x to nasz algorytm zwigkszy go,
przesuwajac aktualne x w prawa strong.
X < INICJALIZUJ
while warunek stopu nie jest spetniony do
V4~ ROZGLADAJ SIE I SPRAWDZ KIERUNEK WZROSTU W BIEZACEJ OKOLICY (x)
X4—Xx—V > Przesun x w kierunku minimum

Ipatrzymy gdzie rosnie, a nie gdzie maleje po prostu przez przyjeta konwencje



22 Laboratorium 4. Metody analityczne

end while

Nasz kod wyglada w miar¢ sensownie, jednak nadal wymaga od nas ustalenia jak za-
implementujemy funkcje inicjalizuj, warunek stopu czy funkcje rozgladajaca si¢. Na razie
uproscimy sobie rozwazania zaktadajac, ze iterujemy w nieskoriczono$¢ (brak warunku
stopu, kiedy$ kto$§ wcisnie Ctrl+C :) a inicjalizacja jest losowa. Nadal jednak musimy
zaimplementowaé najwazniejsza cze$¢ naszego algorytmu czyli funkcje rozgladajaca sig.

Jak sprawdzi¢ czy funkcja ro$nie czy maleje w okolicach naszego aktualnego punktu
x? Céz, mozemy dodac/odjac jakie§ male € od naszego punktu i sprawdzié ile wynosi
funkcja f(x+ ¢€) oraz f(x — €), a nastgpnie poréwnac te dwie wartosci. Jezeli f(x+¢€) >
f(x —€) to wiemy?, ze funkcja rosnie poruszajac si¢ w prawo, jesli f(x+€) < f(x —¢€)
to funkcja lokalnie maleje. Kiedy f(x+ €) = f(x — €) to funkcja jest lokalnie stata i, tak
jak dyskutowaliSmy, nasz algorytm utknie w tym punkcie. Cho¢ — jezeli funkcja jest
rzeczywiscie stata w okolicach punktu x — to w zasadzie znalezliSmy lokalne maksimum
lub minimum.

W takim razie przepiszmy pseudokod algorytmu wykorzystujac nasz Swiezo opisany
sposob badania zmiennosci funkcji. Obecna w kodzie funkcje ,,rozgladaj si¢...” mozemy
zamieni¢ po prostu jako réznicg f(x+€) — f(x —€). Ta réznica bedzie dodatnia, kiedy
f(x+¢€) > f(x—¢€)iujemna w przeciwnym wypadku. Dodatkowo, przesuwanie naszego
aktualnego rozwigzania x o t¢ r6znicg ma potencjalng dodatkowa zalete. Jesli ta ré6znica
bedzie duza (funkcja bardzo szybko rosnie) to po wykonaniu aktualizacji x <— x — v (czyli
x <+ x—(f(x+€)— f(x—¢)) przesuniemy nasze rozwigzanie mocno w lewo, robiac duzy
krok. Jesli za$ funkcja bedzie rosta wolno to odpowiednio krok wykonany przez nas
bedzie maty. Dlaczego to moze byé potencjalnie dobre? Przypomnij sobie funkcje x* —
funkcja ta powoli rosnie/maleje w okolicach minimum i bardzo szybko ro$nie z daleka od
niego. W tym konkretnym przypadku informacja, ze funkcja roSnie bardzo szybko jest
roéwnoznaczna z informacja ,,jesteS daleko od minimum” - wykonaj wigc duzy krok. Jesli
za$ funkcja ro$nie wolno =- jeste$ blisko minimum =- r6b mate kroczki.

Jest jednak pewien problem: jednostki. Wyobraz sobie, ze chcemy np. minimalizowad
odlegtos¢ od jakiego$ punktu xo. Mozemy skonstruowac dwie ekwiwalentne funkcje celu:
jedna z nich bgdzie wyrazata odlegto$¢ w centymetrach, a druga w metrach. Zwr6¢ uwage,
ze kroki oparte na réznicach w centymetrach beda automatycznie 100 razy wigksze niz
w metrach! Z tego powodu potrzebujemy pewnej statej 1, ktéra bedziemy wymnazaé
przez réznicg wartosci funkcji w celu dodatkowego regulowania wielkosci kroku. Stata
te nazwiemy szybkosciq optymalizacji. Problemem dobierania tej statej, jak 1 lepszym
wyjasnieniem dlaczego jej potrzebujemy zajmiemy si¢ na kolejnych laboratoriach.

X < INICJALIZUJ
N <—pewna stata (szybkos¢ optymalizacji)
while warunek stopu nie jest spetniony do
v flx+e)—fx)
X4—x—nv > Przesun x w kierunku minimum
end while

W powyzszym zapisie uprosciliSmy jeszcze trochg réznice: tak naprawdg jesli znamy
warto$¢ funkcji w punkcie f(x) to zeby sprawdzié czy funkcja ro§nie mozemy policzy¢ jej
réznice z f(x+ €).

2Chyba lepszym stowem bytoby wydaje nam si¢ na podstawie naszego prostego sposobu rozgladania sig
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Ok, to pozostal ostatni problem: jak wybra¢ €? Sam wybrany przez nas symbol
matematyczny sugeruje, Zze powinna to by¢ jaka$ mata liczba. Jednak dlaczego tak jest?
Po pierwsze, chcieliSmy uzyskac lokalna informacje o kierunku wzrostu/spadku funkcji
1 na jej podstawie poruszaé si¢ w kierunku minimum. Jezeli nasz krok rozgladania si¢
bedzie zbyt duzy ta cata analogia legnie w gruzach. Dodatkowo, funkcja f(x) moze
by¢ dowolnie skoczna, wigc wybierajac zbyt duze € ryzykujemy, ze nasze rozgladanie
si¢ przegapi istotny spadek funkcji! Jednak jesli chcemy wybrac tak mate € jak to tylko
mozliwe... to biorac granice z € dazacym do 0 otrzymujemy w zasadzie definicje pochodne;j
funkcji!

Definicja 4.1 — Algorytm spadku wzdtuz gradientu (1D).  x < INICJALIZUJ
N <—pewna stata — szybko$¢ optymalizacji
while warunek stopu nie jest spetniony do
x4+ x—nf(x) > Przesun x w kierunku minimum
end while

Algorytm ktéry wlasnie opisaliSmy nazywamy algorytmem spadku wzdtuz gradientu (ang. gra-
dient descent), a dla maksymalizacji algorytmem wzrostu wzdtuz gradientu (ang. gradient
ascent). Aby go zaimplementowa¢ musimy by¢ w stanie policzy¢ pochodnag z funkcji celu

- pora przypomnie¢ sobie jak to si¢ robi ;)

Pochodna funkciji
Definicja 4.2 — Pochodna funkcji. Pochodng funkcji w punkcie x nazywamy granice

afe) S A - £ )

dx Ax—0 Ax
s Przyktad 4.1 Obliczmy ile wynosi pochodna z f(x) = x?
_ 2_ .2
A e A) S (A
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
A+ AR
= lim
Ax—0 Ax
= lim (2x+ Ax) = 2x
Ax—0

= Przyktad 4.2 Pokazmy, ze pochodna sumy to suma pochodnych:

d - (fr+Ax) +g(x+Ax)) — (f(x) +8(x))
T (f() +5(x) = lim o
i FOE ) F0) g+ A) — g(x)
A0 Ax
i JEHA) ) gl Ar) g ()
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=f'(x)+&(x)
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Wzory na pochodne:

o % (fx)+gx) = % (f(x)+ % (g(x)) — pochodna sumy to suma pochodnych
o dix(a) = 0 — pochodna ze statej to 0

o Lx")=nx"!

dx
e W szczeg6lnosci powyzszy wzor mozemy uzy¢ do obliczenia 5[ (1) = %(x’l) =
—1 ._x_z — —lz
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4.2.1 Pochodna jako najlepsze liniowe przyblizenie funkcji w punkcie

Zastanawiajac si¢ czym jest pochodna czgsto styszymy, ze jest to tangens kata nachylenia
stycznej do funkcji w danym punkcie. W rzeczywistoSci mozemy spojrzeé na tg¢ styczng
jako na najlepsze liniowe przyblizenie r6zniczkowanej funkcji w danym punkcie.

1.5
1

05 0.5

sin(x)
sin(x)

0

y=
y=

0.45
05 1/

—1-0.50 0.5 1 152253354455556657758 0.45 0.5 0.55

x x

Rysunek 4.1: Funkcja sin(x) oraz jej liniowe przyblizenie (lewa). Obserwujemy duze
btedy przyblizenia dla duzych x, poniewaz funkcja sinus jest mocno nieliniowa. Jednak
jezeli spojrzymy na zblizenie tej funkcji w okolicach x = 0.5 (prawa) widzimy, ze funkcje
mozna dobrze lokalnie przyblizy¢ przez lini¢ prosta.

Zal6ézmy, ze mamy dang (potencjalnie mocno nieliniowa) funkcje f, jednak trzymamy
kciuki, zeby w matej okolicy wybranego przez nas punktu xy byta mozliwos¢ dobrego
przyblizenia tej funkcji linig prosta. Linia prosta ma oczywiscie réwnanie postaci f(x) =
ax+ b. Zastanéwmy si¢ co dla nas oznacza ,,dobrze przyblizenie” funkcji f w okolicach
punktu xo.

Po pierwsze chcielibysmy, zeby réznica f(x) — f(x) byta jak najmniejsza. Jednak
wiemy, ze nie mozemy tego uzyskaé dla catego zakresu x i prébujemy to uzyskac jedynie
lokalnie, dla okolic naszego wybranego punktu xo. W zwiazku z tym biad przyblizenia
bedziemy skalowaé wzgledem odleglosci od naszego punktu xg:

f(x) — f(x)
X — X0
im odleglos¢ jest wigksza tym btad podzielimy przez wigksza liczbe, jednoczesnie go

zmniejszajac. Co wigc ostatecznie rozumiemy przez ,.funkcja liniowa f (x) dobrze lokalnie
przybliza funkcje¢ f7°? No wigc oznacza to, ze
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(a) funkcja f(x) przechodzi doktadnie przez punkt (xo, f(xo)) czyli popetnia doktadnie
zerowy btad w wybranym przez nas punkcie (f (x0) = f(x0))

(b) przynajmniej w bardzo malenkiej okolicy (ktdorej wielkoS¢ dazy do 0, x — x¢) nasze
przyblizenie popetnia zerowy btad!

lim M — lim f(x) - (ax+b)

X—rX( X — X0 X—rX( X — X0

=0

Jezeli takiej linii nie mozna znaleZ¢ to najzwyczajniej w Swiecie uwazamy, ze nie da
si¢ przyblizy¢ funkcji f w okolicach xq linia prosta.

Sprébujmy wyznaczyd t¢ linig. Skoro wiemy, ze linia przechodzi przez punkt (xo, f(xo))
to linia musi spetnia¢ rownanie:

f(xo) =axo+b = b= f(xo) —axo
Dalej podstawiajac do wzoru

f(x) = (ax+ f(x0) —axo)

lim = lim
X—X0 X — X0 X—X0 X — X0
= lim fx) —ax= f(x) +ax /wyciagnijmy a przed nawias/
X—X0 X —X0
_ i @)~ fo) —alx—x0) _ {f(x) —f(xo)} .
X—X0 X — X0 X=X X—X0

Jezeli wigc wymagamy by tak zdefiniowany btad (w bardzo malefikkim otoczeniu xg) byt
zerowy to po przyroéwnaniu go do zera otrzymujemy:

4= lim L) = f(x0)

X—X0 X —X0

gdzie a to wspoétczynnik kierunkowy naszego przyblizenia. Dokonujac zamiany zmiennych
Ax = x — xp odkrywamy, ze w rzeczywistoSci wzor po prawej stronie znaku rownosci to
definicja pochodne;!

a= lim f) = fxo) _ lim J(xo+Ax) — f(x0)
XX X=X Ax—0 Ax

= f'(x0)

Mozna wigc intuicyjnie powiedzieC, ze pochodna istnieje tylko gdy funkcje¢ mozna
lokalnie przyblizy¢ linia prosta z zerowym btedem.

Stowa przestrogi

Idac dalej z ta analogia mozna sadzi¢ ze funkcja jest r6zniczkowalna jezeli przy dostatecz-
nie duzym zoomie jest ona linia prosta. Nie jest to prawda. Spdjrz na kolejne zblizenia
funkcji x> w punkcie 01 1. W obydwu punktach funkcja jest rézniczkowalna, a pomimo
tego niezaleznie jak bySmy bardzo zblizali wykres w punkcie 0, funkcja zawsze wyglada
jak parabola. Dlaczego? Céz, jak matematyk méwi o nieskoriczenie matej lokalnej okolicy
to wtasnie ma namysli nieskoriczenie matq okolicg. Pomimo tego jest to uzyteczna intuicja
dot. pochodnej i przydaje si¢ mysle¢ o pochodnej jako o liniowym przyblizeniu funkcji.
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Co na to nasz algorytm?

Fakt, ze pochodna w rzeczywistoSci jest rozwiazaniem problemu liniowego przyblizenia
funkcji daje nam ciekawa zauwazke (ang. insight) dot. algorytmu spadku wzdtuz gradientu.
Skoro liczymy w kazdej iteracji pochodna to de facto w kazdej iteracji konstruujemy
liniowe przyblizenie naszej funkcji celu. Dalej wiemy, ze aby znalez¢é minimum? funkcji
liniowej to przy wspétczynniku kierunkowym a > 0 musimy go szukac jak najbardziej
w lewo (—o), a przy a < 0 musimy go szukac jak najbardziej w prawo. W zwiazku
z tym wykonujemy krok w kierunku przeciwnym do znaku a (czyli naszego liniowego
przyblizenia, pochodnej). Gdyby nasze liniowe przyblizenie byto prawidtowe na catej
dziedzinie to chcielibySmy wykona¢ nieskoniczenie duzy krok w tym kierunku, jednak
poniewaz nasze przyblizenie jest dobre jedynie lokalnie to wykonujemy pewien maty
kroczek (ktorego wielkos¢ reguluje 7 i |a|) w kierunku minimum tego przyblizenia.

@ Mozna formalnie pokazaé, ze krok aktualizacji w algorytmie jest rozwigzaniem pro-
blemu minimalizacji ,,zminimalizuj jak najbardziej funkcj¢ stycznej + nie odchodz za
bardzo od okolicy, bo przyblizenie jest lokalne”. Ale o tym na kolejnych laboratoriach

)

Wzér Taylora
Intuicje, ze pochodna jest liniowym przyblizeniem funkcji w okolicach pewnego punktu
Xxo mozna takze zbudowac na podstawie wzoru Taylora. Rozdzial ten jest niezwykle wazny,
poniewaz w przysztoSci pozwoli nam na konstrukcje algorytméw optymalizacyjnych, ktére
przyblizaja funkcje lepiej niz linig prosta!
Definicja 4.3 — Twierdzenie Taylora. Niech K > 1 bedzie liczba catkowita, a funkcja
f bedzie K razy rézniczkowalna w punkcie xg, wtedy istnieje taka funkcja hx ze

K X—x k
f(X)IZ((TO)

k=0

£ <xo>) ()~ x0)

3Formalnie minimum nie istnieje
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| alim, ., hx(x) = 0 (reszta dazy do O gdy x dazy do xo —przyblizenie lokalne).

Jak zbudowac¢ przyblizenie funkcji korzystajac z tego twierdzenia? Na poczatku musisz
ustali¢ jaki$ punkt xy wokot ktérego budujesz przyblizenie. Pamigtaj, ze tak zbudowane
przyblizenie jest dobre tylko w okolicach tego punktu, powiniene$ wigc wybrac takie xo
ktore jest stosunkowo najblizsze xom dla ktérych bedziesz chcial przyblizy¢ sobie wartos¢
funkcji. Po wybraniu tego punktu obliczmy warto$¢ pochodnej w punkcie xq oraz tyle
pochodnych ile tylko jesteSmy w stanie obliczy¢ rozbudowujac nasz wzér. Im wigcej ich
dodamy tym nasze przyblizenie bedzie lepsze.

= (S )

X — X 0 X —X 1 X — X
o xo) 0!0) f(xo)-i-—( 1!0) =) 2!0) f(xo0)+ ..

= f(x0) + (x—x0) f"(x0) + %(X—xo)zf"(xo) +...

S (x0) +

:f(x0)+xf’(x0)—xof’(xo)—l—%f”(xo)xz—xxof”(xo)—l—x%f”(xo)+...
N e Y , —_— Y=

stata stata
stata

stata stata stata

Zwr6¢ uwage, ze po ustaleniu punktu xg wokot ktérego budujemy przyblizenie oraz
obliczeniu jego pochodnych otrzymujemy przyblizenie funkcji wielomianem stopnia K!
Jak podejrzewasz moze by¢ to niezwykle uzyteczne, bo dowolna* funkcje mozesz w taki
sposoOb przyblizy¢ wielomianem, ktory najczesciej jest tatwiejszy w obliczeniach (1 w
optymalizacji, jeSli jest niskiego rzedu!).

Ustalajac K = 1 otrzymujemy przyblizenie funkcji poprzez pierwsza pochodna:

1 k 0

X —X X — X X—X 1
o Y (U ) ) = E0 )+ S ) = ) £ ) -0

Jest to przyblizeniem wielomianem stopnia 1 czyli funkcja liniowa. Warto zauwazyc,
ze jest to doktadnie wzdr stycznej do funkcji, ktéry wyprowadzaliSmy na poprzednich
laboratoriach!

s Przyktad 4.3 Przyblizmy sobie funkcje f(x) = 5x* + 10x + 5 poprzez lini¢ prosta wokoét
punktu xo = 1. Z treSci zadania wynika, ze K = 1. Otrzymujemy wiec z twierdzenia
Taylora

fx) = f(xo) + f(x0) (x —x0) = f(1)+ f'(1)(x— 1)

Obliczamy pochodng oraz warto$¢ funkcji w punkcie xo = 1
f(1)=5-1+10-14+5=20 f(x)=10x+10= f'(1) = 10+10 =20
Podstawiajac do wzoru otrzymujemy:

F(x) = 20420(x — 1) = 20+ 20x — 20 = 20x

4St. z 0.0. — stwierdzenie z ograniczona odpowiedzialnoscia
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a Przyktad 4.4 Przyblizmy sobie te sama funkcje f(x) = 5x> 4+ 10x + 5, ale tym razem
przyjmujac K = 2. Z twierdzenia Taylora:

(x—1)°
2

(x —x0)?

F(6) = f(x0) + f'(x0) (x = x0) + === f"(x0) = F() + F (D (x = 1)+
Obliczmy tylko brakujaca wartosS¢ drugiej pochodnej:
f"(x) = (10x+10) =10 = f"(1) =10

£

Podstawiajac do wzoru otrzymujemy:

(x—1)
2

fE) = )+ M) x-1)+ ()

(x—1)?

=20+20(x— 1)+ 10

=20+ 20x—20+5(x—1)?
= 20x4+5(x* —2x+1) = 20x 4 5x> — 10x+5
=5x> +10x+5

Czyli dostaliSmy oryginalng funkcje f(x)! C6z, najlepsze przyblizenie wielomianu stopnia
2 poprzez wielomian stopnia 2 to ten sam wielomian ;)

Pochodne w eksiremach

W lokalnym minimum lub maksimum pochodna funkcji wynosi zawsze 0. Jednak pamigtaj,
ze zerowa warto$¢ pochodnej moze takze sygnalizowaé np. punkt siodtowy - nie jest to
wigc ostateczny wskaznik, ze funkcja osiaga ekstremum. Typ punktu podejrzanego o bycie
ekstremum mozemy zweryfikowa¢ poprzez obliczenie kolejnych pochodnych
e Jesli druga pochodna jest dodatnia to funkcja osiaga swoje minimum (pamigtasz
warunek wypuktosci?)
e Jesli druga pochodna jest ujemna to funkcja osiagga swoje maksimum
e Jesli druga pochodna jest rowna O to... masz ktopoty!!! Musisz policzy¢ kolejne
pochodne, az znajdziesz pierwsza, ktora si¢ nie zeruje.
— Jedli jest to pochodna rzgdu nieparzystego to nie jest to ekstremum
— Jedli jest to pochodna rzedu parzystego to interpretujesz ja jak druga pochodng

a Przyktad 4.5 Z jakim typem punktu mamy do czynienia w x = 0 funkcji f(x) = x3?
Obliczmy pierwsza pochodng

flx)=2x*= f(0) =0

Widzimy, ze funkcja w danym punkcie ani nie ro$nie ani nie maleje. Obliczmy wigc druga
pochodna, aby ustali¢ typ punktu...

f(x) =6x= f"(0)=0

Co za pech! Druga pochodna si¢ zeruje, wigc nie jesteSmy w stanie okresli¢ typu punktu...
Obliczmy kolejna pochodng

10 =6 £(0) =6
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Pierwsza pochodna, ktéra nie wynosi 0 jest trzeciego (czyli nieparzystego) rzgdu. Funkcja
nie osiaga ekstremum w tym punkcie. .

Twierdzenie 4.1 Jedli funkcja f(x) jest wypukta to warunek f(x) = 0 jest wystarcza-
jacy, by stwierdzié, ze jest to lokalne/globalne minimum.

Powyzsze twierdzenie dla funkcji $ciS§le wypuktych jest proste do udowodnienia uzywajac
naszych wczesniej zdefiniowanych regut. Jak dowiedzieliSmy si¢ na drugich laboratoriach,
jednym z warunk6w Scistej wypuktosci jest f/(x) > 0, wigc wiemy ze jesli f'(x) =0 to
£ (x) > 0 czyli mamy minimum. Dla funkcji (niescisle) wypuktych dow6d mozna znalezé
w Internecie.

Przyblizanie pochodnej numerycznie

Czasami nie mozemy policzy¢ analitycznie pochodnej funkcji (bo np. jej posta¢ nie
jest nam znana), a pomimo tego chcielibySmy uzy¢ algorytmu ktéry takiej pochodne;j
uzywa. Okazuje sig¢, ze jest na to sposOb! Zauwaz, ze pochodna to zgodnie z definicja
lima, o w Widzimy w niej, ze Ax dazy do 0, czyli tak naprawdg jest ono tak
mate jak tylko si¢ da. Gdyby stwierdzi¢ ze ta mata r6znica wynosi Ax = €, to bez problemu
obliczylibySmy pochodna jako

flxte) - f(x)

&

fllx)~

Powyzszym wzorem mozemy obliczyC przyblizong warto$¢ pochodnej poprzez dwukrotne
obliczenie funkcji f(x) a wzor na pochodna nie musi by¢ znany! Z tego powodu wzor ten
czgsto uzywamy w praktyce, gdy policzenie pochodnej nie jest mozliwe lub gdy np. nie
mamy czasu na implementacje funkcji liczacej pochodna. Oczywiscie € powinien by¢
tak maty jak tylko to mozliwe, jednak wybranie za niskiej warto$ci moze doprowadzi¢ do
trudnoSci numerycznych (dzielenie przez bardzo mata stata prawdopodobnie 1 tak matej
réznicy). Praktyczng wartoscia stosowana w optymalizacji jest np. € = 107>,

Nawisem moéwiac, funkcja nawet nie musi by¢ rézniczkowalna zeby obliczenie
takiego przyblizenia bylo mozliwe.

a Przyktad 4.6 Przyblizmy warto$¢ pochodnej dla f(x) = x> w punkcie x = 2 i zaktadajac
€ = 107>. Obliczmy najpierw warto$¢ funkcji w punkcie x oraz w punkcie x + €:

f(2)=2"=4
f(2+€) = (240.00001)> = 2.00001% = 4.00004
Przyblizmy pochodna:
F(2)~ f(2+&)—f(x)  4.00004—4 0.00004

€ ~0.00001  0.00001

Zwré¢ uwage, ze w zadnej chwili nie uzyliSmy wzoru na pochodna funkcji, a do wykonania
przyblizenia potrzebujemy jedynie czarnej skrzynki, ktéra jest w stanie obliczy¢ funkcje
celu f(x). Oczywiscie jest to przyblizenie i zwykle nie wychodzi ono réwne doktadnie
pochodne;j ;) .
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Czy jednak takie przyblizenie ma jakie$ poparcie teoretyczne? Okazuje sig, ze tak! Na
przyktad twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej méwi, ze jezeli dana funkcja f jest
ciagla w przedziale [a,b] oraz r6zniczkowalna w przedziale (a,b) to istnieje taki punkt
c € (a,b), ze

iy S(0)—fla)
f (C) - b_a

Podstawiajac a = x oraz b = x+ € (czyli b — a = €) otrzymujemy

flxt+e) - f(x)

&

flle)=

gdzie ¢ nalezy do przedziatu (x,x + €). Twierdzenie to nie méwi nam o tym jak dobre
jest nasze przyblizenie pochodnej w punkcie x. Wiemy jednak, ze obliczona przez nas
wartoS¢ rowna si¢ doktadnie pochodnej funkcji dla jakiejS wartoSci ¢ ktora jest bardzo
blisko naszego x.

Na poczatku méwiliSmy o algorytmie, ktéry szuka minimum funkcji poprzez spoglada-
nie na wartosSci funkcji na prawo i na lewo. Teraz jednak dostaliSmy algorytm ktory patrzy
tylko w prawo (f(x+ ¢€))! W praktyce okazuje si¢ jednak, ze nasza poczatkowa intuicja
jest poprawna. Patrzenie rowniez w lewg strong f(x — €) daje stabilniejsze estymacje
pochodnej niz tylko spogladanie tylko w jedna strong. Nasze przyblizenie uzyskujemy
wigc zwykle poprzez obliczenie:

P FA S0

Do wyjas$nienia dlaczego tak jest wrocimy jeszcze na kolejnych laboratoriach.

Gradient

Definicja 4.4 Gradient funkcji f(x) w punkcie x to wektor pochodnych czastkowych

Vi) = | %

= Przyktad 4.7 Policzmy sobie gradient dla funkcji f(x1,x2) = x7 +x3. Pochodne czast-
kowe to odpowiednio:

af af
ox1 o ox; 2
a wigc gradient wynosi
g_)i 2x 1
Vf (X) ! f = 2%
o 2

Gradient jest wigc w zasadzie uzytecznym zapisem matematycznym pozwalajacym nam
na bardziej przejrzysty zapis oraz na operowanie na wszystkich pochodnych czastkowych
na raz. Wyznaczmy kilka uzytecznych wzoréw na gradient.
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= Przyktad 4.8 — Gradient funkciji liniowej. Policzmy gradient nastgpujacej funkcji:

X1
f(x)= a’x = [al as a3} Xp | = aix; +axxy +asxs
x3

Gradient to wektor sktadajacy si¢ z kolejnych pochodnych czastkowych. Obliczmy pierw-
sz3 pochodng czastkowa:

df _ d(axi+axy+asx3)  d(ax) N d(axxz) n d(asxs) _ ai+0+0=a
x| dx dx| oxi Jx

A wigc pochodng czastkowa po pierwszym x jest tylko odpowiadajaca mu waga aj.
Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla kazdego kolejnego x;.

af

%x; al
Vf: 3_)62 = |dy| =a

9f as

0x3

Problem 4.1 Pokaz, ze dla analogicznej funkcji f(x) = x” a jej gradient réwniez wynosi
Vf =a. Pomimo tego, ze wynik jest juz teraz doS¢ oczywisty, zwro¢ uwage, ze w
pokazanym wyzej przykladzie a stracilo w gradiencie swoja transpozycj¢ — tutaj nie
pojawia si¢ zadna dodatkowa transpozycja i przepisujemy a jak jest.

@ Zauwaz, ze powyzszy wzor (jak i nastgpne) pozwalaja na policzenie gradientu dla
dowolnie dtugiego wektora x! Atakujemy wigc tym zapisem nawet funkcje trylion-
wymiarowe!

» Przyktad 4.9 — Gradient funkcji kwadratowej. Policzmy gradient nastgpujacej funk-
cji:
X1
flx)=xIx= [xi x x]|x = X7 4 x5+ x3
X3
Gradient to wektor sktadajacy si¢ z kolejnych pochodnych czastkowych. Obliczmy pierw-
sza pochodng czastkowa:

I R d) ) o) a0
ox; oxy - dx; ox; ox1

=2x1+0+0="2x

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla kazdego kolejnego x;.
af
ox|
VI=V('%) | 2L ] = |23 | =2«
o3
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= Przyktad 4.10 — Gradient formy kwadratowej. Czas na co$ trudniejszego! Policzmy
gradient nastgpujacej funkcji:

fx)=x"Ax =[x x] [an alz} {xl}

azl a2 X2

Zacznijmy wymnazanie powyzszego iloczynu od lewej strony

T ar ap

x' A= [xl xz} = [6111X1 +azxy2 apx —|—a22x2]
arp a

Zwr6¢ uwage, ze elementy z pierwszego wiersza aj. sa zawsze mnozone przez xi, a

elementy drugiego wiersza sa mnozone przez x;. Dokonczmy mnozenie:

TA.X' . X1 2 2
X = [a“xl +azxxy apx; —|—a22x2} |~ apxy + az1x2xy + apxix2 + axpx;

Znéw, zwro¢ uwage na ciekawa korespondecje pomigdzy indeksami elementéw a wy-
mnazanymi indeksami. Element a; stanowi wage dla xox1, element a;; jest waga x;x».
Z kolei element ay, to waga dla x;x, = x%.

Jak beda wygladaly pochodne czastkowe wzgledem x1 1 x?

> P
df  d(anxi+axxoxy +appxixy +anxs)
8)61 axl

= 2ay1x1 + (a1 +ap)x;

> 2
df  d(anxi+axxoxy +apxix; +anxs)
aXQ 8)62

= (a21 +a12)x1 +2axnx;

W poprzednich zadaniach byliSmy w stanie dojs$¢ do eleganckiego zapisu macierzo-
wego, sprobujmy osiagnac go takze tym razem. Rozwazmy na razie tylko pierwsza
pochodna czastkowa. Stosunkowo tatwo mozna zauwazy¢, ze mozna ja wyrazi¢ w postaci
mnozenia dwéch wektorow:

X
2a11x1 + (a1 +ap)x = [2011 a21+a12] Lj

Teraz doktadamy jeden dodatkowy wiersz do wektora po lewej stronie uzyskujac dodat-
kowo pochodna po x; 1 w rezultacie otrzymujac caly gradient:

2a11 a1 +ap| |x
apz+ax 2a2 X2

vi-|

Jak zapisa¢ macierz po lewej stronie elegancko w rachunku macierzowym? Jest to po
prostu AT +A!

an | |4 an| _ 2a11 ax1 +ap
ap ayp axy ay app+az 2a2;

Ostatecznie otrzymujemy wigc:

Vf=V(x'Ax) = (AT + A)x
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@ W szczegdlnosci, gdy macierz jest symetryczna zachodzi AT = A czyli Vf = 2Ax

Inne wazne wzory na gradient:
e V(af(x)+bg(x)) =aVf(x)+bVg(x) — zasada liniowosci gradientu
o VF(Ax)=ATVf

Przyktad regres;ji liniowej

Rozwazmy przyklad znalezienia minimum wielowymiarowej funkcji celu metodami anali-
tycznymi. Za przyktad postuzy nam tutaj problem znajdowania minimalnej sumy bigdéw
kwadratowych (ang. least squares) na przyktadzie regresji. Regresja wieloraka to regresja
liniowa w ktérej uwzgledniamy kilka zmiennych objasniajacych.

y=PBo+Pixi+Poxa+...

Na statystyce rozwazaliSmy glownie przyktad z tylko jedna zmienng i — jesli nadal to pa-
migtacie — réwnania prowadzace nas do wzoréw na (tylko dwa) wspétczynniki B byty dosé
dtugie i zmudne. Sprébujmy zobaczy¢ jak to wyglada w przypadku wielowymiarowym
uzywajac naszej wiedzy o gradiencie.

Korzystajac z naszej wczedniejszej wiedzy o mnozeniu wektoréw, rOwnanie regresji
trochg si¢ upraszcza:

$=Po+x"B
Aby jeszcze uprosci¢ ten zapis dodajemy do wektora x sztuczna, dodatkowa warto$¢ réwna
jeden. Pozwala nam to na wpisanie statej By do wektora 3 i dalsze uproszczenie zapisu:

y=x'B

Kontynuujmy upraszczanie: upakujmy kolejne obserwacje x jako wiersze macierzy X
zawierajacej wszystkie obserwacje ze zbioru danych. Zauwaz, ze jej kolumny zawieraja
wartoSci kolejnych zmiennych modelu. Macierzy tej odpowiada wektor y majacy tyle
wierszy (elementéw) ile jest obserwacji, 1 zawierajacy wartoSci zmiennej zaleznej. W
takim wypadku mozemy zapisac ,,globalne” réwnanie regresji obliczajace wartos¢ y dla
kazdej obserwacji na raz!

§=Xp
Zauwaz, ze po wykonaniu tego rGwnania macierzowego otrzymujesz wektor §, ktory

zawiera od razu predykcje naszej regresji dla kazdej obserwacji w macierzy! Suma
kwadratow rezyduéw moze wigc zosta¢ wyrazona wzorem:

SSE = (y—XB)" (y —XB)

Dlaczego ten wzér jest prawdziwy? Wczesniej pokazali§my, ze x” x to po prostu suma
kwadratéw Y +ix +i2. My chcemy policzyé sume kwadratéw bledéw gdzie pojedyn-
czy blad to réznica migdzy nasza predykcja (wynikajaca z regresji liniowej) a tym co
powinni§my uzyskaé. Pojedyncza predykcje uzyskujemy poprzez $ = x’ 8. Przepisujac
to na nasz zapis macierzowy musimy z naszej macierzy zawierajacej wszystkie dane X
wyciagnac pojedynczy wiersz zawierajacy dane naszego konkretnego x. Otrzymujemy
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wigc § = X; .3, a btad na tym pojedynczym przyktadzie to y; — X; .. A wigc wektor
zawierajacy wszystkie btedy (dla wszystkich przyktadéow) to y — Xf. Suma kwadratéw
tego wektora uzyskujemy poprzez wyrazenie x” x czyli (y — XB)7 (y — XB).
Policzmy teraz gradient po SSE szukajac wspotczynnikdw regresji liniowej. Zacznijmy
od wymnozenia nawiaséw w SSE.
SSE = (y —XB)T (y —XB) /* transpozycje wciagamy do Srodka */

= (y = BTXT)(y — XB) /* wymnazamy*/ 4.1)

=y"y—B"™X'y—y"XB +BTX"XB
Na takiej postaci SSE jest juz prosto zastosowaé poznane przez nas wzory na gradient. Dla

uproszczenia zaaplikujmy gradient do kazdej z czgsci tego wyrazenia. Zwro¢ uwage, ze
zmienng po ktérej liczmy tutaj gradient jest wektor f3.

VBTXTy)=X"y  V'XB)=("X)" =Xy  V(B'X'XB)=2X"XB

W ostatniej pochodnej skorzystalismy z faktu, ze X’ X jest macierza symetryczna. Zapisu-
jac caty gradient dostajemy:

VSSE =0—XTy —XTy+2XTXB = —2XTy +2XTXB
Z przyréwnania tego gradientu do zera (a w zasadzie wektora zer) otrzymujemy:
—2XTy4+2XTXB =0
2XTXB =2xXTy
B=(X"X)"'XTy
Co bardzo interesujace, takie postawienie problemu pozwala nam na zminimalizowanie

sumy kwadratéw poprzez jedno réwnanie macierzowe’ ! Réwnanie to czasami jest nazwane
rOwnaniem normalnym (ang. normal equation).

4.4.2 Regutatancuchowa
Definicja 4.5 — Reguta tancuchowa. Pochodna funkcji ztozonej g(x) = f(h(x),h2(x),h3(x),...)
dla x € R wynosi

dg(x) _ v~ 98(x) dhi(x)
dx _i; oh; dx

s Przyktad 4.11 Oblicz pochodna z = x?y? jezeli x = cos(t) a y = sin(2¢). Korzystajac z
reguty tancuchowej otrzymujemy

dz 8zdx+ dzdy

dt  dxdt dydt

Wiaczajac wzory na x i y otrzymujemy:

d

d—j = 2cos(t)sin?(2t) - (—sin(t)) + 2sin(2t)cos* (1) - 2cos(2¢)
Powyzszy wynik mozna oczywiscie dalej upraszcza¢ korzystajac z wlasnosci funkcji
trygonometrycznych. .

SW drugim réwnaniu korzystamy z pomnozenia obustronnie réwnania z lewej strony przez (X’ X)~!.
Poniewaz jest to odwrotnosé macierzy X’ X macierze te sig¢ skracaja. (X”X)"IX"X =
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Powyzszy przyktad jest dos¢ zastanawiajacy. Czy nie mozna bylo od razu przeksztatcié
funkcje do z = cos?(t) sin’ (2t) i policzyé zwyktej pochodnej? Mozna bylto. Jednak reguta
tancuchowa jest przydatna do np. wyrazania ogélnych wzoréw gdy funkcja jest nieznana.

= Przyktad 4.12 Mamy jakas$ funkcje f(x,y) zalezna od wspétrzgdnych kartezjariskich x
i y. ChcielibySmy policzy¢ jednak pochodna tej funkcji w zaleznosci od wspoirzednych
biegunowych (r, ). Przypomnienie: x = rcos o, a y = rsin a. Ogélny wzdr na pochodna
wzgledem r wynosi

df dfdx dfdy If af .

P ag—l—a—ya = Ecosa—i—a—ysma

| |
= Przyktad 4.13 Rozwazmy pochodng nastgpujacej funkcji f(x) = g(x)k(x). Znamy wzor
na mnozenie pochodnej, jednak zal6zmy, ze akurat go zapomnieliSmy i mamy pod reka
tylko regute taiicuchowa dla funkcji wielowymiarowe;.
Przer6bmy wigc nasza funkcj¢ na funkcje wielowymiarowa ;)

Joutri(h1,h2) = hihy
gdzie odpowiednio h; = g(x), a hy = k(x). Czyli nasza oryginalng funkcj¢ mozemy zapisaé
jako f(x) = fuuui(g(x),k(x)). Zauwaz, ze

O founri(h1,ha)  d(hihy) h
oh, ~on ¢

poniewaz liczac pochodng zaktadamy ze inne zmienne (czyli h;) sa stalymié! Stosujac
regute tancuchowa:

d fmuiri _ afmulti dh afmulti@ _ dh dh;

dr o dx | ohy dr Zdx Max
Wracajac do naszych oznaczen f(x) = fuuri(g(x),k(x)) czyli
df(x) . dsx) dk(x) :
P ) P 4 g0 ™ (g (0) 4K (01200

Literatura
Literatura powtérkowa

Doktadny opis pochodnych oraz przyktady obliczenh mozna znaleZz¢ w dowolnej ksiagzce do
analizy matematycznej np. [1].

Literatura dla chetnych

W tym tygodniu zachgcamy do zapoznania si¢ z algorytmami do automatycznego liczenia
pochodnych. Wéréd takich technik popularne jest pojecie grafu obliczen (ang. computatio-
nal graph) i liczenie pochodnych na takim grafie. Opis graféw obliczef wraz z algorytmem
wstecznej propagacji mozna znalezZ¢ np. na stronie http://colah.github.io/posts/
2015-08-Backprop/

6Czyli tak jakby ktos sig nas zapytat ile wynosi pochodna z (ax)’ = a
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http://colah.github.io/posts/2015-08-Backprop/

36 Laboratorium 4. Metody analityczne

Bibliografia

[1] M. Gewert i Z. Skoczylas. Analiza matematyczna 1: Definicje, twierdzenia, wzory.
Oficyna Wydawnicza GiS, 2007.



5.1

Wielowymiarowa funkcja kwadratowa

Na ostatnich zajgciach poznaliSmy podstawy dotyczace funkcji wielowymiarowych. Szcze-
gblnie interesujaca dla nas klasa funkcji beda funkcje kwadratowe. Wynika to z kilku
powodow: po pierwsze mozemy w prosty sposdb wyznaczy¢ punkt stacjonarny takiej
funkcji:

flx)= %XTAX —bTx+c

1
Vi) = §2Ax—b~|—O:AX—b

Ax—b=0 = x*=A"1p

Dlaczego, wigc skoro mozemy obliczy¢ punkt stacjonarny takiej funkcji w prosty, ana-
lityczny sposob mielibySmy stosowac dla takich funkcji algorytmy optymalizacyjne?
Poniewaz w przypadku probleméw o wysokiej wymiarowosci macierz A jest bardzo duza,
a jej odwracanie ma ztozono$¢ szescienna. Z tego powodu, inzynierowie nawet wtedy gdy
ich zadaniem jest policzenie wyrazenia A~ 1b dla duzej macierzy uzywaja algorytméw
optymalizacyjnych zamiast np. metody eliminacji Gaussa.

Po drugie, funkcje kwadratowe pozwalaja nam na pokazanie r6znych trudnosci na
ktére napotykamy si¢ w optymalizacji. Funkcja kwadratowa moze by¢ zaréwno funkcja
wypukla (Scisle i nie), funkcja wklesta czy modelowaé punkt siodtowy — patrz rysunek 5.1.
Po trzecie, jak si¢ poZniej okaze wiele funkcji w okolicy minimum mozemy dos¢ dobrze
lokalnie przyblizy¢ funkcja kwadratowa, wiec nasze analizy funkcji kwadratowej beda si¢
w naturalny sposob odnosi¢ do wigkszej gamy funkcji. Na koniec warto tez podkresli¢, ze
optymalizacja funkcji kwadratowej ma duze znaczenie praktyczne: maszyny wektoréw
no$nych czy wielowymiarowa regresja liniowa to kilka najprostszych metod uczenia
maszynowego, ktére wymagaja optymalizacji funkcji kwadratowych.
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Rysunek 5.1: Cztery typy funkcji modelowanej przez funkcje kwadratowa.



5.2
5.2.1

5.2 Jak optymalizowa¢ w wielu wymiarach? 39

2 CT777 T~ 0 T T =
) A\ ~7 <]
\& ’
—~ ~

~ \6 - 75
1 /%/—\\//({ N
o 4

eS¢ o

c

B 2 \
~ 0 ‘_{( 4 N
= RS
s
o0 SR
_1 'QLU“LEA) L “3 \ -
A \\ W b
_2 '.'E:\ ‘*’\ \J_J )
0 2 4 6 8
X

Rysunek 5.2: Przyktad dziatania metody Gaussa-Seidela

Jak optymalizowaé¢ w wielu wymiarach?

Idea dekompozyciji na problemy jednowymiarowe

Dotychczas poznane metody optymalizacyjne dziataja w jednym wymiarze. Czy mozemy
wykorzysta¢ ich ide¢ do optymalizacji funkcji wielu zmiennych? Jednym z najprost-
szych pomysiow jest iteracyjne optymalizowanie kazdej wspoirzednej problemu z osobna.
Te ideg utozsamia algorytm Gaussa-Seidela, ktérego dziatanie mozna zobaczy¢ na ry-
sunku 5.2.

W kazdej jego iteracji definiowany jest sztuczny, jednowymiarowy problem:

ming () = f(x+a,,z,...)

ktéry zwraca dtugos¢ najlepszego przesunigcia na danej wspétrzednej. Zauwaz, ze jest
to funkcja jednej zmiennej, wigc mozna ja zoptymalizowaé algorytmami dychotomizacji
czy ztotego podziatu. W kolejnych krokach tego typu problemy sa definiowane dla kazde;j
wspotrzednej z osobna.

Duza wada tego algorytmu jest jego duza ztlozonoS¢ rosnaca z liczba wymiaréw. Aby
wykonaé jedna petna iteracj¢ algorytmu, nalezy przeiterowaé po kazdej wspoirzednej
i wykona¢ optymalizacje¢ funkcji jednej zmiennej dla kazdej z nich. Z tego powodu
interesujace bgda dla nas algorytmy, ktére optymalizuja wszystkie wymiary naraz.

5.2.2 Metoda najszybszego spadku

Algorytm 5.1 — Algorytm najszybszego spadku (Cauchy’ego).
Xo < INICJALIZUJ
while warunek stopu nie jest spetniony do

N, =arg nfgi:flof(xz —nVf(x))

X1 =% — NV ()
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end while
Przy nastgpujacych oznaczeniach:
e f - funkcja, ktéra chcemy optymalizowac
e x; - wektor, argument w iteracji t
e Vf(x/) - gradient z minimalizowanej funkcji
e 1) - rozmiar kroku (optymalizowany)

Warto zauwazy¢, ze w algorytmie najszybszego spadku kolejne kierunki poprawy
(gradienty) sa do siebie ortogonalne.

I Cwiczenie 5.1 Udowodnij powyzsza wiasnos¢. .

Witasciwosci gradientu

Jak pokazaliSmy w skrypcie do poprzednich laboratorium, pochodna f’(xg) jest liniowym
przyblizeniem rézniczkowanej funkcji wokét danego punktu xo. Z naszych obliczen
wynikato, ze!

F(x) = f(x0) + f(x0) (x — x0)

(co de facto jest rozwinigciem tej funkcji w szereg Taylora z doktadnoSciag do wyrazéw
pierwszego stopnia). To przyblizenie jest rOwniez prawdziwe, gdy przejdziemy na funkcje
wielowymiarowe tj. zamienimy pochodna na gradient:

F(x) = f(x0) + Vf(x0)" (x—x0)

Wykorzystamy ten wzor, aby pokazac kilka waznych wtasciwosci gradientu.
Jednak zanim to nastapi przypomnijmy, ze kosinus kata pomigdzy dwoma wektorami
mozemy wyznaczy¢ wzorem:

-
Xy
cos(x,y) = o = xy=cos(xy)|[x|2llyll2
[IX] L2yl

gdzie ||x||5 to dlugo$é wektora x. Jak pamigtamy, kosinus z 90 stopni wynosi zero, wigc
wektory prostopadle spehniaja wtasnosé xTy = 0.

Wréémy do naszego algorytmu. Zalézmy, ze w danej iteracji jesteSmy w punkcie Xg i
zastanawiamy si¢ w ktéra strong powinniSmy p0js¢ tak aby uzyskac najwigkszy spadek
wartosci funkcji. Miarg spadku jest oczywiScie roznica pomigdzy wartoscia funkcji w
potencjalnym przysztym punkcie x, a jej wartoScia w aktualnym punkcie xg. Réznice te
mozemy wyznaczy¢ z naszego przyblizenia:

F(x) & f(x0) + Vf(x0)" (x—xo)
F(x) = f(x0) = Vf(x0)" (x —x0)

df =V f(x0)" dx = cos(V f(xo),dx)||Vf(xo)ll2lldx]]2

W jakim wigc kierunku powinniSmy si¢ przesunac, aby réznica byta najwigksza? Poniewaz
dtugosci gradientu nie mozemy modyfikowaé, a dtugosci wektora x — xg tez nie chcemy
modyfikowac, poniewaz szukamy kierunku — mozemy zmaksymalizowa¢ jedynie kosinus

'Wré¢ do poprzedniego skryptu i wyznacz ten wzor.
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kata. Kosinus cos(Vf(xg),dx) osiaga maksymalng wartos¢ dla O stopni (réwne 1), co
oznacza ze kierunek najwigkszej réznicy jest rownolegly do gradientu! Innymi stowy
gradient jest kierunkiem najszybszego lokalnego wzrostu. Analogicznie, ujemny gradient
(cos(Vf(xg),dx) = —1) jest kierunkiem najszybszego lokalnego spadku.

Z podanej zaleznoSci mozemy si¢ tez zastanowié jak wyglada potozenie gradientu
wzgledem kierunku warstwicy/poziomicy funkcji — czyli linii taczacej punkty o tej samej
wysokosci. Otéz, skoro warstwica faczy punkty o takiej samej wartosci f(x), to réznica
wartosci funkcji w jej kierunku wynosi zero.

0 = cos(V.f(x0),dx)[[V.f (x0)||2] dx||2

Zaktadajac, ze nie jesteSmy w punkcie stacjonarnym (minimum, maksimum, punkt sio-
dtowy) to dtugosé gradientu nie jest zerowa. Wynika stad, ze cos(V f(xo),dx) = 0 czyli kat
pomigdzy gradientem a kierunkiem poziomicy wynosi 90 lub 270 stopni. Innymi stowy,
gradient jest prostopadty do poziomicy funkcji.

Wektory i wartosci wtasne

Niniejszy rozdzial prezentuje powtdrke materiaty z algebry liniowej dotyczaca wektorow i
warto$ci wlasnych macierzy (ang. eigenvalue, eigenvector), ktore sa kluczowe do analizy
formy kwadratowej (i nie tylko!).

W ogdlnosci, jesli przemnozymy jakie§ wektor x przez macierz A dostaniemy zwykle
wektor Ax, ktory jest w pewien sposéb znieksztatcony. Jak np. pamigtasz z zajeé o grafice
komputerowej istnieja macierze, ktore obracaja wektory o zadany kat, sa macierze ktére
wektory pochylaja i wydtuzaja, odbijaja itd. Czasami jednak istnieje specjalna grupa
wektoréw, ktérych macierz A nie potrafi przekrecié, a jedynie je wydluza badz skraca
(wliczamy w to tak duze skrécenie, ze wektor zmienia swdj zwrot). Dlaczego jest to inte-
resujace? Poniewaz cala operacja mnozenia przez macierz (ztozono$¢ kwadratowa) moze
by¢ zniwelowana (badZ zastagpiona) poprzez mnozenie przez zwykla liczbe (ztozonos¢
liniowa)! Przyktadowo: jesli macierz A wydtuzyta dany wektor o dwa razy to wystarczy
podzieli¢ wszystkie elementy wektora przez 2, zeby odwrécié jej dziatanie.

Tego typu wektory, ktére dla rozréznienia od zwyktych bedziemy oznaczali jako q
zamiast x. spetniaja wigc nastgpujace rOwnanie:

Ag=Aq

gdzie A jest zwykla liczba. Ta rownos¢ to po prostu matematyczny zapis zdefiniowanej
przez nas wczes$niej wlasciwosci: wektor ¢ pomnozony przez q po prostu si¢ wydtuza-
/skraca o stata A. Wektory q; nazywamy wektorami wtasnymi macierzy A, a skojarzone
z nimi warto$ci A; nazywamy wartoSciami wtasnymi. Poming tutaj opis wyznaczania
wektorow 1 wartosSci wlasnych macierzy (to zadanie kursu z algebry liniowej) i tylko
skupig si¢ na kilku wtasciwosciach i intuicjach.

Przede wszystkim dwa podstawowe fakty: wektor zerowy bytby wektorem wtasnym
kazdej macierzy z dowolng A bo

AD=20=0

z tego powodu nie bierzemy go pod uwage. Dodatkowo jesli znalezliSmy juz wektor q
ktéry ma tg wtasno$¢ z pewna stata A to od razu znaleZliSmy nieskoniczong liczbe wektoréw
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wlasnych z tg sama wartoscia wtasna: 2q, 3q, 4q, %q, —bq, ...

A(2q) =2Aq =2Aq = A(2q)

Dla uproszczenia bedziemy czgsto zaktadaé, ze wektory wtasne maja dtugos¢ 1 np. stwier-
dzenie ,,macierz ma dwa wektory wlasne” oznacza, ze ma ona dwa wektory wtasne o
dlugosci 1 (ktdére potencjalnie mozemy wydtuzaé/skraca¢ aby uzyskac nieskonczonos¢
wektoréw wilasnych).

Kilka prostych pyta:

Jakie wektory q sa wektorami wtasnymi macierzy jednostkowej 1?7
Wszystkie, z wartoScia wlasna rowna A = 1. Mnozenie dowolnego wektora przez
macierz | w ogdle go nie zmienia.

Jakie wektory q sa wektorami wtasnymi macierzy 2| = 0 (2)]

Wszystkie, z wartoscig wtasng rowna A = 2. Mnozenie dowolnego wektora przez
macierz 2| wydtuza go dwukrotnie. To samo rozumowanie mozemy odnie$¢ do
wszystkich wielokrotnosci macierzy jednostkowe;.

Jakie wektory q sa wektorami wlasnymi macierzy obracajacej o 90 stopni?
Zaden?, poniewaz zaden wektor (oprécz zerowego, co wykluczylismy) nie ma
takiego samego kierunku po obréceniu o 90 stopni.

Jakie wektory q sa wektorami wtasnymi macierzy obracajacej o 180 stopni?
Wszystkie, z wartoscig wtasng rownag A = —1. Obracanie o 180 stopni nie zmienia
kierunku, jedynie zmienia zwrot wektora na przeciwny.

Jakie wektory sa wektorami wtasnymi dla macierzy, ktéra mnozy pierwsza koordy-
nat¢ wektora przez 2, a drugg pozostawia bez zmian?

Sa dwa takie wektory: 1) wektor q; = [1,0]7 ktéry po przemnozeniu przez te macierz
réwna si¢ Aq; = [2,0]7 czyli jest to wektor wiasny o wartosci wlasnej A; = 2. 2)
wektor qp = [0, 1]7 ktéry po przemnozeniu przez t¢ macierz réwna sie Aqz = [0, 1]7
czyli jest to wektor wlasny o wartosci wtasnej A, = 1. Przy okazji, taka macierz to

2 0]. . .
0 1/1 ten przyklad zostat zwizualizowany na rysunku 5.3.

O ile nieosobliwa (odwracalna) macierz A ma wektor wtasny q z wartoScia wlasna
A, co moge powiedzie¢ o jej macierzy odwrotnej A~1?

Macierz ta z pewnoscia ma rowniez wektor wlasny q z wartosciag wtasna % Skoro
pomnozenie przez macierz A spowodowato wydtuzenie wektora o A to odwrécenie

tej operacji to po prostu podzielenie przez A! Formalnie:

oczywiscie

Ag=Aq = A’lAq = 7LA’1q = q= lAflq = %q = Aflq

co jest doktadnie réwnaniem wtasnos$ci wektorow wtasnych (czytanej od prawej do
lewej)!

Jesli istnieje (niezerowy) wektor wlasny macierzy q, ktérego wlasnos¢ wilasna
wynosi A = 0 — co to nam méwi o tej macierzy?

Macierz ta jest osobliwa (nieodwracalna). Dlaczego? JeSli macierz jest odwracalna
to moge zrobi¢

Aq=Aq=0 = A TlAq=A00 =

o
I
ol

2wykluczajac wektory z warto$ciami zespolonymi
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Rysunek 5.3: Kilka wektoréw oraz wyniki ich mnozenia z macierza A [2 0; 0 1] oraz jej
wektory wilasne.

co nie jest prawda, bo wektor nie jest zerowy!

Wektory wlasne dla niektérych macierzy istnieja, dla innych nie, a dla innych wartosci
wlasne moga by¢ zespolone. Na szczgscie, na tym przedmiocie bedziemy dziatali tylko na
macierzach symetrycznych o ktérych wiemy, ze:

e wszystkie wartosci wlasne sa rzeczywiste

o wektorow wilasnych jest doktadnie tyle ile jest wymiaréw macierzy

e wektory wlasne sa wzajemnie prostopadle
Przyklady wektoréw wlasnych macierzy symetrycznych sa narysowane na rysunkach 5.3
i 5.4 —zwr6¢ uwage, ze sa one prostopadle do siebie (i jest ich dwa).

Wréémy zatem do formy kwadratowej x' Ax. Jak ona si¢ zachowa w kontakcie z
wektorem wlasnym macierzy A?

q'Aq= qT(Aq) /korzystajac z definicji wektora wtasnego/
=q'(Aq)  /lambda jest stata/ (5.1)
=2q'q

gdzie q"q to kwadrat dlugo$ci wektora q. Oznacza to, ze wykres formy kwadratowej w
kierunku q to zwykta, standardowa parabola pomnozona przez stata A. Co wigcej, okazuje
sig¢, ze kierunki wskazywane na wykresie przez wektory wtasne sa osiami giéwnymi
elips/warstwic funkcji na wykresie konturowym (patrz rys. 5.5).

To proste wyprowadzenie daje nam sporo do myS§lenia w kontekscie funkcji definio-
wanej przez form¢ kwadratowa. Nasza funkcja w kierunku danego wektora wtasnego q;
wyglada jak zwykta parabola pomnozona przez warto$¢ wtasna A;. Co wigcej, takich wek-
toréw jest tyle ile jest wymiaréw i sa one prostopadie wigc pomyslenie sobie o wykresach
funkcji w tych kierunkach pozwala na wyrobienie sobie pewnych intuicji co do wygladu
catej funkcji.
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q1

Rysunek 5.4: Kilka wektoréw oraz wyniki ich mnozenia z macierza A [2 1; 1 1] oraz jej
wektory wlasne.
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Rysunek 5.5: Wykres konturowy dla form kwadratowych z macierzami [2 0; O 1] 1 [2
1; 1 1]. Por6wnaj zaznaczone wektory oznaczajace kierunki gléwne elips z wektorami
wlasnymi na poprzednich rysunkach (to te same kierunki!).
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Jesli we wszystkich kierunkach parabole sa skierowane w gérg — inaczej mowiac
wszystkie A; > 0 — to funkcja jest funkcja wypukta. Analogicznie, jesli wszystkie parabole
na przecigciach sg skierowane w dét (wszystkie A; < 0) to funkcja zdefiniowana przez
forme¢ kwadratowa jest wklesta. Jedli jedna z warto$ci wlasnych jest rowna zero, ale
wszystkie pozostate A; > 0 to we wszystkich kierunkach widzimy parabole w gére, a
w jednym kierunku jest zupelnie ptasko. Oznacza to, ze funkcja jest wypukla, ale nie
w sposob Scisty — w danym kierunku funkcja ma nieskoniczonos$¢ punktéw, ktére maja
wartos¢ funkcji wynoszaca 0. Poniewaz w innych kierunkach parabole s skierowane w
gbre, zera te s3 minimami lokalnymi. Najgorsza sytuacja ma miejsce gdy na niektérych
przecigciach parabole sa skierowane w gére (niektére A; > 0), a niektére w dét A; < 0 —
mamy do czynienia z punktem siodtowym.

Macierze, ktorych formy kwadratowe definiuja funkcje scisle wypukle nazywamy
macierzami dodatnio okre§lonymi, poniewaz maja wszystkie warto$ci wtasne dodatnie
(A > 0). Z kolei macierze, ktérych formy kwadratowe definiuja funkcje wypukte nazy-
wamy poétdodatnio okreslonymi (A > 0).

Anadliza dziatania metody najszybszego spadku

Wykorzystujac wartosci i wektory wlasne pokazemy prosta wlasciwos¢ dziatania algorytmu
najszybszego spadku, kiedy minimalizuje on SciSle wypukla funkcje kwadratowa.

1
flx) = EXTAX— bTx+c
Vix)=Ax—b = x*=A"1b

Wyniki te, jak si¢ okaze podczas kolejnych laboratoriow, mozna jednak odniesS¢ do szerszej
gamy funkcji, ktére sa Scisle wypukte.

Poniewaz chcemy analizowaé pozycje rozwazanego przez algorytm w k-tej iteracji
punktu x; w stosunku do pozycji minimum x*, zdefiniujmy wektor btedu

ek:xk—x*

ktory jest réznica pomigdzy optimum a nasza obecng pozycja. Nota bene: gdybySmy znali
wektor eg wystarczytoby go doda¢ do naszej pozycji startowej i od razu wyladowaé w
minimum. Mozemy tez wyznaczy¢ jak zmienia si¢ btad w kolejnych iteracjach algorytmu:

€11 = Xgr1 —X  /ze wzoru na iteracje algorytmu/
=xy — MV f(xk) —x* /szeregujac elementy/ (5.2)
=x¢ =X =MV f(xe) = ex — MV ()

W kontekscie wektora bledu mozemy takze zdefiniowac gradient funkcji kwadratowe;.

Vf(xr) =Axy —b /pomndzmy b przez A i jej odwrotnos¢ (czyli przez 1)/
= Axi —AA D = Axp — AX* = A(x; — x*) = Aey (5.3)

x*
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Zacznijmy od czego$ prostego: jezeli po k-tej iteracji okaze sig, ze wektor biedu e, ma
kierunek zgodny z wektorem wlasnym — jak zareaguje na to nasz algorytm?

err1 =ex— MVf(xx) /ze wzoru na gradient/
= e, — NrAex  /skoro btad jest wektorem wtasnym/
= ex — MAex = (1 — M ek

Pamigetajac, ze algorytm wybiera najlepsze 1y jest oczywiste, ze wybierze 1y = % otrzy-
mujac:

1
err1 = (1 —md)ex = (1 — Il)ek =0

Wektor btedu wynosi zero, a wigc znalezZliSmy si¢ w optimum! JeSli wigc, w takcie
dziatania algorytmu wektor btedu stanie si¢ (przez przypadek, bo tego nie kontrolujemy)
wektorem wlasnym macierzy to bedzie to ostatnia iteracja algorytmu najszybszego spadku.

Dodatkowo, jak wynika z naszej dyskusji, istnieja macierze dla ktérych kazdy wektor
jest wektorem wlasnym. Taka macierza byta np. macierz jednostkowa, ktéra definiuje funk-
cje kwadratowa %XTX —bTx+c. Tego typu problemy optymalizacyjne zostana rozwiazane
w jednej iteracji przez algorytmu najszybszego spadku!

Literatura

Literatura powtérkowa

Informacje o wektorach i warto$ciach wlasnych mozna znalez¢ w kazdej ksiazce do algebry
liniowej. Opis algorytmu najszybszego spadku mozna znalezé w rozdziale 5 ksiazki [? ].

Literatura dla chetnych

W tym tygodniu zachgcamy do zapoznania si¢ z algorytmami do automatycznego licze-
nia pochodnych, ktére sa przydatne do implementacji algorytmu najszybszego spadku.
Wsréd takich technik popularne jest pojgcie grafu obliczen (ang. computational graph) i
liczenie pochodnych na takim grafie. Opis graféw obliczen wraz z algorytmem wstecznej
propagacji mozna znalez¢ np. [? ].
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Na drugich laboratoriach poznawaliSmy algorytm dychotomizacji, ktéry wybierat dwa
punkty, sprawdzal w tych punktach wartos$¢ funkcji celu, a nastgpnie byt w stanie zawezié
obszar przeszukiwan poprzez odrzucenie jednego z rogéw dziedziny (pomigdzy jednym
z punktéw a koficem dziedziny). Z tego powodu staraliSmy si¢ tak dobieraé sprawdzane
punkty, aby byty one jak najblizej Srodka rozwazanego przedziatu, aby w kazde;j iteracji
zaweziC przedziat poszukiwan o potowe.

Jednakze okazalo si¢ potem, ze mozna to robi¢ szybciej uzywajac algorytmu zlotego
podziatu, ktéry w kazdej iteracji odrzucat nie potowe zakresu, a... tylko 38%! Jak to
mozliwe? Bo kazda iteracja algorytmu ztotego podziatu jest dwukrotnie szybsza niz iteracja
algorytmu dychotomizacji (tylko jedna ewaluacja wartosci funkcji)! W zwiazku z tym,
nawet pomimo gorszego ograniczenia zakresu przedzialu poszukiwan mogliSmy wykonaé
dwukrotnie wigcej iteracji w tym samym czasie, sprawiajac ze ostatecznie wychodziliSmy
na plus.

Na tym laboratorium poznamy analogiczng technikg w kontekscie algorytmu spadku
wzdluz gradientu. Bedziemy wykonywac iteracje przesuwajac nasze aktualne rozwigzanie
w kierunku pewnego, szybko obliczonego, zaszumionego przybliZenia gradientu. Jednakze,
poniewaz bedziemy w stanie wykona¢ tych iteracji duzo, duzo wigcejw tym samym czasie,
ostatecznie otrzymamy wynik tej samej jakosci, ale w duzo krétszym czasie. Technika ta (i
jej rozszerzenia) jest zdecydowanie najpopularniejsza metoda optymalizacyjna w uczeniu
maszynowym, a juz szczeg6lnie w glebokim uczeniu si¢ sieci neuronowych.

Algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu

Co moze sta¢ za wolnym dziataniem standardowego algorytmu spadku wzdtuz gradientu?
OczywiScie moze by¢ to zbyt mata stata szybkosSci optymalizacji, no ale po ostatnich
laboratoriach potrafisz ja wspaniale dobieraé, wigc to ci raczej nie grozi. Co innego moze
wolno dziata¢ w praktycznie jednej linijce kodu x <— x —nV f(x)? Jednym z probleméw
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moze by¢ czas konieczny do obliczenia gradientu, ktéry wptywa na czas wykonania kazdej
iteracji algorytmu!

Czasami jednak funkcja celu moze miec szczegdlng postac, ktéra pozwala nam na
rozbicie obliczenia gradientu na kilka podprobleméw. Taka postacia, ktéra wyjatkowo
czgsto pojawia si¢ w statystyce czy uczeniu maszynowym jest funkcja celu bgda suma
innych funkcji.

N
fx) = ;ﬁ(x)

Standardowym przyktadem jest tutaj np. problem regresji liniowej czy minimalizowania
btedu klasyfikacji. Funkcja, ktéra wtedy minimalizujemy jest zwykle suma btedéw po-
petnianych na kolejnych przyktadach uczacych np. blad kwadratowy SSE = Zfil (y— )7)2.
Co dzieje si¢ wtedy z gradientem?

Vf(x)=V

N N
; fi(X)] = ; Vfi(x)

Gradient sumy to suma gradientéw, wigc iteracja w algorytmie przeksztatca si¢ do x <—
X—1n ny: | Vfi(x). Taka postac jest dla nas niesamowicie sympatyczna, bo wida¢ z tego
wzoru, ze obliczanie gradientu mozemy potencjalnie zréwnolegli¢. Kazdy watek oblicza
gradient funkcji czastkowych, a nastgpnie je sumujemy. Jednak nie to jest ideg algorytmu
stochastycznego spadku wzdtuz gradientu. Okazuje sig... ze tej sumy wcale nie trzeba
robic!

Jak juz wczesnie wspomnieliSmy, w przypadku regresji liniowej minimalizujemy biad
kwadratowy. Konkretnie, rozwazmy system dokonujacy predykcji oceny filmu przez
uzytkownikéw Filmweb’a zanim jeszcze wejdzie on do kin. Takiej predykcji mozemy
dokona¢ np. na podstawie informacji o rezyserze, obsadzie, budzecie, wytwoérni filmowe;j
czy na podstawie oceny ksiazki (jesli film krgcony jest na jej podstawie). Z reszta takie
predykcje rzeczywisScie robiag studia w Hollywood zanim zdecyduja si¢ na kosztowna
inwestycje w nowy film. Aby wytrenowa¢ taki system zbieramy dane o wielu poprzednich
filmach i na ich podstawie konstruujemy model regresji f(x). Chcemy go stworzyé w
taki sposéb, aby popetniany przez niego btad byt jak najmniejsze — jest to wigc oczywiste
zastosowanie metod optymalizacji. Jak taki blad liczymy? System wykonuje predykcje
¥i = f(xi), poréwnujemy ja z prawdziwa ocena filmu na portalu y;, a nastgpnie obliczamy
podniesiona do kwadratu réznice (§; — y;)?>. Taki sposéb powtarzamy dla wszystkich
filméw otrzymujac catkowity btad (uzywamy litery L od angielskiego stowka loss):

N
L= ;(yi—f(xz'))2

Tylko... co tutaj optymalizowac? Prawdziwa odpowiedZ na portalu y; (moze przekupimy
jakichs uzytkownikéw ;P) czy moze x; czyli informacje o rezyserze itd.? Nic z tych rzeczy:
nasz model regresji f(x;) ma pewne parametry 6 od ktérych zalezy jego dziatanie i to
wlasnie te parametry bedziemy optymalizowac. Takimi parametrami w regresji liniowe;j
byty wagi poszczegdlnych zmiennych wyjasniajacych, ktére tutaj sa zapakowane do
jednego duzego wektora 6.

(i — £ (xi;0))?

M=

min L(0) =
0 |

~.
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No wtasnie, skoro o statystyce mowa... tak naprawde to bylibySmy zainteresowani opty-
malizacja nie tylko na tych filmach o ktérych mamy dane (w koricu predykcje bedziemy
wykonywac¢ dla zupetnie nowych filméw, ktérych nie ma przeciez w naszym zbiorze
danych!), ale na catej populacji filméw. Czyli nasz problem wyglada w nastgpujacy
sposob (zwrd¢ wage, ze jezeli podzielisz wezesniejszy problem przez % otrzymasz Srednig
arytmetyczna, jednoczes$nie nie zmieniajac problemu optymalizacyjnego):

min - L(6) = Exypy,,, [0~ f(:6))]

Optymalizowanie funkcji w ktérych wystgpuja zmienne losowe nazywamy optymalizacja
stochastyczna. Zwr6é uwage, ze warto$¢ oczekiwana jest suma wazona!, wiec

VoL(8) = Exympine [Vo Oy — F(x:6))?] (6.1)

Powyzsze rozumowanie mozna tatwo dostosowaé do wielu innych probleméw np. do
problemu klasyfikacji (czy na obrazku jest kot?) itd. W szczegdlnoSci w uczeniu maszyno-
wym czy w statystyce czgsto uzywamy metody najwigkszej wiarygodnoSci (ang. maximum
likelihood estimation), ktora sprowadza si¢ maksymalizacji wartoSci oczekiwanej po em-
pirycznym rozkltadzie prawdopodobienstwa (czyli po rozktadzie naszych konkretnych
danych), mocno trzymajac kciuki ze jest ona tozsama z maksymalizacja takie wartoSci po
prawdziwym rozktadzie populacji.

rnajn L(6> = ]Exvy’\"ﬁdane [IOgP(X,y, 0)]

Zauwaz ewidentne podobienistwo ze wczesniej analizowanym przez nas problemem regre-
sji.

No ok, tak wygladajace problemy sa wazne, pojawiaja si¢ czZ¢sto w uczeniu maszyno-
wym, ale gdzie tu algorytm? Pomyst jest bardzo prosty: po kursie ze statystyki jestes (a
przynajmniej powiniene$ by¢) mistrzem w estymowaniu wartosci oczekiwanej 1 wiedziec,
ze dobrym estymatorem jest tutaj Srednia arytmetyczna. Jak widzisz gradient naszej funkcji
(patrz wzor 6.1) jest tak naprawdg warto$cia oczekiwana, wigc mozna go wyestymowac!
Nasz algorytm nie musi si¢ wigc porusza¢ w kierunku prawdziwego, doktadnie policzo-
nego gradientu, ale w kierunku jego wyestymowanej/przyblizonej warto$ci. Oczywiscie
taki algorytm nie bedzie zachowywat si¢ doktadnie tak samo jak algorytm spadku wzdtuz
gradientu, ale jesli nasze estymacje beda dostatecznie dobre to powinno by¢ to catkowicie
wystarczajace do efektywnej optymalizacji (patrz Rys. 6.1).

Jest to wspaniata wiadomos$¢, bo nie musisz liczy¢ calego gradientu, zeby dostaé
doktadna jego wartos¢, a jedynie jego przyblizenie. Pewng (szczegdlnie biedna) forma
estymacji wartosci oczekiwanej jest Srednia z... jednej obserwacji (czyli po prostu ta
jedna warto$¢). W klasycznym algorytmie obliczalby$ btad predykcji dla wszystkich
obserwacji (np. masz ich milion — czyli duzo czasu!), nastgpnie liczylbys z tego gradient
i wykonywat jeden krok optymalizacji. We wtasnie stworzonym algorytmie: bierzesz
pojedyncza, losowa obserwacj¢ z twojego zbioru danych, liczysz dla niej btad, liczysz
gradient (dla niej jednej) i... wykonujesz krok optymalizacji. Wykonujesz krok w kierunku
przyblizonym do dobrego (zaszumionym), ale mozesz ich wykona¢ milion w tym samym
czasie co jeden krok algorytmu spadku gradientu!

IEx = Yeex Px=x)x
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Rysunek 6.1: Standardowy algorytm spadku wzdtuz gradientu (ang. gradient descent)
zmierza do minimum zgodnie z kierunkiem gradientu. Algorytm stochastyczny uzywa-
jacy przyblizonych kierunkéw gradientu potrzebuje wigcej krokow aby dojs¢ w okolice
minimum, ale robi je szybcie;j. [2]

Definicja 6.1 — Algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu. Algorytm
stochastycznego spadku wzdluz gradientu (ang. stochastic gradient descent, SGD)

0 < INICJALIZUJ
while warunek stopu nie jest spetniony do
Wylosuj obserwacjg¢ ze zbioru danych x;, y;
Oblicz btad dla wylosowanej obserwacji /;(x;, y;; 6) oraz jego gradient Vgl;(x;,yi; 0)
0 < 6 —nVoli(xi,yi;0) > Przesun 6 w kierunku minimum
end while

Hmmm... ale czy to zadziata? Okazuje si¢, ze tak oraz ze ten algorytm ma bardzo
zblizone gwarancje teoretyczne do algorytm spadku wzdtuz gradientu.

Twierdzenie 6.1 Niech f(x) bedzie funkcja wypukta ze statg Lipschitza réwna L, po-
przez x* oznaczymy jej minimum zaktadajac, ze ||x*|| < B. Po T iteracjach algorytmu
stochastycznego spadku wzdtuz gradientu (z odpowiednia 1) otrzymujemy:

Elf ()] - f(*) < =2

S

6.1.1 Przyktad: regresja liniowa

Kontynuujac nasz przyklad z laboratorium 3, zobaczmy jak wyglada algorytm spadku
wzdluz gradientu w wersji zwyklej i stochastycznej. W regresji liniowej minimalizujemy

(yi—x! )

M=

in L(6) =
min  L(6) 1
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Obliczajac gradient otrzymujemy:

Z(Yi _XiTe)Xi

=

VoL(0) =

i=1

Jeden krok algorytmu spadku wzdtuz gradientu wyglad wigc nastgpujaco:

N
6 6-2n) (yi—x 0)x;
i=1
1 wymaga przeiterowania po calym zbiorze danych. Z kolei jeden krok algorytmu stocha-
stycznego (dla losowej obserwacji) wyglada nastepujaco:

0« 6—2n(y;i—x! 0)x;

Zwr6¢ uwage na ciekawa interpretacje tego rOwnania: im wigkszy btad predykceji tym
wykonujesz wigkszy krok by go wyeliminowac.

Rozwazania praktyczne

Algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu ma wiele zalet. Po pierwsze wzor
na gradient ktéry liczymy tylko na jednym elemencie ma zwykle bardzo prosty wzor.
Dodatkowo, policzenie gradientu btgdu, ktéry jest suma btedéw miliona przyktadéw
uczacych wymaga od nas przejrzenia tych wszystkich przyktadow (wolno!). Tutaj by
policzy¢ gradient potrzebujemy przejrze¢ potencjalnie tylko jedng obserwacje. Dodatkowo,
jak pokazemy w rozdziale 6.3.3 algorytm ten tatwo si¢ rozprasza na wiele maszyn. Zwro¢
tez uwage, ze algorytm ten w naturalny spos6b mozemy zaaplikowa¢ kiedy nie mamy
catego zbioru danych zapisanego na dysku, a dane przychodza do nas w sposéb przyrostowy
(strumient danych). Wtedy to nie my, a ,,Swiat” losuje nam przyklady uczace ktére wysyta
do naszego algorytmu — wszystko inne pozostaje bez zmian. Z powyzszych powodow jest
to najczesciej stosowany algorytm przy uczeniu sieci neuronowych i nie tylko.

Wybér szybkosci optymalizacii

Pewna wada algorytmu jest za to konieczno$¢ wyboru parametru 1) (szybkos$¢ optyma-
lizacji). Zwykle ustalamy go na pewng stala wartoS¢ wybierana metoda préb i btedow.
Z punktu widzenia teoretycznego, aby osiagnaé zbiezno$¢ powinni§my jednak obnizaé

1N z czasem np. ) = ¢ gdzie ¢ to numer iteracji (czas). Intuicyjnie: nasze gradienty sa

zaszumione i do pew\r/liego stopnia losowe, jesli wigc nie zmniejszymy 1) to nasze roz-
wigzanie bgdzie losowo ,,drgato” w okolicach optimum funkcji. Dopiero zmniejszanie
n z czasem spowoduje, ze te drgania beda coraz to mniejsze, az w konicu utkniemy w
optimum. W praktyce zbyt szybkie zmniejszanie 1] moze spowodowaé bardzo wolne zbie-
ganie do minimum. Z kolei zbyt wolne zmniejszanie szybkoSci optymalizacji spowoduje
duze chaotyczne skakanie na poczatku optymalizacji i tracenie czasu bez rzeczywistej

optymalizacji . Dlatego czasami korzysta si¢ ze wzoru:

k k
Mk = 1—; Mo+ M

gdzie k jest numerem iteracji, a T jest pewnym horyzontem czasowym. Powyzszy wzor
jest kombinacja wypukta dwoch liczb (parametrow) 1o 1 N czyli geometrycznie mozemy
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go wizualizowad jako odcinek. Poniewaz waga w tej kombinacji zalezy od numeru iteracji
k, fatwo zauwazy¢, ze pierwsza iteracja bedzie miata szybkos¢ iteracji 1y i bedzie ona
spadata az do 1n; w sposéb liniowy z czasem. Po osiagnigciu horyzontu czasowego
k = T pozostawiamy 1 state (w przeciwnym wypadku po wielu iteracjach szybkos$¢
optymalizacji stataby si¢ ujemna).

W ksiazce [4] proponowany jest nastgpujacy wybor parametréw. Warto$¢ koicowa ¢
nalezy ustawi¢ na okoto 1% warto$ci poczatkowej 19, a horyzont czasowy 7 dobrac tak, aby
wystarczal on na wykonanie kilkuset iteracji po zbiorze danych. Pozostaje wigc wybranie
parametru 7)o — jezeli wigc korzystamy z powyzszych heurystyk nadal cale nasze zadanie
ograniczania si¢ do podania tylko jednego parametru. Poczatkowa warto$¢ optymalizacji
nalezy w zasadzie wybraé tak jak to robiliSmy przy metodzie spadku gradientu. Pamigtaj
jednak, ze przebieg optymalizowanej funkcji celu, nawet przy dobrze dobranej predkosci
optymalizacji nie bedzie gtadki z powodu zaszumionych kierunkéw gradientéw (patrz
Rys. 6.2). Mate wahania sa wigc czyms naturalnym. Poniewaz nasz wzor bedzie liniowo
obnizal predkos¢ optymalizacji, nalezy wybraé warto$¢ troche wyzsza od najlepiej sig¢
zachowujacej, ale jednoczesnie nie powodujaca rozbiegania si¢ algorytmu.

Istnieje oczywiscie wiele innych sposobéw na zmniejszanie szybkosSci optymalizacji z
czasem. Jak chociazby technika step decay polegajaca na dzieleniu predkosci optymalizacji
co iles iteracji np. co 50 iteracji zmniejsz predkoS¢ o potowe 1 %n. Sa to tylko
heurystyki i czuj si¢ catkowicie swobodny by zaprojektowac swoja wtasna, najbardziej ci
odpowiadajaca.

Czy rzeczywiscie trzeba losowaé¢ dane?

Chociaz nasze rozwazania teoretyczne sugerowaly, ze trzeba losowac kolejne obserwacje,
w praktyce przed rozpoczeciem optymalizacji losowo sortujemy zbiér danych, a dalej
traktujemy je sekwencyjnie.

Technika mini-batch

W sekcjach powyzej przyznaliSmy, ze robienie Sredniej z jednej obserwacji jest dos¢ staba
forma estymacji wartosci oczekiwanej. Nadal jednak w pelni dzialajaca i wystarczajaca
do prawidtowego dziatania algorytmu. W praktyce jednak wiemy, ze jezeli pochodna z
losowej obserwacji ma wariancj¢ ¢ to Srednia z jednej pochodnej ma tez taka wariancje,
przez co nasz algorytm jak widac na rysunku 6.1 doS¢ mocno skacze po przestrzeni opty-
malizowanych parametrow. Wiemy jednak, ze jesli wyciagnelibySmy Srednia z wigkszej
liczby elementéw np. n = 100 to wariancja estymowanej pierwszej pochodnej spadnie dzie-
sieciokrotnie (D? X] = \%) i uzyskamy mniej zaszumiony kierunek optymalizacji. Z tego
powodu w praktyce taczymy obserwacje w mate paczki (ang. mini-batch), liczymy z nich
wszystkich gradient 1 uSredniamy go, aby otrzymac lepsza estymacj¢ gradientu. Nastgpnie

wykonujemy krok optymalizacji i zaczynamy przetwarzac kolejna paczke obserwacji.

Definicja 6.2 — Algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu w wersji
mini-batch. Algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu (ang. stochastic
gradient descent, SGD) w wersji mini-batch.
0 < INICJALIZUJ
while warunek stopu nie jest spelniony do
Wylosuj n obserwacji ze zbioru danych (x1,y1), (X2,¥2), ..., (Xusyn) > Stworz
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Rysunek 6.2: a) Poréwnanie standardowego algorytm spadku wzdtuz gradientu (ang. gra-
dient descent) z wersja mini-batch i ,,calkowicie” stochastyczna. Zwré¢ uwage, ze wa-
chania wersji mini-batch sa mniejsze niz stochastycznej. b) Nawet przy dobrze dobrane;j
szybkosci optymalizacji algorytmu SGD, nie w kazdej iteracji nastgpuje poprawa wypuktej
funkcji celu, a wykres nie jest gtadki.

paczke danych

Oblicz btad dla wylosowanych obserwacji /;(x;, y;; 0) oraz ich gradienty /;(x;, yi; 6)

Oblicz Sredni gradient § = %Zl’.’:l Voli(xi,yi;0) > Estymacja wartoSci
oczekiwanej gradientu

0—0—-ng > Przesun 6 w kierunku minimum
end while

OczywiScie nie mozna przesadzac z rozmiarem paczki, poniewaz gdy ustawimy n
rowne liczbie elementéw w naszym zbiorze danych dostaniemy doktadny gradient, ale
jednoczesnie nasz algorytm stanie si¢ zwyklym algorytmem spadku wzdtuz gradientu.
Jednoczesnie tracac zalety algorytmu SGD. Jaki jest wigc optymalny rozmiar paczki? Jest
to trudne pytanie, poniewaz wigkszy rozmiar paczki oznacza doktadniejsza estymacje
gradientu, pewniejsze kroki algorytmu optymalizacyjnego, ale i wolniejsze jego dzialanie.
Z kolei maly rozmiar paczki moze spowodowa¢ mocno zaszumione kroki algorytmu
optymalizacyjnego, a wigc szybsze ich wykonywanie nie musi si¢ nam ostatecznie optacac.
Trzeba wigc wybrac jakas rozsadng wartos$¢ po Srodku.

Warto zauwazyc, ze w praktyce liczenie gradientu z kilku obserwacji na raz moze
by¢ znaczaco szybsze niz liczenie ich pojedynczo. Dlaczego? Poniewaz liczac kilka
gradientow na raz mozemy w pelni wykorzysta¢ mozliwosci standardowych architektéw
wielordzeniowych procesora i zastosowanie obliczen rownolegtych. W szczegdlnosci
wigkszos¢ algorytméw uczenia maszynowego jak np. sieci neuronowe mozna wyrazi€ przy
pomocy rachunku macierzowego jako mnozenie (kilku) macierzy. Operacja ta doskonale
si¢ zrownolegla, a jesli dostosujemy wielko$¢ paczki danych do wielkoSci pamigci cache
procesora to praktycznie mozemy nie poczué réznicy pomigdzy obliczeniem jednego
gradientu a kilkunastu na raz. Gdyby proces optymalizacji dzialat na karcie graficznej to
tutaj w sposob szczegbdlny dopasowanie wielkosci paczki do rozmiaru pamigci w karcie
moze grac¢ kluczowa role dla wykonania efektywnie czasowo optymalizacji.

Poniewaz przy odpowiednim ustawieniu wielkosci paczki algorytm SGD staje si¢
zwykltym algorytmem GD czgsto stosuje si¢ nastgpujace nazewnictwo: stochastic
GD gdzie rozmiar paczki jest réwny n = 1, batch GD jako standardowy algorytm
spadku gradientu n = N oraz mini-batch GD gdzie 1 <n < N.
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Oprdcz techniki mini-batch istnieja takze inne specjalizowane metody aby zmniejszac
wariancj¢ w algorytmie SGD, ktdre nazywamy (zaskoczenie) metodami redukcji wariancji.
Przyktadem takiej metody jest np. algorytm SAGA [3] ktéry dodatkowo przechowuje
tabele gradientow dla kazdego elementu zbioru danych. Podczas wykonywania aktualizacji
biezacego rozwiazania bierze si¢ pod uwage nie tylko gradient dla danej obserwacji, ale
takze buforowane w pamigci historyczne gradienty dla catego zbioru danych. Techniki te
potrafiag mieC lepsze wlasciwosci teoretyczne (szybsza zbieznos$¢) niz algorytm SGD dla
funkcji Scisle wypuktych, a ich udoskonalanie jest nadal aktywnym przedmiotem badan
naukowych.

Rozwazania praktyczne: sprawdzanie implementaciji gradientu

Kiedy implementujesz gradient dla ztozonej funkcji celu ryzyko ze popetites btad w
obliczeniach lub po prostu podczas implementacji jest caltkiem spore. Z tego powodu
zawsze powinienes przetestowac swoj kod - tak jakbys to zrobit implementujac jakikolwiek
inny program. Fakt, ze funkcja celu maleje z kolejnymi iteracjami nie jest Zadnqg gwarancja,
ze gradient zostat zaimplementowany poprawnie! Jak wigc to przetestowac?

Jezeli jeste$ na etapie implementacji gradientu to praktycznie na pewno masz (powi-
niene$ mie¢) zaimplementowang funkcj¢ obliczajaca warto$¢ funkcji celu. Mozesz wigc
poréwnac¢ wartos$¢ twojego gradientu z jego numerycznym przyblizeniem, wykorzystujac
wzOr poznany na trzecich laboratoriach.

Cho¢ oczywistym rozwigzaniem jest po prostu sprawdzenie réznicy pomig¢dzy warto-
Scig przyblizenia gradientu f ’(x) a warto$cia (potencjalnie) doktadna obliczong przez twdj
kod f’(x) to nie jest to rozwiazanie najlepsze. Jezeli gradient w punkcie jest bardzo maty
to nawet bardzo mate r6znice powinny by¢ niepokojace, z kolei jesli wartos¢ gradientu
jest duza to rdwniez tez twoja tolerancja na odchylenia spowodowane przyblizeniem
numerycznym powinna by¢ wigksza. Z tego powodu zwykle obliczamy btad wzgledny:

1f'(x) = f'(x)]
max{|f’(x)], |7 (x)|}

Btlad wzgledny wyzszy niz 1% prawie na pewno oznacza btedna implementacje gradientu,
przy prawidtowej implementacji gradientu powinienes$ uzyskiwac btad znacznie nizszy.

error =

Przyblizanie gradientu numerycznie
W przypadku pochodnej byliSmy w stanie ja przyblizy¢ uzywajac wzoru

frte)—fx)

fl(x) =~ - (6.2)
lub troche lepszego w praktyce

2€

Wzory te pozwalaja nam przyblizenie wartoSci pochodnej bez jej bezposredniego liczenia,
a jedynie uzywajac wywotania funkcji f(x).

W przypadku gradientu w ten spos6b musimy przyblizaé kazdy jego element, dodaja-
c/odejmujac € od wymiaru z ktérego liczmy pochodna czastkowa. Tak jak w przypadku
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funkcji jednowymiarowej potrzebowaliSmy dwich wywotari funkcji f(x), aby przyblizy¢
pochodna, w gradiencie mamy d elementéw i kazdy z nich musi by¢ przyblizony. Wymaga
to wiec od nas 2d ewaluacji funkcji, gdzie d potencjalnie moze by¢ duza liczba. Dodatko-
wym problemem byt takze wybér &, ktéry powinien byé mata stata np. € = 107> — jednak
nie tak mata by dzielenie przez nig zacze¢lo stwarzaé problemy numeryczne.

= Przyktad 6.1 — Problemy z przyblizaniem pochodnej (za duze ¢). Rozwazmy jako
przyktad gradient w punkcie (0,0) nastgpujacej funkcji dwéch zmiennych:
Flxy) =x+y=100(x* +y?)

Obliczmy gradient:

Ifry)  ofem ]’ T
Vf(xy) = |2 0| [1-200x 1-200y]
a wigc dla punktu (0,0) gradient wynosi Vf(0,0) = (1,1). Zatézmy jednak, ze postaé
badanej funkcji nie jest nam znana i uzywamy numerycznego przyblizenia poszczegdlnych
elementéw gradientu poprzez wzor

Af(xy)  flx+ey)—flxy)

~

ox €

gdzie € jest pewna wybrana przez nas stala>?

If(ry)  flxtey)—fly)  [(x+8)+y—100((x+2)* +y*)] — [x+y—100(" +y%)]

ox € €

¥+ €+ y 10O — 200x€ — 1006 — 10057] — ¥ y+1007 -+ 10057

E
=1—-200x—100¢e

Z powyzszych obliczen wynika, ze dla punktu (0,0) otrzymamy przyblizenie gradientu
wynoszace [1 — 100e,1 — 100€]”. Fakt, Ze nie otrzymujemy idealnie spodziewanego
gradientu nie jest niczym niezwyklym — jest to przeciez pewne przyblizenie. To co
jednak moze nas zaskoczy¢ to fakt, ze przy nie do§¢ matym € kierunek przyblizonego
gradientu bedzie miat kierunek przeciwny do prawdziwego. Prawdziwy gradient jest dla
obu kierunkéw dodatni, a aby nasz przyblizony gradient tez byt dodatni potrzeba by

1—-100e >0 = —100e > —1 = € <0.01

Jezeli wigc wybrates nie do§¢ mate € to w tej sytuacji otrzymasz gradient o przeciwnym
kierunku! Co potencjalnie pokieruje Twoj algorytm optymalizacyjny w kierunku prze-
ciwnym do pozadanego! To oczywiscie specyficzny przypadek, zwrdé¢ jednak uwage, ze
funkcja ma prosta posta¢ oraz posiada tylko jedno optimum lokalne (funkcja wklgsta).

@ Powyzsze rozwazania mozna uogélni¢ do dowolnych funkcji f(x,y) = x +y —a(x* +
y?) gdzie a > 0. W takim wypadku & musi byé wtedy mniejszy niz %, aby nie
otrzymac gradientu o przeciwnym kierunku.

ZPrezentujemy wzory i wyprowadzenie dla zmiennej x, wyprowadzenia i wzory dla y sa analogiczne.
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Powyzszy przyktad z powodzeniem mozna wykorzysta¢ do pokazania, ze obliczenie
pochodnej na kartce i bezposrednie jej zaimplementowanie ma duzy sens praktyczny! Nie
mowiac o tym, ze nawet jezeli ewaluacja pochodnej trwa tyle samo czasu co ewaluacja
oryginalnej funkcji to przyblizanie pochodnej numerycznej duplikuje czas potrzebny na
jej obliczenie. Dlaczego? Bo wymagane sa dwie ewaluacje funkcji w punkcie f(x)
oraz f(x+ ¢€). Zwykle wigc, wraz ze zwigkszajaca sig wymiarowoscia problemu, zysk
obliczeniowy wynikajacy z wyprowadzenia pochodnej i bezposredniego jej obliczenia
bedzie spory.

* Dlaczego w praktyce korzystamy z przyblizenia wycentrowanego?

Pora na wyjasnienie dlaczego w praktyce lepsze przyblizenie uzyskujemy poprzez wycen-
trowany wzor 6.3 niz poprzez wzor 6.2 wymagajacy tylko jednej dodatkowej ewaluacji
funkcji celu, oprécz jej wartoSci w danym puncie. Zwrdé¢ uwage, ze czesto tak czy tak be-
dziemy chcieli obliczy¢ f(x), zeby po prostu wiedzie¢ jak nam idzie proces optymalizacji.
Potencjalnie wigc mozliwo$¢ ponownego uzycia wyniku tego obliczenia w przyblizeniu
pochodnej bytaby bardziej efektywna, zmniejszajac konieczng liczbg ewaluacji funkcji
celu. Wzor 6.2 takze bezposrednio wynikal z definicji pochodnej. Dlaczego wigc si¢
meczymy z wycentrowanym wzorem 6.37

Aby okresdli¢ btad przyblizenia pochodnej uzyjemy twierdzenia Taylora. Zatozymy
wigc, ze nasza funkcja jest trzykrotnie rézniczkowalna w okolicach punktu x dla ktérego
przyblizamy warto$¢ pochodnej. Zapiszmy przyblizenie Taylora drugiego rzedu dla
f(x+¢€) oraz f(x—¢€)

flete) = @)+ et 3 e+ fI(ened
—_———

reszta w postaci Lagrange’a

1 1
fa—8) =)~ fWe+ " @We  —fP(c)e’
~—_——
reszta w postaci Lagrange’a

gdzie sktadniki postaci % O (c;)€> sq resztami pozwalajacymi nam na zapis ze znakiem
rownosci (cq 1 ¢p sa pewnymi stalymi, ktérych nie znamy, ale wiemy ze istnieja). Uzy-
skajmy wigc wzdr na réznice f(x+ €) — f(x — €) poprzez odjecie od siebie tych dwdch
rownan.

Flete) — fle—e) = £+ (e+ S8 + 7D en)e?

— ph+ (e = 31T + P en)e?
=2f'(x)e+ és3(f(3)(m) + ()

Przeksztalcajac, aby otrzymaé wzér na pochodna:

21 (e = flv+e) — (=)~ (I en) + )’
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Rysunek 6.3: Poréwnanie btedu przyblizenia numerycznego gradientu dla funkcji f(x) =
x> dla trzech wartosci x w zaleznosci od wyboru wartosci €. Zwréé uwage, ze wybér zbyt
malego € powoduje problemy z arytmetyka zmiennoprzecinkowa (bledy wynikajace z finite
precision), a wybor zbyt duzego € powoduje bledy wynikajace z uzywania przyblizenia
numerycznego (formula error). Na wykresie widoczne jest takze btad przyblizenia wzorem
wycentrowanym dla x = 0.1 - zwré¢ uwage, ze popetnia ono znacznie mniejszy btad niz
standardowy wzor. [1]

fx+e)—f(x—¢g) 1

2= T g+ Pene
£ = f(x+8)2—£f(x—8) B %(fc)(c‘l) + £ (ey)) €
) nasze pr;;/bliZenie } stalaﬁlad)

Btad naszego przyblizenia jest wigc rzedu O(&?). Pamiegtaj, ze ze wzgledu na problemy
numeryczne nie mozemy ustawi¢ € na bardzo mala liczbe (patrz rysunek 6.3), wigc
popelnianie btgdu ktéry maleje kwadratowo wraz ze zmniejszaniem € bardzo nas cieszy.
Poprzez analogiczna analize mozna pokazaé?, ze btad dla przyblizenia wzorem f'(x) ~
w jest rzedu O(¢).

Czy mozna lepiej? To znaczy czy mozna uzyskiwac przyblizenia doktadniejsze, ktore
maja jeszcze lepsza niz kwadratowa reszt¢? Mozna, cho¢ wzory robig si¢ wtedy troche
bardziej skomplikowane. Na przyktad mozna pokazaé ze przyblizenie z reszta rzedu O(&*)
mozna uzyska¢ wzorem

—f(x+2€)+8f(x+€)—8f(x—¢€)+ fx—2¢)
12¢

flx)~

dla funkcji pigciokrotnie rézniczkowalnej. Wzdér moze i jest bardziej skomplikowany,
ale w zasadzie jest on bardzo prosty do implementacji w praktyce. Zta wiadomos$¢ jest
jednak taka, ze w jego Srodku wystepuja dwie dodatkowe ewaluacje funkcji celu dla

3Sprébuj! Masz juz gotowe przyblizenie dla f(x+¢€), a f(x) nie trzeba przyblizaé, bo to jest wartosé
funkcji w naszym punkcie. W zasadzie wigc od przyblizenia f(x + €) odejmujesz f(x) co sprawi, ze trzeci
term przyblizenia si¢ nie skrdci jak to mialo miejsce w naszym przypadku!
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f(x+£2¢) co zduplikuje czas obliczenia przyblizenia. Wniosek jest wigc nastgpujacy:
mozna uzyskac lepsze przyblizenie, ale kosztem dtuzszych obliczefi... W praktyce jednak
najczesciej korzystamy z prostszej formuty wycentrowanej, szczeg6lnie jesli ewaluacja
f(x) jest kosztowna obliczeniowo. Dodatkowo, jesli funkcja jest z naszego punktu widzenia
czarng skrzynka (nie mozemy policzy¢ dla niej pochodnej analitycznie) to robienie coraz
mocniejszych zatozen o wielokrotnej r6zniczkowalnosci jest coraz to bardziej watpliwe.

Co ciekawe, takie formuty mozna réwniez wyznaczy¢ dla pochodnych kolejnych
rzedéw! Na przyktad druga pochodna mozna przyblizy¢ poprzez

fx+e)-2f(x)+flx—¢)

82

f1x)~

Dodatkowe rozszerzenia

Problemy z ograniczeniami

Okazuje sig, ze algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu mozna stosunkowo
tatwo uog6lni¢ do problemu optymalizacji z ograniczeniami.

min f(x) subjectto x€C

gdzie C jest zbiorem wypuktym. Tak naprawde ograniczenia nie sprawiaja zZe nasz algorytm
nagle przestanie dziata¢, jednak problematyczne jest to, ze w czasie optymalizacji algorytm
po wykonaniu kroku aktualizacji rozwiazania x < x — NV f(x) moze wyj$¢ poza zbiér
rozwiazan dopuszczalnych.

Okazuje sig, ze rozwiazanie tego problemu jest bardzo proste: jesli nasz x wyskoczyt
poza nasz zbidr C to znajdz najblizszy punkt w tym zbiorze i udawaj ze nic si¢ nie stato.
Pelna aktualizacja w algorytmie begdzie wigc wygladata nastgpujaco:

x <+ x—nVf(x)
X < argmin ||c — x]|
ceC

Zwr6¢ uwage, ze jesli po wykonaniu pierwszej linijki kodu nasz x nadal jest w zbiorze
C to drugi krok nic nie zrobi! Stanie si¢ tak, poniewaz punkt jest najblizszy do samego
siebie ;) Cho¢ modyfikacja jest bardzo prosta to ma bardzo podobne gwarancje teoretyczne,
wymaga ona jednak rozwiazania problemu optymalizacyjnego jako czgs¢ iteracji innego
algorytmu optymalizacyjnego.

Problemy wypukte nierézniczkowalne

Algorytm stochastycznego spadku wzdiuz gradientu wymaga, aby funkcja byta r6znicz-
kowalna tj. aby byto mozliwe policzenie kierunku spadku V f(x). Okazuje si¢ jednak, ze
algorytm ten mozna zastosowac takze do nier6zniczkowalnych funkcji wypuktych!

Przypomnijmy, ze dla funkcji wypuktych styczna do wykresu lezy zawsze catkowicie
pod nim.

f(x) > f(x0) +Vf(x0)" (x—x0)
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S Subgradient

el y = g(x — o) + f(x0)

o x 7

Rysunek 6.4: Wizualizacja definicji podpochodnej w punkcie nier6zniczkowalnym.

Funkcja wartoSci bezwzglednej jest nier6zniczkowalna w punkcie x = 0, ale... bez pro-
blemu znajdziemy wiele linii przechodzacych przez ten punkt, aby spetniaty powyzsza
réwnos$¢! Ta obserwacja prowadzi nas do uogélnienia definicji pochodnej i zdefiniowania
pod pochodne;.

Definicja 6.3 — Podpochodna. Podpochodna funkcji wypuktej nazywamy takie g,
ktore spetnia warunek:

f(x) = f(x0) +g" (x—xo0)

Zwr6¢ uwage, ze jezeli pochodna istnieje w danym punkcie funkcji wypuktej to auto-
matycznie jest ona jej podpochodna. W punktach nierdzniczkowalnych moze istnie¢
wiele wektorow (liczb w 1D) spelniajacych to rownanie (jak w przykladzie z wartoScia
bezwzgledna lub na rysunku 7.7).

Uzywajac podpochodnej modyfikacja algorytmu jest trywialna. W kazdej z iteracji
zamiast pochodnej wstawiamy jedna z podpochodnych (przypominam: tam gdzie funkcja
jest rézniczkowalna istnieje tylko jedna podpochodna réwna pochodnej, wigc w takich
punktach algorytm pozostaje bez zmian) i to tyle... dziata :)

To rozumowanie aplikuje si¢ takze do standardowego algorytmu spadku wzdluz
gradientu.

6.3.3 Implementacje rozproszone

Algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu réwniez mozna doS¢ prosto rozpro-
szy€. Zarysujemy tutaj zgrubnie podejscie ktére nazywamy asynchronicznym SGD (ang. Asyn-
chronous Stochastic Gradient Descent).

Na jednym z komputeréw w klastrze tzw. masterze przechowujemy oficjalne, osta-
teczne rozwiazanie x. Poniewaz czastkowa funkcja celu jak 1 jej gradient zalezy tylko
od konkretnego sktadnika sumy (w uczeniu maszynowym: od konkretnych obserwacji)
mozemy ja obliczy¢ niezaleznie od innych sktadnikéw (innych danych).

Mozemy wigc rozproszy¢ nasze dane po wszystkich komputerach w klastrze i kazdy z
nich lokalnie wykonuje algorytm stochastycznego spadku wzdtuz gradientu tylko na swo-
ich obserwacjach. W czasie trwania optymalizacji algorytm oprdcz swojego rozwigzania
przechowuje takze gradienty V f(x) ktére wyznacza w trakcie swojego dziatania. Co jakis
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czas (zupelnie asynchronicznie, bez wiedzy o innych komputerach w klastrze) wezet wy-
syta swoje policzone gradienty V f(x) do master’a, a master uzywa ich aby zaktualizowaé
swoje rozwiazanie (zwykty krok SGD). Dalej master przesyta weztowi aktualne najlepsze
rozwigzanie (uaktualniane gradientami nadsytanymi co jakis czas przez wszystkie wezly),
a wezel zastepuje nim swoje rozwigzanie i rozpoczyna kolejne iteracje optymalizacji.

Efektywne rozpraszanie algorytmu stochastycznego spadku wzdtuz gradientu jest nadal
aktywnym przedmiotem badan w uczeniu maszynowym i optymalizacji.

Literatura

Literatura powtérkowa

Dobry opis algorytmu stochastycznego spadku wzdluz gradientu, wraz z poglgbiong
analizg teoretyczna, mozna znaleZ¢ w ksiazce [6].

Literatura dla chetnych

Ciekawy opis trikow zwiazanych z praktycznym uzyciem algorytmu SGD prezentuje
Leon Bottou (Microsoft Reserach) w rozdziale ksiazki [5] pod tytutem Stochastic Gra-
dient Descent Tricks dostgpnego pod adresem https://www.microsoft.com/en-us/
research/wp-content/uploads/2012/01/tricks-2012.pdf.

Za tydzien rozpoczynamy omawianie technik optymalizacyjnych drugiego rzedu, po-
niewaz zostaly juz one oméwione na wyktadzie, zachgcam do obejrzenia fragmentu
wyktadu z optymalizacji na Stanfordzie ktéry podsumowuje metody spadku gradientu
i opowiada o zaletach metod Newtona (juz za tydzien ;) https://www.youtube.com/
watch?v=NPybf7JgQ7I
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Rysunek 7.1: Dzialanie algorytmu najszyb-
szego spadku [? ].

czynniku uwarunkowania k pojawiat si¢ silny efekt tzw. zygzakowania, ktéry uniemozli-

wiat szybka zbieznos¢. Intuicyjnie polegat

on na wykonywaniu bardzo matych krokéw w

powtarzajacych sig¢ po sobie, prostopadtych kierunkach. Mozemy to zaobserwowac na ry-

sunku po prawej stronie: kierunki w pierws

zej 1 trzeciej iteracji (oraz w drugiej i czwartej)

sa doktadnie takie same. Co zaskakujace, pomimo tego ze metoda najszybszego spadku
wybiera kierunek najszybszego lokalnego spadku (ujemny gradient) i porusza si¢ w tym
kierunku tak dtugo jak funkcja spada (optymalizacja 1) to wydaje sig, ze kierunki wybie-
rane przez t¢ metode sa w pewien sposob nieoptymalne lub przynajmniej niedostatecznie
dobrze wykorzystane — w kolejnych iteracjach mozemy optymalizowa¢ w powtarzajacych
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Rysunek 7.2: Dziatanie algorytmu najszybszego spadku oraz nieistniejqcy algorytm idealny
(strzatki przerywane) ktéry efektywnie wykorzystywatby kierunki przeszukiwania.

si¢ po sobie kierunkach. Na tych zajg¢ciach bedziemy rozwaza¢ metody analogiczne do naj-
szybszego spadku, ale ktore jednak nie zawsze wybieraja kierunki najszybszego lokalnego
spadku — kierunki te bedziemy nazwaé kierunkami sprz¢zonymi (ang. conjugate).

Optymalizacja w kierunkach sprzezonych

@ Rozwazania w tym rozdziale sa ograniczone do wypuktych wielowymiarowych funk-
cji kwadratowych, dopiero na koricu zostang oméwione modyfikacje zaprezentowane;j
metody dla ogdélnych funkcji.

1
f(x)= EXTAX —b'x+c

Vix)=Ax—b = x"=A"Tb

Jak juz chwile temu zauwazyliSmy metoda najszybszego spadku nie wykorzystuje
dostatecznie dobrze wyznaczonego kierunku optymalizacji tj. jest mozliwa sytuacja (pro-
blem zygzakowania) w ktérej algorytm kolejno optymalizuje w powtarzajacych si¢ po
sobie kierunkach np. patrzac na rysunek 7.1 mozna by potaczy¢ pierwsza i trzecig iteracje
i przesuna¢ si¢ w zadanym kierunku raz a dobrze. Problem polega jednak na tym, ze
dtugosci takiego taczonego kroku nie potrafimy z géry oszacowaé. Patrzac na pierwsza
iteracje na rysunku 7.2 (czy na rysunku 7.1) widzimy, ze gdyby dluzej poruszac si¢ w
wyznaczonym kierunku to funkcja zaczgtaby rosnac¢. Co wazne, krok o (a posteriori zna-
nej) idealnej dtugosci wykonatby aktualizacje do punktu, ktéry ma taka sama (albo nawet
gorsza) warto$¢ funkcji celu! Wydaje si¢ wigc, ze bytoby niezwykle trudno zaprojektowac
metode, ktora rzeczywiscie wykonataby krok w danym kierunku o idealnej dtugosci (o ile
oczywiscie nie mamy jakiej$ dodatkowej wiedzy jak np. o hesjanie — metoda Newton’a).
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Rysunek 7.3: Optymalizacja w kierunkach wiasnych dla dwéch wybranych punktéw.
Kierunki wtasne zaznaczono przerywanym krzyzem.

Optymalizacja w kierunkach wyznaczonych przez wektory wiasne

Zaproponujmy wigc og6lny schemat algorytmu wykonujacy krok w pewnych kierunkach
d k-

Xk+1 = Xk + NMdg

gdzie 1 jest wyznaczane poprzez jednowymiarowa optymalizacje. Zwré¢ uwage, ze
gdyby za kierunki optymalizacji d; uzna¢ kolejne gradienty w punktach x; to dostalibySmy
doktadnie metodg najszybszego spadku (z drobnostka notacyjna: 1y bytoby zawsze ujemne
zamiast dodatnie).

Sam pomyst algorytmu najszybszego spadku, aby wybieraé najlepsza dlugos$¢ kroku
N poprzez jednowymiarowa optymalizacj¢ funkcji celu w danym kierunku wydaje si¢
by¢ bardzo dobrym. Nie wiem czy mialbyS pomyst na wskazanie lepszej procedury
wyboru dlugosci kroku niz ,,poruszaj si¢ w danym kierunku tak dtugo jak warto$¢ funkcji
spada”. Tego elementu metody raczej nie uda nam si¢ poprawié: czy zatem istnieja
moze lepsze kierunki do wykonywania optymalizacji? Czyli takie, dla ktérych wykonanie
jednowymiarowej optymalizacji w ich kierunku oznacza zoptymalizowanie funkcji celu w
tym kierunku ,,raz a dobrze”, a algorytm w calym swoim przysztym dziataniu nie bedzie
miatl potrzeby ponownego optymalizowania w tym kierunku?

I Cwiczenie 7.1 Spéjrz na wykres 7.2 1 zastanow si¢ czy widzisz takie kierunki? .

Oczywiscie, takie dzialanie metody bytoby mozliwe, o ile poruszalibySmy si¢ po
kierunkach osi gtéwnych elips wyznaczonych przez warstwice funkcji! Minimum funkcji
kwadratowej lezy doktadnie w centrum elipsy-warstwicy funkcji. Idac wigc w kierunku
wybranej osi gtéwnej elipsy funkcja spada az na tej wybranej osi elipsa osiagnie swoje
centrum (minumum). Nie jest wigc konieczne optymalizowanie w takim kierunku ponow-
nie — w zrozumieniu tego faktu moze by¢ pomocny rysunek 7.3. Kierunki wyznaczajace
osie gtéwne elips to oczywiscie kierunki wyznaczone przez wektory wlasne macierzy.
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Zaproponujmy wigc algorytm, ktéry najpierw wyznacza wektory wlasne q; macierzy,
a potem wykonuje w ich kierunkach iteracje:

X1 = Xk + Mk

gdzie 1 jest wyznaczane poprzez jednowymiarowa optymalizacje. Zwro¢ uwage, ze
wilasnie stworzytes algorytm ktéry zoptymalizuje dowolng forme¢ kwadratowa zawsze w n
iteracjach (gdzie n to liczba wymiaréw)! Po wykonaniu iteracji w danym kierunku d; = q;
nigdy nie bedzie potrzeby ponownej optymalizacji w tym kierunku, poniewaz (dla tego
kierunku) znaleZli§my si¢ w centrum elipsy (minimum). Zwr6¢ uwage, ze ta gwarancja
optymalizacji w n iteracjach jest zupetnie niezalezna od wspétczynnika uwarunkowania
problemu — tak dzieje si¢ zawsze! I, co istotne, w zadnym miejscu naszego algorytmu nie
potrzeba policzy¢ hesjanu, ktéry dla probleméw o duzej wymiarowosci mégiby si¢ nawet
nie zmie$ci¢ w pamigci, o jego odwracaniu i implementacji nie wspominajac.
Wspétczynnik 1, wyznaczamy w takim algorytmie np. poprzez metod¢ zlotego
podziatu. Jednakze dzigki zalozeniu, ze funkcja jest funkcja kwadratowa wzor na 1y
mozna prosto wyznaczyC. Skoro 1), jest wybierana w taki sposob, ze funkcji w danym
kierunku nie mozna juz optymalizowac (jest w swoim jednowymiarowym minimum) to
gradient w kolejnym punkcie algorytmu musi by¢ prostopadty do tego kierunku (tak samo
jak w metodzie najszybszego spadku) czyli d,{V f(xx+1) = 0. Przeksztalcajac otrzymujemy:

dIV£(xi1) = d! (Axp1 —b)  /ze wzoru na gradient/
= dT (A(x +midy) —b)  /z iteracji algorytmu/
= d] (Ax; + MeAd; —b)  /przestawiajac b/ (7.1)
= d! (Axg — b+mAdy) = dT V£(xe) + med? Ady
V(%)

A skoro wektory te sa prostopadie:
T T _ T _ T
di V() + medi Ade =0 = myedi Ad = —di ViF(xi)
AN
d,{Adk

Powyzszy wzér dziata zawsze dla ogdlnej postaci algorytmu i funkcji kwadratowej, ponie-
waz nigdzie nie wykorzystaliSmy faktu, ze kierunki sa wektorami wtasnymi!
Zaktadajac, ze rzeczywiScie optymalizujemy w kierunkach wektoréw wtasnych o

N =

dtugosci jednostkowe;j 4 /qiTqi = 1 otrzymujemy po podstawieniu dy = q;:

T T
q; Vf(x) q; V.f(xx) 1 7
Nk qlTAq, Alqqul qul f(xk>
—~—

=1

Mozemy réwniez udowodnié, ze rzeczywiscie po n iteracjach funkcja kwadratowa
zostanie zminimalizowana przez nasz prototypowy algorytm. Pokazemy to poprzez po-
kazanie, ze po wykonaniu iteracji wektor btedu e; | jest prostopadty do wtasnie wyko-
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rzystanego wektora! q; czyli cata cze$é odpowiedzialna za btad w kierunku q; zostata
wyeliminowana.

arerr1 = ai (1 —x) = qf (% +mae —A1b) = gl x¢ + i af qx —qi A~'b
~—~— —~—

=x* -1

1
= q,{xk — A—kq,fV Fxe) — q,{A_lb /wartos¢ wlasna macierzy odwrotnej to li_] /

1 1
= afx— 30 (Axic = b) — -—ab
k k
1 1 1
= ql % — ,Tk’l"q’{xk“L)quIb_x_kq’{b =0
(7.2)

Dlaczego ten algorytm nie ma jednak swojej wlasnej nazwy, a obecne zajgcia nosza
tytut ,kierunki sprzgzone” zamiast ,.kierunki wtasne”? Poniewaz wyznaczenie kierunkéw
wiasnych formy kwadratowej jest tak samo ztozone obliczeniowo jak znalezienie jej
minimum w sposéb analityczny (poprzez odwrdcenie macierzy)! Przedstawiony algorytm
oprocz ciekawej idei jest w zasadzie bezwarto$ciowy.

Wektory sprzezone

Czy istnieja moze zatem jakie$ kierunki podobne do wektoréw wlasnych w przedsta-
wionym kontekscie optymalizacyjnym? Nasze zadanie zostalo ciekawie zdefiniowane:
chcielibySmy znaleZ¢ kierunki, ktére miatyby wszystkie pozadane wiasciwosci wektoréw
wlasnych (optymalizacja funkcji kwadratowej w n iteracjach!), ale jednoczeSnie bylyby
mozliwe do wyznaczenia w szybki sposob. Okazuje sig, ze jest cale mndstwo takich
zestawOw wektorow, a wektory te wcale nie musza by¢ prostopadie — takie wektory to
wektory sprzg¢zone.

Przypomnijmy, wektory wlasne macierzy symetrycznej optymalizuja funkcje kwa-
dratowa w n iteracjach, stanowia bazg¢ oraz sa prostopadte. Kierunki sprz¢zone rowniez
optymalizuja funkcje kwadratowa w n iteracjach, stanowia baz¢ oraz... sa prostopadie
w zetknigciu sig z macierzq A. Co to oznacza? Wektory ktére sa prostopadte spetniaja
rownos¢ ddej = 0. Poprzez prostopadtos¢ w kontekScie macierzy A rozumiem to, ze
wektor po ,,przekreceniu” przez tg macierz bedzie prostopadty do drugiego tj. ze Ad;
bedzie prostopadie do d; i na odwrét. Czyli

(Ad))'d;=d] AT di=dAdi=0 oraz (Adj)'d;=dATd;=d[Ad;=0

symetryczna

Te idee przedstawia rysunek 7.4. Zwr6¢ uwage, ze po ,.rozciagnigciu” elipis wynikajacych
z formy kwadratowej zbudowanej na macierzy A wektory sa prostopadte i dodatkowo
w tej rozciagnigtej przestrzeni kazdy z nich jest kierunkiem osi gtéwnej elipsy (ktéra
jest w tej przestrzeni po prostu kolem, wigc kazdy wektor ma taka wtasnos$¢). Widaé tu

'Dodatkowo wiemy, ze w kolejnych iteracjach do wektora btedu na pewno nie zostanie dodany wcze$niej
wykorzystany q;, poniewaz algorytm modyfikuje x poprzez dodawanie kolejnych wektoréw wiasnych, ktére
sq prostopadte.
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Rysunek 7.4: Pary wektoréw na rysunku (a) sa sprzgzone (prostopadie w kontekscie w
macierzy A), poniewaz po ,,rozprostowaniu” elipsy sa one prostopadie. [? ]

pewna analogi¢ do metody najszybszego spadku: metoda ta tworzyta kolejne prostopadie
kierunki w przestrzeni oryginalnej, podczas gdy metody oparte o kierunki sprzezone beda
tworzyty kierunki (zwykle) nieprostopadle w przestrzeni oryginalnej, ale za to prostopadte
w kontekscie macierzy A.

Definicja 7.1 — Wektory sprzezone. Niech A begdzie dodatnio okreslong macierza sy-
metryczng o wymiarach n X n. Zbiér n niezerowych wektoréw nazywamy sprzezonymi
o ile zachodzi:

df Ad; =0
dla kazdego® i # j.

“Nota bene: gdyby warunek zachodzit dla i = j to macierz nie mogta by by¢ dodatnio okreSlona.

Wektory wtasne sq wektorami sprzezonymi

Analizujac rysunek 7.4 by¢ moze zauwazyte$ wektory, ktére sa prostopadte zaréwno w
konteksScie macierzy (sprzg¢zone) jak i prostopadle w zwykly sposéb. Jakie to wektory? To
oczywiScie wektory wilasne utozone wzdluz osi gléwnej elipsy-warstwicy! Wektory wiasne
1 sprzgzone maja podobne wtasnosci (w naszym optymalizacyjnym kontekscie) poniewaz w
rzeczywistosci wektory wlasne sq wektorami sprzgzonymi! Zgodnie z definicja wektoréw
sprz¢zonych wzgledem symetrycznej macierzy A:

qiAgj=4; qiq; =0
~—~—~
prostopadle
Wracajac wigc pamigcia do poprzedniej sekcji 7.1.1 przedstawiony algorytm byt algoryt-

mem w kierunkach sprzg¢zonych, ale kierunki te niestety mozna byto wyznaczyé w bardzo
kosztowny obliczeniowo sposéb.
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Cwiczenie 7.2 Metoda Gaussa-Seidela dla probleméw ze wspétczynnikiem uwarun-
kowania kK = 1 dziata jak metoda w kierunkach sprzg¢zonych. Dlaczego? .

Jak z wektoréw liniowo niezaleznych stworzy¢ wektory sprzezone?

Zatem czy mozemy znaleZ¢ wektory sprzgzone w tatwy obliczeniowo sposéb? Koncepcja

naszego rozwiazania bgdzie nastgpujaca: rozpoczniemy z jakimi§ wektorami u; co do

ktérych jedynym wymaganiem bedzie, ze sa liniowo niezalezne?, a nastgpnie przerobimy

je na wektory sprzezone. Istnieja przeciez gotowe algorytmy do przerabiania wektoréw

na wektory prostopadte (ortogonalizacja Grama-Schmidta) wigc powinniSmy byli byé w

stanie przerabia¢ wektory na wektory prostopadte po zetknigciu si¢ z macierza A.
Rozpocznijmy od opisu procesu zwyktej ortogo-

nalizacji dla pary wektoréw uj i up, ktére bedziemy

przerabia¢ na prostopadte do siebie kierunki dy i ds. U = d

Pierwszy wektor u; zachowujemy jak jest i pod-

stawiamy d; = u;. Kolejne wektory bedziemy po

prostu tak dopasowywac, aby byly prostopadte do dy = uy — Poid,
niego. Rozwazamy kolejny wektor up, ktory nalezy g, 4, /
zortogonalizowa¢ do wektora d. Zrobimy to po- }

przez odjecie od wektora u, czgsci odpowiedzialnej u

za kierunek wspoéldzielony z wektorem d;

dy = up — Bordy

gdzie ] jest pewna stalg ktora trzeba by w jakis sposob wyznaczy¢. Dalej, gdybySmy
mieli jaki$ kolejny wektor u3 to nalezatoby go zortogonalizowaé wzglgdem zaréwno d;
jak i dy poprzez odjgcie od niego czgsci zwiazanych z tymi wektorami.

d3 = uz — B31d; — B32d>

Zwr6¢ uwage na podwdjna indeksacje wspétczynnikéw f3;; — dla kazdego wektora musimy
dobiera¢ inng stalg ,,ile chcemy odja¢ kierunku pierwszego”, ,,ile drugiego” itd. Czyli
pierwszy wektor nie wymaga od nas doboru statej, drugi wymaga doboru jednej, trzeci
dwoch i n-ty wymaga znalezienia n — 1 wspotczynnikow.

i1
di=u;— ) PBijd;
=1

Taka sama procedure bedziemy stosowac dla wektoréw strzezonych z ta r6znica, ze
bedziemy inaczej wybieraé B tj. bedziemy odejmowac dany kierunek tak dtugo, az w
koricu u; stanie si¢ strzezonym wektorem do reszty. Jak tylko znalez¢ takie B;? Aby
otrzymac wzor na fB;; pomnézmy wyzej otrzymana réwnos¢ obustronnie przez dEA. Zwréc
uwagg, ze zeby w ogdéle B, byto obecne w przestawionym wzorze na d; (byto elementem
sumy) to potrzeba aby k < i. W zwiazku z tym k # i i (z definicji wektoréw sprzgzonych)

2czysto teoretycznie nawet jak bysmy wygenerowali po prostu losowe wektory to z duza szansa beda one
liniowo niezalezne
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lewa strona réwnosci wynosi zero (d[Adi =0).

i—1
0=dyAu;i— Y Bijdg Ad;
j=1
= dJ Au; — Bi1 dTAd; —Bind] Ady —Bisd) Ads — - - — Bd T Ad ... (7.3)
=0 =0 =0
= dJ Au; — Byd[ Ady

dJ Au;

T _ T _
dk AU,‘ = ﬁikdk Adk = Bik = W

Mamy wigc gotowy algorytm przerabiania dowolnych wektoréw liniowo niezaleznych na
wektory sprzezone! Dos¢ nieciekawa jest informacja, ze nie jest on taki tani obliczeniowo:
dla kazdego kolejnego wektora wymaga on wyznaczania catego zestawu wspotczynnikow
B, ktérych obliczenie wymaga od nas mnozenia macierzy razy wektor.

Wybér ,,dobrych” wektoréw do przerabiania na sprzezone

Poswig¢my chwilg na podsumowanie dotychczasowych rozdziatéw. Po pierwsze wiemy,
ze optymalizacja wypuktlej funkcji kwadratowej w kierunkach sprzezonych daje nam
gwarancj¢ osiggnig¢cia minimum po 7 iteracjach bez koniecznosci obliczania Hesjanu i
jego odwracania. Po drugie, znamy metod¢ przerobienia dowolnych niezaleznych wek-
toréw w kierunki sprz¢zone. Mozemy wigc (podobnie jak w metodzie Gaussa-Seidela)
rozpocza¢ z wektorami powigzanymi z kolejnymi wymiarami problemu np. dla problemu
dwu-wymiarowego i = [1,0]7 oraz j = [0,1]7, a nastgpnie przerobi¢ te kierunki naszym
algorytmem na kierunki sprzezone. To jak najbardziej zadziala, ale troch¢ problematyczne
jest to, ze algorytm przerabiania wektorow na wektory sprzgzone jest do$¢ kosztowny
obliczeniowo — wyznaczanie mndstwa kosztownych wspétczynnikéw fB. Czy mozna zatem
wybraé lepsze wektory do przerabiania na wektory sprz¢zone? Tj. takie dla ktérych poka-
zaliby$Smy ze np. niektére z  sa na pewno réwne 0 i w ogdle nie musimy ich wyznaczac,
albo wzdr na nie si¢ jakos upraszcza i mozemy je szybciej policzy¢? Okazuje sig, ze tak —
sa to gradienty funkcji.

@ Jesdli SledziteS uwaznie materiaty dodatkowe to powiniene$ by¢ zaznajomiony z al-
gorytmem Powell’a — jest to bezgradientowy algorytm w kierunkach sprzezonych!
Co wigcej, nie wymagat on liczenia zadnych wspétczynnikéw f3, a kierunki sprzg-
zone pojawialy si¢ w nim ,,automatycznie”. Dlaczego kierunki wybierane przez ten
algorytm sg sprz¢zone?

Wyb6r ujemnego gradientu w punkcie startowym jako pierwszego kierunku w ktérym
chcemy dokona¢ optymalizacji wydaje si¢ by¢ dobrym pomystem. Skoro zaczynam
optymalizacje i jeszcze nic nie wiem o charakterystyce funkcji celu to rozsadnie jest
wybra¢ kierunek najszybszego lokalnego spadku. Podstawiamy wigc: u; = —V f(x1). Jak
pamigtasz metoda przerabiania wektor6w na wektory sprz¢zone nie modyfikuje pierwszego
wektora czyli

up = d1 = —Vf(Xl)
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Wykonujemy krok algorytmu, optymalizujac funkcj¢ w kierunku d; tak dtugo jak si¢ da.
W nastgpnym kroku wybieramy uy = —V f(x2) — natomiast wektor ten nie jest raczej
automatycznie sprzg¢zony do poprzedniego kierunku d;, wigc musimy go zmodyfikowa-
¢/sprzezyc:
dy =uy — Pordi = =V f(x2) = fa1(=Vf(x1))

W kolejnej iteracji postgpujemy analogicznie wybierajac za u3 = —V f(x3) i sprzegajac
go uzywajac f31 i B3, itd. W tym miejscu warto sobie przypomnieé, ze wektory ktdre
,»sprzegamy’” powinny by¢ liniowo niezalezne — okazuje si¢ ze mamy taka gwarancje dla
kolejnych gradientoéw (sa one prostopadie) — ale o tym za chwilg.

Moéwilismy, ze chcieliby$Smy uzyskaé wektory/kierunki przeszukiwan, ktére pozwoli-
tyby nam znacznie przys$pieszy¢ mechanizm sprzggania kierunkéw np. poprzez pewnToéé,
u;' Ad;
dJI-TAd;
jest réwne zero o ile jego licznik czyli uiTAd ; jest rowne 0. Czy tak si¢ rzeczywiscie stanie
dla niektérych f;; jesli za u; podstawimy gradienty kolejnych punktéw?

Zauwazmy, ze gradient funkcji kwadratowej mozemy zapisac jako

Vf(xi+1) = AX;+1 —b=A (Xi + nidi) —b=Ax;,—b+ niAdi = Vf(xi) —+ T]iAdi
N—_——

wzOr na iteracje

ze niektére z f3;; bytyby zawsze réwne 0 lub uproszczenie wzoru. Wyrazenie f3;; =

czyli po przestawieniu® otrzymujemy Ad; = ni’l (Vf(xi+1) — Vf(xi)) i mozemy podstawic:

_ufAd o (VA (1) — V(X))

dfAd;  dn (V(x41) = V()

_uT (Vf(x41) = V£(x))

df (Vf(x+1) = Vf(x))

_ V)T (VA (x41) — VI (x5))
df (Vf(x+1) = Vf(x))

Wz6r na pozér troche si¢ skomplikowat, jednak w rzeczywistoSci mozemy go obliczy¢
znacznie szybciej niz poprzednio, poniewaz zastapiliSmy kosztowne mnozenie macierzy
razy wektor (ztozono$¢ kwadratowa) poprzez tansze mnozenie wektorowe (zlozonos¢
liniowa)! Ale bedzie jeszcze lepiej! Uzywajac takiego wzoru, tatwo teraz zbadaé pro-
blem zerowania si¢ B;; — wystarczy zbadac iloczyny pomigdzy réznymi gradientami, a w
szczegblnosci czy takie iloczyny gradientéw w pewnych sytuacjach nie zeruja sig.
PrzesledZmy jeszcze raz proces sprzggania si¢ gradientow. Pierwszy gradient zachowu-

ﬁij

/skracamy 7); /

/poniewaz za u; podstawiamy negacje gradientow/

jemy jak jest, w drugim potrzebujemy obliczy¢ B = _VJ;?F%;((Z;;@Q;(ZS()X”). Analizujac

licznik tego wyrazenia: iloczyn Vf(x2)T Vf(x2) nie réwna sig 0, o ile nie znalezlismy
sig w punkcie stacjonarnymi (po prostu V f(x2) = 0). Natomiast drugi iloczyn licznika:
V£(x2)TVf(x1) = Vf(x2)Td1 = 0. Wynika to z faktu, ze kierunek d; zostat zoptymali-
zowany 1 dalsze poruszanie si¢ w tym kierunku na pewno nie powoduje spadku funkcji

(analogiczne rozumowanie jak przy metodzie najszybszego spadku). Ostatecznie otrzymu-

) . Vo Ty
jemy wigc By = %.

37aktadamy, ze 1; # 0 bo gdyby 1; = 0 to algorytm w ogéle nie wyznaczatby kolejnego gradientu —
utknalby w poprzednim punkcie (po prostu zakoniczytby swoje dziatanie).
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W kolejnej iteracji algorytmu sprzggamy kierunek uz = —V f(x3) i musimy wyznaczy¢
az dwa wspotczynniki B3; oraz B3;. Zndéw, zastanéwmy si¢ jak wygladaja iloczyny
wektorowe pomigdzy kolejnymi gradientami?

V(1) VE(x3) = VF(x1)T (Vf(x2) + 12Ad2)  /ze wzoru na kolejny gradient/
= Vf(x)"V/(x2) +m Vf(x1)" Ada
N 72N i

-~

=0 =d;

= nzleAdz =0 /bo sprzgzone/

Z. drugiej strony, poniewaz kierunek ds jest w tej iteracji optymalizowany wiemy, ze
d2TV f(x3) = 0. Podstawiajac wzér na d otrzymujemy:

0=(Vf(x2)+BaVf(x1)) VF(x3) = Vf(x2) Vf(x3)+Ba1 Vf(x1) VF(x3) = Vf(x2) V(x3)

J

=0

Zarowno w tej, jak i poprzedniej iteracji wszystkie gradienty byly do siebie prosto-
padte! 1 rzeczywisScie tak jest dla kazdej kolejnej iteracji (przesledz koniecznie do-
wod na wyktadzie!). To z kolei pozwala nam na dalsze uproszczenie wzoru na f3;; =
—Vfe0) T (V(x11) =V ()
d (V£ (x541)=Vf(x))
iloczyny wektorowe gradientéw. Poniewaz zawsze i < j (zeby sprezy¢ j-ty wektor usu-
wamy od niego poprzednie) wiemy, ze drugi iloczyn na pewno wyniesie 0, poniewaz rozne
gradienty sa do siebie prostopadle. Z kolei pierwszy element iloczynu rowniez wyniesie
0 oile i # j+ 1 (mnozymy rézne gradienty). Podsumowujac: mamy dwie sytuacje, dla
wspotczynnika ostatniego kierunku (j =i — 1) otrzymujemy:

B — V)T (VA = V(i) =) V()
VAT (V) V(i) dT (V60— V(1)

A dla pozostalych wspoétczynnikéw (j < i — 1) otrzymamy (tutaj na przyktadzie i =5, j =
1):

. Zauwaz, ze w liczniku mamy (po rozwinig¢ciu nawiasu) dwa

(7.4)

—Vf(x5)TVf(x2) + V£(x5) TV f(x1)
Bs i = —Vf(x)"(V(xe) = Vf(x1)) _ 0 0
’ df (Vf(x2) = Vf(x1)) df (Vf(x2) = Vf(x1))
Okazuje sig¢, ze do sprze¢zenia danego gradientu potrzebujemy obliczy¢ tylko jeden, ostatni
Bi.i—1 bo pozostate wynosza po prostu 0! Oznacza to tez, ze nie musimy pamigta¢ wszyst-
kich starych kierunkéw, zeby je odejmowaé — wystarczy zna¢ tylko poprzedni kierunek!
To jest prawdziwa magia gradientéw sprze¢zonych.

Podsumowanie: metoda gradientéw sprzezonych

Ostatecznie, gdy spojrzymy na finalny kod algorytmu to metoda gradientéw sprzezo-
nych rézni si¢ od metody najszybszego spadku w zasadzie jedna linijka kodu: sprzezania
gradientéw zamiast ich bezposredniego uzycia. Cale to sprz¢zanie wymaga od nas je-
—Vf(xt+1)TVf(Xt+l)
df (Vf(xe+1) =V (%))

dynie odjgcia poprzedniego kierunku optymalizacji z waga ; = ktora

wymaga od nas dodatkowo pamigtania poprzedniego gradientu.
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Algorytm 7.1 — Metoda gradientéw sprzezonych.
X] <= INICJALIZUJ
d1 — Vf(xl)
while warunek stopu nie jest spelniony” do

N = argn%inf(xt +ndy)
Xr41 = Xt + Nt

diy1 = —Vf(xe) — Bide

end while

“¢dla funkcji kwadratowej maksymalnie r iteracji!

Okazuje sig, ze podany wzor na wspétczynnik ff; mozna dalej odrobing uproscié (jest to
—Vf(xt+1)TVf(Xt+1
L V)TV : :
w praktyce, podczas optymalizacji funkcji niekwadratowych zwykle preferujemy wersje

Polaka-Ribiére’a:
B — —Vf(xer1) (VS (xer1) = VI (x0))
Vf(xe) TV f(xt)

Jesli poréwnasz licznik tego wzoru do naszych wczesniejszych wyprowadzen (réwna-
nie 7.4) to odkryjesz, Ze ta wersja wzoru po prostu nie zaktada, ze V f(x;+1)T Vf(xt) = 0.
Nasze wyprowadzenie tego faktu zaktadato, ze optymalizowana funkcja jest funkcja kwa-
dratowa, jesli wigc optymalizujesz og6lna funkcje wypukla — to stwierdzenie jest btedne i
postac Polaka-Ribiére’a uwzglednia ten fakt.

Nie begdziemy tutaj analizowaé zbieznoSci tej metody dla funkcji niekwadratowej i
poprzestanmy jedynie na dwie uwagi. Pierwsza: jesli nasz algorytm dojdzie do miejsca
w ktérym aproksymacja optymalizowanej funkcji funkcja kwadratowa bgdzie poprawna
to zbiegnie do minimum w maksymalnie n kolejnych iteracjach. Druga: na poprzednim
laboratorium bardzo krétko wspominali§my o rozszerzeniach metody Newtona, ktére
redukuja ztozonos$¢ obliczeniowa (metody quasi-newtonowskie) okazuje si¢, ze metoda
gradientow sprzezonych moze by¢ interpretowana jako szczegdlny przypadek jednej z
takich metod (BFGS).

) (postaC Fletchera-Reevesa). Jednak

matematyczny ekwiwalent) do f3; =

W praktyce, z powodu btedéw numerycznych, algorytm sprzgzonych gradientéw
moze nie zoptymalizowa¢ funkcji kwadratowej w n iteracjach i kolejne iteracje beda
potrzebne.

Funkcje wypukte

Czemu funkcje wypukte?

Pytanie brzmi czemu wtasciwie interesuja nas funkcje wypukte? Otéz odpowiedz jest
prosta: minimum lokalne funkcji wypuklej jest zarazem minimum globalnym. W przypadku
funkcji Scisle wypuktej jest takze gwarancja, ze takie minimum jest tylko jedno. Czyni to
funkcje wypukte prostymi do optymalizacji - prawdziwym wyzwaniem staje si¢ w tym
momencie transformacja rzeczywistych probleméw do probleméw wypuktych.
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wypukty niewypukty (0,0,1)

‘ (0,1,0) 0y
(1,0,0)
01

Rysunek 7.5: Przyktad zbioru wypuktego i niewypuktego (lewa) oraz simplexa standardo-
wego (prawa)

Kombinacje wypukte

W $wiecie optymalizacji popularng rodzing funkcji sa funkcje wypukte. Zanim jednak
przejdziemy do funkcji wypuktych oméwmy kilka innych pomocnych bytéw tak jak
kombinacja wypukta:

Definicja 7.2 — Kombinacja wypukta. Kombinacja wypukta punktow x; € R4 ,d €
N nazywamy sume:
Z oLix;; O € R—I—;Z o=1
i=1 i=1
Kombinacja liniowa jest zatem suma wazonga sktadowych punktéw, gdzie wagi sumuja
si¢ do 1 1 s3 nieujemne (tworza zatem rozktad prawdopodobienistwa - rozktad katego-
ryczny). Wszystkie kombinacje liniowe wybranych punktéw tworza razem zbiér wypu-
kty.
Definicja 7.3 — Zbiér wypukty. Zbiér dowolnych punktéw jest wypukty jesli dowolna
kombinacja wypukta tych punktéw takze znajduje si¢ w tym zbiorze.

Zbior wypukly mozemy zatem zinterpretowaé geometrycznie jako figure zawarta pomig-
dzy tymi punktami. W przypadku dwéch punktéw dostajemy odcinek (A decyduje o
konkretnym potozeniu na tym odcinku), dla 3 punktéw mamy tréjkat, dla 4 czworokat i
tak dalej (az do nieskoriczonosci).

Jedna z bardziej znanych figur wypuktych jest simplex. W przestrzeni (k+1) - wy-
miarowej, simpleks definiowany jest przez (k+1) niezaleznych liniowo punktéw. Dla
k=1 otrzymujemy 2 punkty - simpleks jest odcinkiem. Dla k=2 otrzymujemy trdjkat
rownoboczny, dla k=3 otrzymujemy czworosScian (tetrahedron - nie jest to piramida!).
Szczegbélnym przypadkiem simplexa jest simplex standardowy (probability/standard sim-
plex):

Definicja 7.4 — Simpleks standardowy. k-wymiarowym simpleksem standardowym
nazywamy taki zbior punktow:

{xeR i xg4+ - 4x=1,x,>=0,i=0,...k}

7.2.3 Funkcja wypukta
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tf (@) + (1= t)f (x2)

[+ (1 —t)as)

1 try + (1 —t)z T2

Rysunek 7.6: Wizualizacja definicji funkcji wypukte;j.

Definicja 7.5 — Funkcja wypukta. Funkcja f(x) jest wypukta, jesli dla dowolnych
dwéch punktéw xp, X, i dowolnego A € [0, 1] zachodzi:

FAx1(1=2A)xa) < Af(xr) + (1=2)f(x2)

Jesli nier6wnos¢ jest ostra (<), to funkcja jest SciSle wypukta.

Zapis ten mozemy zinterpretowaé geometrycznie: odcinek taczacy dwa dowolne punkty
na wykresie (cigciwa /odcinek siecznej) lezy w calosci powyzej lub na wykresie funkcji.
Warto wspomnieé, ze punkty lezace ponad wykresem funkcji wypuktej tworza zbior
wypukty.

Jesli funkcja f(x) jest r6zniczkowalna, to jest wypukta wtedy 1 tylko wtedy gdy dla
dowolnych x¢, x; zachodzi:

F(x) = f(x0) + Vf(x0)" (x —x0)

Czyli styczna do wykresu lezy zawsze pod wykresem.

Operacje zachowujgce wypuktosé (wybrane):
e zlozenie funkcji wypuklej z niemalejaca funkcja wypukta
e max
e kombinacja wypukta
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Operacje niekoniecznie zachowujgce wypuktosé
e mnozenie, dzielenie
e przeciwny znak
e kombinacja liniowa/afiniczna
e zlozenie funkcji

Wazne funkcje wypukte:
e funkcja kwadratowa
norma euklidesowa ( 1 dowolna inna)
funkcja wyktadnicza
-logarytm
btad zawiasowy (hinge loss)
entropia krzyzowa (cross entropy, logloss)
abs

7.2.4 Normy, metryki i dywergencje

Normy stuza nam do oceny wielkoSci wektoréw (cokolwiek). Jednak nie kazda funkcja
moze by¢ uzyta jako norma.

Norma
Definicja 7.6 — Norma. Odwzorowanie ||.|| : X — [0,00] jest norma jesli spetnia

nastgpujace warunki:
l. [|x]|=0=x=0
2. [|ox|| = [e[|x]|; e € R
3. e+ x| < |Jx||+||y|] (nieréwnos¢ tréjkata)

Do najbardziej znanych norm naleza:
e norma lp: [|x||, = /X7 [xil?
w szczegdlnosci:
o [i(x) =Y" | |xi| (norma Manhaattariska/takséwkowa),
e Ir(x) = ||x|| (norma Euklidesowa)
e [.(x) = max;(|x;|) (norma Czebyszewa)

Metryka
Metryki stuza do reprezentacji dystansu migdzy dwoma wektorami.

Definicja 7.7 — Metryka. Odwzorowanie d : XxX — [0, o0] nazywamy metryka jesli
dla kazdego x,y,z € X spetnione sg nastgpujace warunki:

1. d(x,y) >0

2. d(x,y)=0=x=y

3. d(x,y) =d(y,x) (symetria)

4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (nieré6wnos¢ trojkata)

Na pierwszy rzut oka normy i metryki wydaja si¢ podobne. Nie jest to przypadek, gdyz
kazda norma indukuje metryke (w druga strong to nie zachodzi).
Definicja 7.8 — Metryka indukowana przez norme. Metryka d jest indukowana
przez norme ||.|| jesli:
d(x,y) =[x =yl
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Najbardziej znane metryki sa indukowane przez najbardziej znane normy, mianowicie
metryka euklidesowa, dystans manhattaniski (odlegtos$¢ takséwkowa) czy dystans Czeby-
szewa.

Okrqgg jednostkowy

Okrag jednostkowy jest to zbiér wektoréw, ktérych norma jest réwna jeden - alternatywnie:
odlegtos¢ od srodka uktadu wspétrzednych to 1. To jak bedzie wygladatl okrag jednostkowy
zalezy od normy jakiej uzyjemy:

T Il ﬂnz I,
Dywergencija

Nie wchodzac w dalsze szczegdty cheieliSmy tu wspomnieé o dywergencjach, ktora stuza
jako bardziej uogdlniona definicja dystansu w stosunku do normy. Dywergencje nie musza
by¢ symetryczne i nie musza spetnia¢ nieréwnosci tréjkata. Dywergencja Kullbacka-
Leiblera (KL divergence) jest najbardziej powszechnie uzywana dywergencja i stuzy do
oceny rozbiezno$ci dwoch rozktadéw prawdopodobienstwa. Jest to kluczowe w przypadku
klasyfikacji - prébujemy doprawodzi¢ do sytuacji gdzie rozktad prawdopodobienstwa
naszych predykcji i danych maja jak najmniej rozbieznosci (mata dywergencja). By
dowiedziec si¢ wigcej zachgcamy do zapoznania z [? ].

Problemy wypukte nierézniczkowalne

Niektére algorytmy np. algorytm (stochastycznego) spadku wzdtuz gradientu wymaga,
aby funkcja byta r6zniczkowalna tj. aby byto mozliwe policzenie kierunku spadku V f(x).
Okazuje si¢ jednak, ze algorytm ten mozna zastosowaé takze do nier6zniczkowalnych
funkcji wypuktych!

Przypomnijmy, ze dla funkcji wypuktlych styczna do wykresu lezy zawsze catkowicie
pod nim.

F(x) = f(x0) + V£ (x0)" (x—xo)

Funkcja wartosci bezwzglednej jest nierézniczkowalna w punkcie x = 0, ale... bez pro-
blemu znajdziemy wiele linii przechodzacych przez ten punkt, aby spetniaty powyzsza
rownos¢! Ta obserwacja prowadzi nas do uogdlnienia definicji pochodnej i zdefiniowania
pod pochodne;.

Definicja 7.9 — Podpochodna. Podpochodng funkcji wypuklej nazywamy takie g,
ktére spelnia warunek:

F(x) = fx0) +8" (x—x0)

Zwro6¢ uwage, ze jezeli pochodna istnieje w danym punkcie funkcji wypuklej to auto-
matycznie jest ona jej podpochodna. W punktach nier6zniczkowalnych moze istnie¢
wiele wektoréw (liczb w 1D) spelniajacych to rownanie (jak w przykladzie z wartoScia
bezwzgledna lub na rysunku 7.7).

Uzywajac podpochodnej modyfikacja algorytmu jest trywialna. W kazdej z iteracji
zamiast pochodnej wstawiamy jedna z podpochodnych (przypominam: tam gdzie funkcja
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S Subgradient

el y = g(x — o) + f(x0)

o x 7

Rysunek 7.7: Wizualizacja definicji podpochodnej w punkcie nier6zniczkowalnym.

jest ré6zniczkowalna istnieje tylko jedna podpochodna réwna pochodnej, wigc w takich
punktach algorytm pozostaje bez zmian) i to tyle... dziata :)

Literatura
Literatura powtérkowa

Metoda gradientéw sprze¢zonych nie jest wcale tatwa w zrozumieniu — zachgcam zapozna-
nie si¢ z bardzo eleganckim wyprowadzeniem na wyktadzie [? ]. Dla naprawdg opornych
mozna przeczytac [? ].

Literatura dla chetnych

W tym tygodniu zachgcamy do zapoznania si¢ z algorytmami do automatycznego liczenia
pochodnych. Wéréd takich technik popularne jest pojecie grafu obliczen (ang. computatio-
nal graph) i liczenie pochodnych na takim grafie. Opis graféw obliczefi wraz z algorytmem
wstecznej propagacji mozna znalezZ¢ np. na stronie http://colah.github.io/posts/
2015-08-Backprop/
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