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WARNING

MATH AHEAD
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Uproszczona budowa neuronu

Jadro neuronu

Ciato komérki
Przewezenie Ranviera
Komoérka Schwanna
Otoczka mielinowa
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Zakoriczenia aksonow
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Trywialna budowa neuronu

Axon\

Cell body
(membrane
potential)

Integration

Dendrites
Synapses

Detector Neuron

Rysunek: *

Close enough!

Konrad Miazga (PUT, FC) Modelowanie matematyczne neuronu biologic Poznan, 2017

7/34



Biologiczne modele neuronéw

Model Hodgkina - Huxleya
Leaky Integrate-and-Fire (uzywany w Nengo)

Ponizszy (uproszczenie modelu AdEx)

. i wiele innych

,All models are wrong but some are useful”

George E. P. Box
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Rodzaje wejs¢é

@ Wejscia pobudzajace — zwiekszaja potencjat btonowy neuronu
(przyktad: neuron piramidalny).

@ Wejscia hamujace — zmniejszajg potencjat btonowy neuronu
(przyktad: neuron gwiazdzisty).

e Wejscia wyciekajace — staty wyciek kationéw potasu (K') na
zewnatrz komorki.
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A Inhibitory
Walczace ze soba sity: Synaptic

Na/K
Pump[/\rr'

@ napiecie (prad/magnetyzm)

e dyfuzja (zwiekszanie entropii)

Balansuja sie dla:
e —70mV dla CI~ i KT,
e +55mV dla Nat.

=70V
orhv

Kanaty s3 otwarte:
@ zawsze dla K™,
@ przy impulsach na wejsciach dla ClI~ (wejécia hamujace) i Na*
(wejscia pobudzajace).
@ ponadto, Na™ jest aktywnie pompowane na zewnatrz (niezaleznie od
napiecia i dyfuzji).
Potencjat btonowy neuronu pozostawionego samemu sobie, ustabilizuje sie
w okolicy -7T0mV.
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Inhibition Excitation
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Inhibition Excitation

a) Resting state : 4
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Uzywane oznaczenia

g — konduktancja wej$¢ pobudzajacych

g; — konduktancja wej$¢ hamujacych

g — konduktancja wejs¢ wyciekajacych

E. — pobudzajacy potencjat napedowy (0mV)
E; — hamujacy potencjat napedowy (—75mV)
E; — wyciekajacy potencjat napedowy (—70mV')
0 — prég pobudzenia neuronu (—50mV)

V» — potencjat btonowy
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Interpretacja

e g — konduktancja — jak dobrze przewodzony jest prad/jak szybko
moze przeptywal fadunek/jak szeroki jest kanat ktérym przeptywa
fadunek.

o E — potencjat napedowy — potencjat btonowy jaki osiggniemy jesli nie
bedziemy przeciwdziataé pobudzeniu/hamowaniu/wyciekowi.

@  — prég pobudzenia neuronu — warto$¢ potencjatu btonowego przy
ktérym neuron wysyta na wyjscie impuls.

e V,, — potencjat btonowy — napiecie pomiedzy wnetrzem neuronu a
jego otoczeniem (w przyblizeniu: réznica miedzy balansem
anionéw (-) i kationéw (+) wewnatrz i na zewnatrz neuronu).

Konrad Miazga (PUT, FC) Modelowanie matematyczne neuronu biologic Poznan, 2017 14 / 34



Natezenie pradu pobudzajacego

Ie = 8e (Ee - Vm)

Natezenie pradu hamujacego

li=gi(Ei— Vm)

Natezenie pradu wyciekajacego

=g (E — Vm)
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taczne natezenie pradu

Inet:le+li+II:
= 8e (Ee - Vm) +gi(Ei - Vm) +gI(EI - Vm)
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Zmiana potencjatu btonowego w czasie

Vm(t) = Vm(t - 1) + dtymlnet

Vm(t) = Vm(t - 1) + dtym [ge (Ee - Vm) + &i (Ei - Vm) + 8 (El - Vm)]
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Zadanie 1:

Dla znanych wartosci Ec = 0mV, E; = —75mV, E; = —70mV oraz
zatozeniu, iz wartosci konduktancji nie zmieniaja sie w czasie i wynosza
odpowiednio g, = 0.2, gi = 0.1, gy = 0.1, oblicz warto$¢ potencjatu
btonowego dla trzech kolejnych momentéw czasowych, zaczynajac od
Vm(0) = —60mV. Przyjmij dt,, = 1. Czy wartosci potencjatu btonowego
zmieniaja sie w sposéb liniowy?
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Konduktancja wej$¢ pobudzajacych

8e = gege(t)

Konduktancja wejs¢ hamujacych

g = g;&i(t)

Konduktancja wejs¢ wyciekajacych

g =3

@ g — maksymalne przewodnictwo (gdy wszystkie kanaty s3 otwarte)
@ g(t) — utamek kanatéw otwartych w danej chwili czasu
e g. = 100nS; g; = 100nS; g, = 10nS
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Utamek otwartych kanatéw

1 n
g(t) = —ZX,'W,'
|

e n — ilo$¢ potaczen danego typu (pobudzajacych / hamujacych)

@ x; — aktywno$é neuronu przesytajacego i

e w; — sifa (waga*®) potaczenia synaptycznego miedzy neuronem
przesytajacym i a neuronem odbierajagcym

* - analogicznie do wag potaczen w sztucznych sieciach neuronowych
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Oblicz wartos$¢ konduktancji wejé¢ hamujacych, jezeli neuron posiada trzy
wejscia hamujace o parametrach:

it |2 |3
x 0o [1 |1
w; || 0.8/0.6]0.4
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@ Jezeli potencjat btonowy jest wysoki, tadunek bedzie szybciej uciekat
z komérki niz do niej naptywat

@ Jezeli potencjat btonowy jest niski, fadunek bedzie szybciej naptywat
do komérki niz z niej uciekat

o Dla jakiej wartosci potencjatu btonowego tadunki uciekajace i
naptywajace sie réwnowaza?

e V' — potencjat réwnowagowy btony - po osiagnieciu tego stanu
potencjat przestaje sie zmieniac (o ile nie zmienia sie parametry
uktadu, np. aktywnos$¢ neurondw przesytajacych).

e Jezeli Vi, < 0, neuron nie bedzie wysytaé impulséw na wyjécie!

Konrad Miazga (PUT, FC) Modelowanie matematyczne neuronu biologic Poznan, 2017 22 / 34



Zmiana potencjatu btonowego w czasie

Vin(t) = Vin(t — 1) + dtym/net
Vim(t) = Vip(t — 1) <= lhet =0

v

Rozwigzanie réwnania dla V,,

0=ge(Ee— V) +gi(Ei— Vi) + g (E - V,)7)
8e 8i 8
Vel = E. + E; + E
™ getgita © getgita gtagita
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o W jaki sposob wyjscie neuronu zalezy od jego potencjatu?
e Gdy V' < 6, wyjécie neuronu jest nieaktywne.

e Gdy V' = 6, na wyjécie neuronu wysytany jest krétki (ok. 1ms)
sygnat, jednoczesnie potencjat btonowy komérki jest resetowany do
stanu V,,, = E;.
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Zadanie 3:

Czy dla znanych wartosci

Ec=0mV,E;=—-75mV E, = —70mV,0 = —50mV neuron bedzie
wysytat impulsy jezeli g = gi = g;7 Czy wartos¢ konduktancji ma
znaczenie jesli s3 one sobie rowne?

Konrad Miazga (PUT, FC) Modelowanie matematyczne neuronu biologic Poznan, 2017 25 / 34



—net —vm —acteq
— I net —act — adapt

A
< TR

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
cycle

net

Konrad Miazga (PUT, FC) Modelowanie matematyczne neuronu biologic:



o W praktyce, interpretowanie wyjscia jako serii impulséw moze by¢
niepraktyczne.

o Jezeli zatozymy, iz tempo wysytania przez neuron sygnatéw niesie
catos¢ istotnej informacji, mozemy uzy¢ kodowania
czestotliwosciowego (ang. rate coding, frequency coding).

@ Moze by¢ interpretowane jako $rednia ilos¢ impulséw na chwile czasu
(zazwyczaj normalizowane do wartosci z zakresu 0-1).
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o Jak dla zadanych parametréw obliczy¢ rate code dla wyjscia neuronu?

@ Nie wystarczy znajomoé¢ V! Dla réznych parametréw
produkujacych rézne Vi, czas osiagniecia przez neuron V,, = f moze
sie réznié!

o Wyznaczmy konduktancje wej$¢ pobudzajacych gf, dla jakiej
Vel = 6.

Wzér na progowa konduktancje wejs¢ pobudzajacych

glE. + giEi + giE

0 = 7
8 +8 + 8
o _ &i(Ei—0)+ai(E —0)
ge 0_ Ee

@ Zamodelujmy rate code jako funkcje od réznicy miedzy konduktancja
progowa a rzeczywista y = f(ge — g%)
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o Nasza funkcja powinna:

o osiaga¢ wartosci bliskie 0 dla g. = g?

e nie powinna dazy¢ do nieskonczonosci dla rosnacego g, ale sie nasycaé
(dazy¢ do konkretnej wartosci)

e powinna by¢ gtadka (bez nagtych skokéw)

@ mozna zastosowaé wygtadzong funkcje X-over-X-plus-1 (XX1)

X
x+1

f(x) =

@ ~ — parametr skalujacy.

Rate code

y = ’Y[ge - gg]+
v[ge — g8l+ +1
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o Gtadkos$¢ funkcji mozna zapewnié poprzez zastosowanie wygtadzania
gaussowskiego.

@ Aby odzwierciedli¢, iz zmiany w ge wptywaja na wyjscie z
opdznieniem, mozna oblicza¢ rate code jako:

Rate code (z opéznieniem)

y(t) = y(t — 1) + dtym(y*(t) — y(t — 1))

e y(t)* — funkcja XX1 z wygtadzaniem gaussowskim
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Zadanie 4:

Jaki musi by¢ co najmniej stosunek konduktancji wej$¢ pobudzajacych do
konduktancji wej$¢ hamujacych (if) jezeli dla znanych wartosci
Ec=0mV,E;=—-75mV, E = —-70mV,0 = —50mV/, gi = g neuron
bedzie wysytat impulsy?
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Leaky integrate-and-fire to prosty model neuronu impulsowego, oparty o
jeden wzér:

) v;it) e dV(,;,t(t) J

Mozemy z niego wyznaczy¢ warto$¢ o ktéra nalezy kazdorazowo zwiekszy¢
stan wewnetrzny (potencjat btonowy) neuronu:

dVn(t)  1(2) — Y2l
da Cn
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dVin(t)  1(2) — Yo
dt Cm

e /(t) — napiecie wejsciowe (suma napiecia pobudzajacego i
hamujacego). Liczone jako zwykta suma wazona wejs¢.

e V,(t) — potencjat btonowy.

° Rim — konduktancja wejs¢ wyciekajacych (Rp - opdr membrany).

e Cp, — pojemnos¢ elektryczna neuronu (steruje szybkoscia catego
procesu).
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@ Aby zasymulowa¢ generowanie impulséw, po przekroczeniu wartosci
progowe] potencjatu btonowego wysytamy jednorazowo sygnat na
wyjscie neuronu.

@ Jednoczesnie, po wystaniu impulsu resetujemy warto$é potencjatu
btonowego.

@ Aby uniknaé nieograniczonej czestotliwosci impulsowania, przez okres
trer iteracji po wystaniu impulsu neuron powinien by¢ nieaktywny.
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