WSPOMAGANIE DECYZJI - MitOoSz KADZINSKI

LAB Il — TEORIA SPOLECZNEGO WYBORU (GLOSOWANIA)

1. Wprowadzenie
Zbiér n kandydatow/wariantow X ={a, b, c, ...}
Zbiér m wyborcéw/decydentow W

Jak gtosujemy? (zrédito wiki)

Vote for any number

Vote for one option, of options.
| Joe Smith || Joesmith
x John Citizen X John Citizen
| Jane Doe ‘ | Jane Doe
| Fred Rubble || Fred Rubble
Mary Hil X Mary Hill
Rank any number of You have 10 votes,
options in your order Distribute them among th
of preference, options however you wani
B Ll || Joe Smith
1 J John Citizen 2; John Citizen
3 Jane Doe Jane Doe
| Fred Rubble Fred Rubble

| Mary Hil Mary Hil
2 A

Faound 2

Jan= Doe

)( Mary Hill

Rate each between -10
and 10

| 7| Joe Smith
‘IO__ John Citizen
‘—3' Jane Doe
0| Fred Rubble

10| Mary Hil

Dla ¢éwiczen zaktadamy, ze preferencja pojedynczego gtosujacego jest wyrazana jako ranking kandydatéw

(w szczeg6linym przypadku moze byé to jeden lub kilku kandydatow):

w1

a

b

c

Profil preferencji :

W1 | W2 | W3
a b c
b
c a a

Reguta spotecznego wyboru (glosowania; social choice rule - SCR) agreguje profil preferencji w rezultat

spoteczny (social outcome) — na podstawie indywidualnych preferencji nalezy ustali¢ taczne preferencje

i stworzy¢ ranking (wybra¢ najlepszego kandydata; mogg byé remisy (radzenie sobie z remisami to osobna

dziedzina)).

Przyktady: wybory polityczne, wybor pracownikéw, wybér projektéw, rodzina decydujgca o miejscu wakacji,

itd.



Przyktad szczegélny 1 :

Wynik (ale czy zawsze?):

Przyktad szczegélny 2 :




2. Reguly glosowania
System wi ekszo $ciowy - plurality rule  (simple majority, wiekszo$¢ wzgledna) - wygrywa ten, ktory jest
zwyciezca dla najwiekszej liczby gtosujacych (dostat najwiecej gtoséw); w ogélnosci gtosujacy nie musi
dostarczac petnego rankingu, a tylko wskazywaé najlepszego kandydata; najczesciej stosowana w praktyce;
jesli jest tylko dwéch kandydatéw, to jest Swietna; wady - ignorowanie catego rankingu, roztozenie gtosow
wsrdd podobnych kandydatow; czesto gtosujacy nie wskazuje swojego najlepszego kandydata, ale tego kto
ma szanse wygrac.
Dane:
4:A>B>C
3:B>C>A
22.C>B>A
Decyzja: 4 za A, 3 za B, 2 za C — wygrywa A.
System wiekszosciowy jest jedynym systemem spetniajgcym nastepujgce warunki:
= anonimowosé — kazdy gltos ma te samg wage,
= neutralnos$é¢ — nierozréznialnosé wariantdéw; zmieniajac nazwiska kandydatow otrzymujemy
tego samego kandydata tyle, ze z odpowiednio podmienionym nazwiskiem,
= monotoniczno$é — jezeli x jest zwyciezca, a jeden z wyborcéw podniesie pozycje x w swoim
rankingu, to x nadal bedzie zwyciezcg po uwzglednieniu tej zmiany.
Przyktady: Wielka Brytania, USA, Azerbejdzan, Kanada, Jamajka, Kenia, Iran, Kuwejt, Nepal, Singapur,

Potudniowa Korea, w sumie ponad 40 panstw

Antiplurality rule (kazdy z wyjatkiem ostatniego kandydata jest nagradzany)
Decyzja: 4 za A, 9 za B, 5 za C — wygrywa B

A co z przypadkiem szczegélnym 1?

Glosowanie akceptacyjne (approval voting ) — kazdy glosuje na podzbiér kandydatéw, sposrod ktorych
kazdy otrzymuje jeden punkt. Ostateczny ranking wynika z sumarycznej liczby punktéw
4: A
3:B,C
2:C
Decyzja: 4 za A, 3 za B, 5 za C — wygrywa C
Przyktady: konklawe miedzy 1294 a 1621, wybér sekretarza generalnego ONZ



Plurality run-off (run-off election) — jesli w pierwszej turze nikt nie osiggnie wiecej niz 50%, to do drugiej
rundy przechodzi dwéch kandydatéw z najwiekszg liczba.
Dane:
4:A>B>C
3:B>C>A
22C>B>A
Decyzja: 4 za A, 3 za B, 2 za C — zostawiamy A, B
4. A>B
3:B>A
22B>A
Decyzja: 4 za A, 5 za B — wygrywa B
Przyktad: wybory prezydenckie w Polsce, Francji (Le Pen w 2002), Brazylii, Ghanie, Portugalii,
Ukrainie, itd.

Single transferable vote (STV) - aby wygrag, trzeba mie¢ ponad 50% gtoséw (quota); jesli w danym etapie
to nie jest mozliwe, usuwa sie najstabszego, i tak do skutku, przesuwajgc odpowiednio gtosy po usunigeciu
kandydata/ow.
Dane:
5:A>B>C>D
7:B>D>C>A
7.C>B>A>D
4:D>C>B>A
Etap 1: 5za A, 7 za B, 7 za C, 4 za D — nikt nie ma wiecej niz 50% - brak decyzji, usuwamy D
5:A>B>C
7.B>C>A
7.C>B>A
4:C>B>A
Etap 2: 5 za A, 7 za B, 11 za C — nikt nie ma wiecej niz 50% - brak decyzji, usuwamy A
5:B>C
7.B>C
7.C>B
4:C>B
Etap 3: 12 za B, 11 za C — wygrywa B
Wykorzystanie: Australia, Nowa Zelandia (dla trzech kandydatéw STV = Plurality with run-off)



Wybrane paradoksy
Winner-turns-loser paradox — zwyciezca staje sie przegranym, jesli niektorzy wyborcy podniosa jego
ranking w swoich profilach preferencyjnych:
27:A>B>C
42:C>A>B
24:B>C>A
Plurality run-off: w | etapie wygrywa A oraz C, potem C bije A 66:27
Zalézmy, ze 4 wyborcow podniosto ranking C z trzeciego miejsca na pierwsze:
23:A>B>C
46:C>A>B
24:B>C>A
Plurality run-off: w | etapie wygrywa B i C, potem B bije C 47:46. C przegrywa mimo, ze uzyskato

dodatkowe wsparcie.

No-Show paradox — niewygrywajacy do tej pory kandydat wygrywa, pomimo ze dodano profile, w ktérych
jest on na ostatnim miejscu:

23:A>B>C

46:C>A>B

24:B>C>A

Plurality run-off: ostatecznie wygrywa B

25-65: A>B>C

46:C>A>B

24:B>C>A

Plurality run-off: ostatecznie wygrywa C (a dodano rankingi, w ktérych byt na ostatnim miejscu)

Glosowanie wg. Bordy (Borda rule, reguta Bordy, Jean-Charles de Borda - kazdy wyborca szereguje
wszystkich n kandydatéw; ten ktory jest pierwsze dostaje n-1, ten drugi n-2 punkty, ..., ten najstabszy O;
wygrywa wariant z najwiekszg sumaryczng liczbg punktéw; wada - wysokie koszty)
Dane:
4:A>B>C
3:B>C>A
22.C>B>A
Obliczenia
A: 42 + 01 + 5[0 = 8 gtosow
B: 32 + 61 + 00 = 12 glosow
C: 22 + 31 + 40 = 7 glosow
Decyzja: B jest zwyciezcag

Wykorzystanie: Stowenia (mniejszos¢ narodowosciowa), prezydent Kiribati, parlament Nauru

Uogdlnienie: Positional scoring rule

Wektor punktéw/wynikéw s = <s1, s2, ..., sn>, gdzie s1 >=s2 >= ... >=sn.
Borda rule: <n-1, n-2, ..., 0>

Plurality rule: <1, O, ..., 0>

Antiplurality rule: <1, ...,1, 0>


Marcin
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Glosowanie wg. Condorceta - poréwnuje sie wszystkie pary wariantow; wariant, ktéry wygrywa wszystkie
poréwnania parami z innymi wariantami jest zwyciezcg (Condorcet winner );
w kazdej komérce macierzy (x,y) — liczba pojedynkéw wygranych przez wariant z wiersza (x) / liczba

pojedynkéw wygranych przez wariant z kolumny (y))

Dane: A B C D
1:B>C>A>D A - 211 211 2/11
1:.D>A>C>B B 1/2 - 1/2 2/1
1:A>C>B>D C 1/2 2/1 - 2/1

D 1/2 1/2 1/2 -

Decyzja: A jest zwyciezca

Macierz poréwnan:

Dane: A B C
4:C>B>A A - 37 3/7
3:B>C>A B 713 - 6/4
3:A>B>C C 713 4/6 -

Decyzja: B jest zwyciezca

Reguta Copelanda (Copeland rule ) — wygrywa kandydat, dla ktérego roznica liczby wygranych

pojedynkéw i liczby przegranych pojedynkéw z innymi kandydatami (poréwnan parami) jest maksymalna

Dane: Macierz poréwnan:

31:A>E>C>D>B A B C D E

30:B>A>E>C>D A - 41/59 | 71/29 | 61/39 | 100/0

29:C>D>B>A>E B | 59/41 - 40/60 | 30/70 | 69/31

10:D>A>B>C>E C | 29/71 | 60/40 - 90/10 | 39/61
D | 39/61 | 70/30 | 10/90 - 39/61
E | 0/100 | 31/69 | 61/39 | 61/39 -

Decyzja: A (wygrat 3, przegrat 1), B (2 vs. 2), C (2 vs. 2), D (1 vs. 3), E (2 vs. 2) — zwyciezca A



Reguta Kemenego - wybierz ranking, ktéry jest najblizszy rankingowi wyborcéw pod wzgledem catkowitej

liczby przestawien

Dane: Wygrane:

7:M>W>B M w

9:W>B>M M - 11 7

4:B>M>W W 9 - 16
B 13 4 -

Mozliwe rankingi (sumujemy zgodno$¢ gtosow):
MWB-(Mvs.W=11)+(Mvs.B=7) + (W vs.B=16)=34
MBW-(Mvs.B=7)+(Mvs.W=11)+ (Bvs. W =4) =22
WMB-Wvs.M=9)+(Wvs.M=16)+ (Mvs.B=7)=32
WBM-Wvs.B=16)+(Wvs.M=9) +(Bvs. M=13) =38
BMW-(Bvs.M=13)+(Bvs.W =4)+ (Mvs. W =11) =28
BWM-(Bvs.W=4)+Bvs.M=13)+ (W vs.M=9) =26
Decyzja: W >B>M

Reguta maximin (maximin rule) — uszereguj warianty zgodnie z minimalnym wsparciem, jakie otrzymujg w
poréwnaniach parami; im wieksze, tym lepsze.

Niech score(X,Y) oznacza liczbe glosujacych, ktérzy w zestawieniu X oraz Y, wyzej cenig X

W = argmaxy(minyscore(X,Y))

7:-M>W>B

9:W>B>M

4:B>M>W

Decyzja: M — min{11, 7} =7, W —min{9,16} = 9, B — min{13, 4} = 4, ranking W > M > B

Reguta Coombsa (Coombs rule ) — podobna do STV, tyle ze eliminuje sie kandydata, ktéry jest najmniej
preferowany przez najwieksza liczbe gtosujacych (ma najwieksza liczbe ostatnich pozyciji); do skutku, dopoki
nie osiggnieta zostanie wiekszosc.

Dane:

7:M>W>B

9:W>B>M

4:B>M>W

| etap: odrzucamy M

Il etap: odrzucamy B, wygrywa W

Reguta Baldwina (Nansona) — w kazdym kroku eliminowany jest kandydat z najgorszym wynikiem
w gtosowaniu Bordy.

Dane:

7:M>W>B

9:W>B>M

4:B>M>W

| etap: M =18, W = 25, B = 17, eliminujemy B

Il etap: M =11, W =9, wygrywa M

Ranking Baldwina (Nansona) - M >W > B



Metody wspoiczesnie stosowne do podziatu mandatébw w systemach wyborczych opartych

proporcjonalnej reprezentacji z listami partyjnymi.

Metoda d’Hondta

» faworyzuje duze ugrupowania

» wybory parlamentarne: Polska, Austria, Finlandia, Izrael, Hiszpania, Holandia

e dzielimy liczby uzyskanych gtoséw przez kolejne liczby naturalne: 1, 2, 3, 4, 5,...

e znajdujemy najwieksze ilorazy liczby uzyskanych gtoséw

» obsadzamy tyle mandatéw, ile jest dostepnych w danym okregu

e remis — decyduje ogélna liczba gtoséw, a potem liczba zwycieskich obwodéw

Przyktad: do obsadzenia jest 8 mandatéw, 3 partie: A,Bi C

na

A B C
N=1 240 360 150
N=2 120 180 75
N=3 80 120 50
N=4 60 90 37.5
N=5 48 72 30

Wyniki:
360B, 240A, 180B, 150C, 120B, 120A, 90B, 80A
B - 4 mandaty, A — 3 mandaty, C — 1 mandat

Metoda Sainte-Lague

* podziat bardziej proporcjonalny niz u d’Hondta

e wybory parlamentarne: Norwegia, Szwecja, Dania, Bosnia, totwa, Kosowo, Niemcy, Nowa Zelandia,

Polska — 2001r.

» dzielimy liczby uzyskanych gloséw przez kolejne liczby nieparzyste: 1, 3, 5, 7, ...

» (czasami 1 zastepuje sie 1.4 — wtedy zmodyfikowana metoda Sainte-Lague)

A B C
N=1 240 360 150
N=3 80 120 50
N=5 48 72 30
N=7 | 34,28 | 51,43 | 21,43

Wyniki:
360B, 240A, 150C, 120B, 80A, 72B, 51,43B, 50C
B - 4 mandaty, A — 2 mandaty, C — 2 mandaty

Whioski :

= Istnieje wiele sensownych regut glosowania.

= Niemal dla wszystkich metod gtosowania mozna podac¢ przyktady, dla ktérych zastosowanie tych regut

prowadzi do réznych wynikow.

= Rezultat glosowania zalezy od preferencji wyborcow, ale chyba w wiekszym stopniu od tego, jakg regute

zastosuje sie do ich agregaciji.




3. Power indices (,indeksy mocy”)  (na podstawie prezentacji Stefano Morettiego)

Budynek z trzema wspoétwtascicielami:

b -
=

=  Kazdy wspoétwtasciciel ma wage proporcjonalng do powierzchni mieszkania (np. przeskalowang

tak, by wagi wszystkich wspétwiascicieli sumowaty sie do 1000)
= Regula decyzyjna: grupa wspoétwiascicieli jest wygrywajaca jesli taczna suma wag jej cztonkow
wynosi 667 (co najmniej 2/3) — wtedy moze przeforsowac decyzje dotyczaca budynku.

= Jak zbada¢ site kazdego ze wspotwiascicieli?

Jakie wtasnosci powinien spetnia¢ indeks mocy?

, Ta grupa ma mniej gtoséw niz 667

-y =

, , Ta grupa ma mniej gloséw niz 667

, @ , Ta grupa ma wiecej gtosow niz 667

[0] Ta grupa ma mniej gtosow niz 667

e

, Ta grupa ma mniej gloséw niz 667

Ta grupa ma mniej gtoséw niz 667

Ta grupa ma mniej gtoséw niz 667

, @ Ta grupa ma wiecej gtosow niz 667

Null player property — moc gracza, ktéry nigdy nie przyczynia sie do utworzenia koalicji wygrywajacej

, =0

powinna wynosi¢ 0:



Anonimity property — indeksy mocy nie mogg by¢ uzaleznione od nazwisk graczy:

1y

Efficiency property — suma mocy wszystkich graczy powinna wynosi¢ 1:

-
~

oy

'y

>D »P =D

Shapley & Shubik Power index  (spetnia null player property, anonimity property, efficiency property
oraz transfer property (tej ostatniej nie omawiamy)):

Rozwaz wszystkie permutacje graczy:

, pivotal
’ pivotal
, pivotal
, pivotal
pivotal
‘523. pivotal

Policz, ile razy kazdy z graczy przeksztatca grupe z koalicji niewygrywajacej w koalicje wygrywajaca
(pivotal) (,pokdj, do ktérego wchodzg pojedynczo gracze i trzeba zauwazyc¢, w ktorym momencie koalicja
wewnatrz pokoju jest wygrywajaca”):

’ ) # Bpivotal) ,/Kj z

#(all permutations of players)




Banzhaf Power Index
Gracz i jest krytyczny dla danej koalicji, jesli:
= inalezy do koalicji,
= koalicja nie bytaby wygrywajaca, gdyby gracz i z niej odszedt.
Banzhaf Power Index (i) = Bz(i) =
= Number of winning coalitions for which i is critical / Total numbr of times all players are critical

Rozwaz wszystkie podzbiory zbioru graczy:

Y I

Wybierz te, ktére sg wygrywajgce:

A It

Okresl liczbe koalicji wygrywajacych, dla ktérych kazdy gracz jest krytyczny:
White = 2, Green = 2, Red = 0.
taczna liczba ,bycia krytycznym” wszystkich graczy = 4:
Bz(white) = ¥, Bz(green) = %, Bz(red) =0

Dla tego przyktadu wyniki wyszly takie same, w og6Inosci wychodzg oczywiscie inne:

Rada bezpieczenstwa ONZ - 5 statych cztonkéw (Chiny, Francja, Rosja, Wielka Brytania, USA) i 10
okresowych (2-letnie kadencje); aby podjaé rezolucje potrzeba 9 gtoséw z 15 cztonkdw rady, przy czym

wystarczy co najmniej 1 gtos negatywny cztonka stalego, by rezolucje odrzucic¢:

Shapley-Shubik power index

Banzhaf power index




