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Optymalizacja
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Typowe problemy w informatyce

Problemy w informatyce dzielimy na:
o decyzyjne
- czy w grafie istnieje miedzy dwoma punktami droga o dtugosci < 20 km?
- czy mozna zakupi¢ wymagane produkty przy zadanych ograniczeniach?
o optymalizacyjne
- jaka jest najkrotsza droga miedzy dwoma punktami w grafie?
- ile maksymalnie produktéw mozna kupi¢ przy zadanych ograniczeniach?
o przeszukiwania
- wskaz w grafie droge o dtugosci < 20 km.
- wskaz taka liczbe zakupionych towaréw, by ograniczenia byty spetnione.
- dla danej listy liczb zwré¢ liste z elementami utozonymi malejaco.
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Na czym polega optymalizacja?

Intuicyjnie: chcemy uczyni¢ cos$ tak dobrym, jak to tylko mozliwe w danej
sytuacji.

Warto$¢ optymalna to taka warto$¢é, ktérej nie mozna w zaden sposoéb
poprawi¢ w danej sytuacji/problemie.

Przykfady optymalizacji:
@ przydziat pracownikéw do zadan,
o decyzje dotyczace produkgji,
o zakupy,
o dystrybucja towaréw,
@ czas tadowania strony internetowej,
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Podstawowe pojecia zwigzane z optymalizacja

Funkcja celu

°
o Zmienne decyzyjne
o Ograniczenia

o

Przestrzen rozwigzan
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Funkcja celu

e Zapisywana zwykle w postaci f(x, ..., Xn).

o Wyraza liczbowo to, co chcemy zoptymalizowaé. Mozemy chcieé, by
warto$¢ funkgji celu byta jak najmniejsza (problem minimalizaciji),
albo jak najwieksza (problem maksymalizacji).

o Jako ze jest to funkcja, to przyjmuje pewne argumenty, tzw. zmienne
decyzyjne (x1,...,Xp).

Funkcja celu moze by¢ np. zysk z produkcji wyrazony w PLN, taczny koszt
zakupionych produktéw albo czas przejazdu wyrazony w godzinach.
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Zmienne decyzyjne

@ X1,...,Xn.
o Reprezentuja to, na co mamy w problemie wptyw.

o Dla kazdej kombinacji wartosci zmiennych funkcja celu zwréci pewna
warto$¢. Naszym celem jest znalezienie takich wartosci zmiennych
decyzyjnych, dla ktérych funkcja celu zwrdci optymalng wartos¢.

o Jezeli przyjmuja tylko wartosci {0,1} to nazywamy je zmiennymi
binarnymi.

Zmiennymi decyzyjnymi moze by¢ np. liczba produktéw danego typu do
zakupienia albo to, czy przydzielamy danego pracownika do jakiego$
zadania czy nie (wtedy zmienna binarna).
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Ograniczenia

o Médwig nam o tym, ktére rozwigzania s dopuszczalne w danym
problemie.

o Czesto obrazuja ograniczenia na liczbe posiadanych zasobéw jakiego$
typu.

Przyktady:

- dysponujemy budzetem 1000 zt i tylko tyle mozemy sumarycznie wydaé
na pakiety akcji. Niedopuszczalne beda wszystkie przydziaty wartosci do
zmiennych decyzyjnych prowadzace do przekroczenia tej sumy.

- niektoérzy pracownicy potrafig wykonywa¢ tylko niektére zadania i nie
mozna ich przydzieli¢ do innych.

- w sklepie s3 rézne ilosci towaréw i nie mozna kupi¢ danego towaru wiecej
niz liczba jego sztuk na stanie (fizycznie niemozliwe).
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Przestrzen rozwigzan

@ Jest to zbiér wszystkich mozliwych dozwolonych kombinacji
wartosci zmiennych decyzyjnych.

Przyktad: Jezeli funkcja celu jest okreslona na dwéch binarnych
zmiennych decyzyjnych a i b, to przestrzen przeszukiwania ztozona jest z
czterech rozwiazan: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Przedstawia ona wszystkie
mozliwe kombinacje przypisan wartosci do tych dwéch zmiennych.
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Przestrzen rozwigzan

Moze by¢ dyskretna:
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Obecnos¢ produktu w koszyku méwi o tym, czy w danym wypadku zostat
zakupiony czy tez nie (zmienna binarna). Z kazdym takim koszykiem
mozna powigzaé pewng wartos¢ funkgcji celu.
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Przestrzen rozwigzan

Albo ciagta:
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W tym wypadku zmienne decyzyjne (na osiach X i Y) moga przyjaé
dowolne rzeczywiste wartosci. Wartosci funkgji celu (na osi Z oraz kolor)
na rysunku réwniez s3 liczbami rzeczywistymi, ale w ogdlnosci nie jest to
konieczne.
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Rodzaje algorytméw optymalizacyjnych

o Algorytmy dokfadne — sprawdzaja caty przestrzen rozwigzan.
Algorytmy te daja gwarancje, ze otrzymany wynik rzeczywiscie jest
najlepszy z mozliwych. Czesto potrzebuja bardzo duzo czasu na
uzyskanie wyniku.

o Algorytmy heurystyczne — nie daja gwarancji, ze zwrécony wynik
jest optymalny, jednak potrafiag go uzyskac relatywnie szybko.

To, ktérego uzyjemy w praktyce, bedzie zaleze¢ od naszych potrzeb i
ograniczen, w szczegblnosci czasowych.
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Programowanie liniowe
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Programowanie liniowe

o Szczegdlny problem optymalizacji, w ktérym funkcja celu i
ograniczenia maja posta¢ funkgji liniowej, czyli zmienne decyzyjne
moga by¢ mnozone tylko przez pewne state (wigcej o tym za chwile).

o Jak to czesto bywa w informatyce, natozenie takich dodatkowych
ograniczen na strukture problemu pozwala uzy¢ wyspecjalizowanych
algorytmdw, ktére potrafig zwréci¢ wynik szybciej.

@ Bardzo wiele probleméw w informatyce mozna sprowadzi¢ wtasnie do
zadania programowania liniowego.
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Przyktadowe zadanie dla programowania liniowego

Rolnik postanowit zasadzi¢ sadzonki trzech typéw — A, B i C. Kazda z
sadzonek zajmuje odpowiednia iloé¢ miejsca: A — 2m?, B — 1.5m?, C -
2.5m?. Dodatkowo, kazde drzewo potrzebuje odpowiedniej ilosci nawozu:
A — 10 jednostek, B — 15 jednostek, C — 20 jednostek. Po pewnym czasie
nasz rolnik bedzie miat z sadzonek zysk: A — 500zt, B — 400zt, C — 700zt.
Majac ograniczony obszar pola (500m?) i ograniczona ilo$¢ nawozu (2000
jednostek), wybierz sadzonki tak, aby rolnik zarobit najwiecej.
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Funkcja celu

o Kazdej zmiennej decyzyjnej x; przydzielona jest pewna waga c;.

o Funkcja celu ma posta¢ sumy wartosci wszystkich zmiennych
decyzyjnych pomnozonych przez ich wagi.

@ Moze by¢ maksymalizowana lub minimalizowana.

(max)/(min) z = z”: G- X
j=1

Przyktad
o "Za kazdy sprzedany towar A sprzedawca zarobi 5 zt, a za kazdy

towar B 3 zt+."
Funkcja celu: (max) z=5-xa+ 3 xg
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Funkcja celu

Uwagi:
o W funkcji celu nie mozna mnozy¢ miedzy sobg zmiennych
decyzyjnych, czyli np. zabronione jest x4 - xg. Taka operacja czyni
problem nieliniowym (i trudniejszym do rozwigzania).
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Ograniczenia

o Ograniczaja dopuszczalne wartosci zmiennych decyzyjnych.
o Maja ogdlna postac:

ainxy + apxe + -+ ainxn {<,=,2} b1
ax1 + apxe + -+ axn {<,=, 2} b2

AmiX1 + ameXx2 + -+ + amnXn {<7 =, 2} bm

o Zaktadamy, ze wszystkie x; sa nieujemne.

Przyktad
e "Mamy 3 rodzaje czesci i mozna ich sprowadzi¢ sumarycznie nie
wiecej niz 600."
Ograniczenie: x5 + xg + x¢ < 600
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Metody rozwigzania

o Metoda graficzna. (nastepne zajecia?)

o Korzystajac z solvera wbudowanego w MS Excela/Libre Office Calc.
(te zajecia?)

o Korzystajac z zoptymalizowanego ze wzgledu na wydajnosé
zewnetrznego solvera, np. LPSolve, Gurobi, CPLEX.
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Przypadki szczegdlne

Brak rozwigzan dopuszczalnych.

(max) z = x;
2
1

WV

X1

X1

N

Nie mozna przydzieli¢ wartoéci do x; tak, by wszystkie ograniczenia byty
spetnione. Dla tej instancji problemu nie ma zadnego rozwigzania
dopuszczalnego.
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Przypadki szczegdlne

Brak rozwigzania optymalnego.

(max) z = x;
X1 2 2

Mozemy podstawia¢ w nieskonczono$¢ coraz to wieksze wartosci pod xi,
tak wiec zadnego konkretnego rozwigzania nie mozemy nazwaé
optymalnym.
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Przypadki szczegdlne

Nieskonczenie wiele rozwigzain optymalnych.

(max) z = x1 + x2

x1+x <10

W tym wypadku optymalne s3 rozwigzania (x; = 1,x; = 9),
(x1 = 1.5,xp = 8.5), itp. Takich par liczb rzeczywistych sumujacych sie do

10 jest nieskonczenie wiele i wszystkie produkuja te sama wartos¢ funkgji
celu.
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Programowanie liniowe catkowitoliczbowe

o Zaktadamy w nim, Zze zmienne s3 liczbami catkowitymi a nie
rzeczywistymi.
@ Jest trudniejszy niz standardowe programowanie liniowe.

o Jego szczegdlnym wariantem jest programowanie liniowe binarne,
w ktérym zmienne decyzyjne przyjmuja wartosci z dziedziny {0, 1}.
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