ED - Laboratorium 3
Drzewa decyzyjne

1 Drzewa decyzyjne

Algorytmy indukcji drzew decyzyjnych to jeden z klasycznych algorytméw uczenia maszy-
nowego stuzacy do rozwiazywania problemu klasyfikacji. Drzewa decyzyjne reprezentujg wiedze
uzyskana z danych w sposéb symboliczny, ktory jest tatwy do odczytania i analizy dla cztowieka
(w przeciwienstwie np. do sztucznych sieci neuronowych, gdzie wiedza jest zawarta w wagach
polaczen miedzy neuronami).

1.1 Budowa drzewa

Na Rysunku 1 przedstawiony jest diagram przykladowego drzewa decyzyjnego dla problemu
przewidywania, czy klient kupi jaki$ towar. Na Rysunku 2 przedstawiona jest graficzna inter-
pretacja koncepcji drzewa decyzyjnego w kontekscie botaniki. Drzewa decyzyjne przyjeto sie
rysowa¢ "w dot’, czyli schodzac od korzenia do lisci. Nie ma to jednak wiekszego znaczenia, czy
korzen w drzewie decyzyjnym bedziemy rysowaé¢ na dole (i wtedy kolejne wezly z warunkami
beda pia¢ sie w gore), czy tez na gorze (tak jak na rysunkach).

W ogdlnosci drzewo decyzyjne mozna traktowaé jako skierowany graf acykliczny (a konkret-
niej drzewo) i reprezentowaé je za pomoca wezléw oraz krawedzi je laczacych. Wazne pojecia w
takim ujeciu to:

wezel — na rysunku elipsy lub prostokaty. W wezle znajduje sie zawsze albo test na warto$é
pewnego atrybutu (np. elipsa 'Student’, odpowiadajaca pytaniu, czy klient byl studentem),
albo klasa decyzyjna (tuta] prostokaty 'TAK’, 'NIE’). Konkretne figury geometryczne zo-
staly wprowadzone tylko by utatwi¢ rozréznianie wezléw, tzn. nie sa elementem konwencji.

krawedz — laczy dwa wezly, przy czym strzatka okresla kierunek polaczenia (i zawsze wskazuje
w dobl, jezeli korzen jest na goérze). Z kazda krawedzia zwiazana jest pewna etykieta, np.
niskie, srednie, tak, nie. Etykiety to mozliwe warto$ci atrybutu zwiazanego z weztem, z
ktorego wyszta ta krawedz.

lis¢ — taki wezel, z ktorego nie wychodzi zadna krawedz. W lisciu zawsze znajdowadé sie bedzie
przypisanie do jakiej$ klasy decyzyjnej, w tym wypadku do "TAK’ albo 'NIE’. Na rysunku
liscie to wezty w ksztalcie prostokatow.

korzen — od korzenia drzewo zaczyna rosnac. Jest to wezel, do ktérego nie dochodzi zadna
krawedz, czyli w tym wypadku Dochody.

1.2 Klasyfikacja przyktadow

Skupmy sie na jakiej$ Sciezce w drzewie, np. Dochody — niskie — NIE. Wezel Dochody to
test na wartos¢ atrybutu Dochody. Nowe przypadki z wartoscia niskie na tym atrybucie przejda
w drzewie po krawedzi niskie, srednie po krawedzi srednie itd. Po przejéciu krawedzig przypadek
moze napotkaé na kolejny test, tym razem na innym atrybucie, i procedura sie powtarza. Predzej
czy pozniej kazdy przypadek skonczy w jakims$ lisciu zawierajacym przydzial do klasy decyzyjnej
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Rysunek 1: Przyktadowe drzewo decyzyjne. Rysunek 2: Drzewa decyzyjne rosna ku dotowi.

(w kazdym kroku schodzimy w do6l, a drzewo ma skonczona wysoko$é). Przypadek jest zawsze
przydzielany do klasy decyzyjnej zawartej w lisciu, na ktorym zakonczyl ,,podrédz”.

Drzewo decyzyjne mozna alternatywnie zapisaé w postaci regul okreslajacych przydziat
obiektow do klas. Kazda Sciezka od korzenia do liscia odpowiada jednej regule.

Przyktad 1.1 — Zapisywanie drzewa w postaci reguf. Przedstawimy drzewo z Rysunku 1 w
postaci regut.

jezeli Dochody = niskie to Decyzja = NIFE

jezeli Dochody = wysokie to Decyzja = TAK

jezeli Dochody = érednie A\ Student = tak to Decyzja = TAK
jezeli Dochody = $rednie N\ Student = nie to Decyzja = NIE

Roéwnowaznie, reguly mozna zapisywaé¢ w ten sposéb:

V. Dochody(z,niskie) = Decyzja(x, NIE),

gdzie dziedzing x jest zbiér wszystkich mozliwych przypadkow. m

Reguly pozwalaja zobaczy¢, czym ,tak naprawde” jest drzewo decyzyjne oraz w jaki sposéb
dokonywana jest klasyfikacja obiektéw. W drzewach decyzyjnych wiedza reprezentowana jest
zasadniczo w postaci pewnych zdan logicznych. Tego typu reprezentacja jest latwa do
interpretacji przez czltowieka, co jest duzg zaleta tych metod.

1.3 Entropia

Zanim powiemy, jak tworzone sg drzewa decyzyjne, musimy wyjasni¢ pojecie entropii. Po-
chodzi ono z teorii informacji i wykorzystane zostanie jako heurystyka do wyboru najlepszego w
danym momencie atrybutu do podziatu zbioru

Zalézmy, ze mamy zmienna losowa X o zbiorze wartosci {x1, x2, ..., x, }. Intuicyjnie, zmienna
losowa to funkcja, ktéra zwraca ktoras ze swoich dopuszczalnych wartosci (zgodnie z pewnym
rozktadem prawdopodobiefistwa). Entropie tej zmiennej wyliczymy ze wzoru':

n n

HX) = pla:) log, —— = — 3 plaz) - log, pla:)

i=1 p(ai) i=1

Podstawa logarytmu r wyraza nam liczbe bazowych stanéw, za pomoca ktérych mozemy kodo-
waé informacje. Zazwyczaj przyjmuje sie r = 2, co odpowiada kodowaniu binarnemu. p(z;) to z
kolei prawdopodobienstwo wylosowania wartosci x;.

Literka H wzieta sie z inspiracji H-theorem wprowadzona przez Boltzmanna (dziedzina termodynamiki).



Wykres entropii w przypadku dwéch mozliwych wartosci (x1, x2) zmiennej losowej X, dla
réznych prawdopodobienstw wylosowania x; na osi x wykresu (z zalozen wiemy, ze p(z2) =
1 —p(z1)), wyglada nastepujaco:

0.5

H(X)

0.5
P(X = x,)

Jak mozna zauwazy¢, entropia osiaga 0 w przypadku, gdy ktéras z wartosci zmiennej losowej
X ma prawdopodobienstwo wylosowania réwne 1. Jezeli wartoéci sa réwno prawdopodobne
(p(x1) = 0.5, p(z2) = 0.5), to entropia osiaga maksimum, czyli wartosé¢ 1.

Przyktad 1.2 — Obliczanie entropii. Zal6ézmy, ze zmienna losowa X przyjmuje:

e warto$é¢ x; z prawdopodobiefistwem 2 i 9 z prawdopodobiefistwem

3 3
2 2 1 1 2 1
H(X)=—Z"logr= — = -logo— ~ —= . (—0.5849) — = . (—1.5849) ~ 0.91
(X) 5 logag — 5 -logzg 3 (—0.5849) 3( 5849) ~ 0.918

e wartos¢ x; z prawdop. 1 i x2 z prawdop. O:

H(X)=—1-logal —0-1logs0 =0—0=0

e warto$¢ x; z prawdop. 0.5 i xo z prawdop. 0.5:

H(X) = —0.5"10g20.5 — 0.5 - log20.5 = —0.5 - (—1) — 0.5+ (—1) = 0.5+ 0.5 = 1

Warto jeszcze co§ wspomnieé¢ o interpretacji entropii. Mozna ja traktowac¢ jako miare nie-
przewidywalnoéci, ,nieuporzadkowania” zmiennej losowej. W drzewach decyzyjnych chcemy ja
minimalizowaé.

1.4 Uczenie — Algorytm ID3
Informacje wstepne

Celem uczenia drzew decyzyjnych jest utworzenie jak najmniejszego drzewa. Latwo za-
uwazy¢, ze stworzenie na podstawie przykladéw uczacych jakiego$ drzewa jest bardzo proste —
wystarczy utworzy¢ osobng Sciezke dla kazdego przyktadu uczacego. Jednak takie drzewa sa ob-
ciazajace obliczeniowo podczas klasyfikacji i maja staba zdolno$é uogélniania (powstaly model
nie dostarcza nam zadnej interesujacej wiedzy). Dlatego jesteSmy zainteresowani tym, by opisaé
nasze przyklady uczace mozliwie niewielkim drzewem (mozna tu zauwazy¢ pewna analogie do
brzytwy Ockhama).

W celu utworzenia minimalnego drzewa mozna by zastosowaé algorytm dokladny, jednak
zlozonos¢ takiego algorytmu bylaby wyktadnicza. W praktyce nie musimy posiada¢ absolutnie
najmniejszego drzewa i zadowalamy sie ,,do$¢ malym” drzewem wygenerowanym przez heury-
styke. Heurystyka ta oparta jest wlasnie na mierze entropii.



Najbardziej podstawowym algorytmem uczenia drzew decyzyjnych jest ID3 (Iterative Di-
chotomiser ). Dychotomiczny podzial zbioru to taki jego podzial na 2 podzbiory A i B, ze nie
maja one czeéci wspolnej i po zsumowaniu dadzg zbiér wyjsciowy.

Omoéwienie na przykladzie

Bedziemy rozwazaé zbiér danych uczacych S przedstawiony w ponizsze]j tabelce. Interesujace
nas atrybuty Matematyka, Biologia 1 Polski przyjmuja wartosci ze zbioru {3,4,5}. Uczeri jest
identyfikatorem (nie bierze udzialu w uczeniu), a Decyzja okresla prawdziwe klasy decyzyjne
przyktadéw. Problemem jest odpowiedzenie na pytanie, czy uczen dostanie stypendium biorac
pod uwage jego oceny.

Uczen | Matematyka | Biologia | Polski | Decyzja
A 4 4 5 TAK
B 4 5 4 TAK
C 3 4 4 NIE
D 5 3 ) NIE
E 4 4 4 NIE
F 3 5 3 NIE

Czy potrafisz odgadnaé, jaka metoda kto$ podejmowal te decyzje? Odpowiedz: stypendia
przyznawane byty tym studentom, ktérzy mieli z przynajmniej jednego przedmiotu 5 i nie dostali
zadnej oceny nizszej niz 4.

Entropia ze wzgledu na decyzje tego catego zbioru ({T,7, N, N, N, N}) wynosi:

2 2

4 4
H(S) = 5 loggé ~5 loggg ~ 0.917

Konstrukcje drzewa zawsze zaczynamy od utworzenia korzenia. Sprawdzamy, czy
wszystkie przyktady A,B,C,D,EF sa zaklasyfikowane do tej samej klasy decyzyj-

@ nej. W tym wypadku nie sa, wiec szukamy atrybutu najlepiej dzielacego przyktady
ze wzgledu na miare entropii. Obliczenia zaczniemy od Matematyki.

Wypisujemy podzialy przypadkéw ze wzgledu na ich wartosci na atrybucie Matematyka:

warto$¢ atrybutu  czestosé przypadki entropia
3 2/6 C(NIE), F(NIE) 0
4 3/6 A(TAK), B(TAK), E(NIE) 0.917
5 /6 D(NIE) 0

Entropie zostaly policzone ze wzgledu na rozklad decyzji w przypadkach. Entropia ze wzgledu
na podzial (ktéry oznaczamy ponizej symbolem ’|") na atrybucie Matematyka bedzie $rednia
arytmetyczng wszystkich entropii z tabelki wazona po odpowiadajacych im czestoéciach:

H(S|Matematyka) =2/6-0+3/6-0.917 4+ 1/6 - 0 ~ 0.459

Analogiczne tabelki i wyliczenia mozemy wykonaé¢ dla atrybutéw Biologia i Polski. Mozesz
je zrobié jako ¢éwiczenie, entropie powinny wyj$¢ nastepujace:
H(S|Biologia) = 0.791
H(S|Polski) = 0.791

W algorytmie ID3 wykorzystuje si¢ miare InformationGain (zapisywane we wzorach jako
InfoGain). Oblicza sie ja poprzez odjecie od poczatkowej entropii (H(S)) entropii po podziale na



pewnym atrybucie (np. H(S|Biologia)). InformationGain wyraza, ile informacji ,zyskalisémy”
na pojedynczym podziale.

InfoGain(S|Matematyka) = H(S) — H(S|Matematyka) = 0.917 — 0.459 = 0.458
InfoGain(S|Biologia) = H(S) — H(S|Biologia) = 0.917 — 0.791 = 0.126
InfoGain(S|Polski) = H(S) — H(S|Polski) = 0.917 — 0.791 = 0.126

Jak widzimy, zysk najwiekszy byl w podziale na Matematyke, wiec ten atrybut umieszczamy
w korzeniu i rysujemy odpowiednie krawedzie pamietajac o etykietach.

Umieszczamy w korzeniu atrybut Matematyka i tworzy-
my galezie dla wszystkich przyjmowanych przez niego
wartosci (3, 4, 5).

Sprawdzamy, czy w danym podziale ze wzgledu na ocene
z Matematyki elementy naleza do tej samej klasy decy-
zyjnej. Tak jest dla zbioréw zawierajacych przyktady z
ocenami 3 i 5, wiec mozemy utworzy¢ liscie z decyzja-
mi. W zbiorze przykladéw z ocena 4 sa dwa przypadki
TAK i jeden NIE, tak wiec bedziemy musieli rozpatry-
wacé podzial dla zbioru przypadkéw {A,B,E} ze wzgledu
na pozostate atrybuty: Biologia, Polski.

Rozpatrujemy wiec podzialy na zbiorze S = {A,B,E} (tylko one mialy 4 z Matematyki).
Entropie (H(S))w tym zbiorze mozemy odczytaé w pierwszej tabelce i jest to 0.917. Mozemy
zrobié¢ kolejne tabelki podzialow:

warto$¢ atrybutu  czestosé przypadki entropia
Biologia: 3 /3
4 2/3 A(TAK), E(NIE) 1
5 1/3 B(TAK) 0
wartos¢ atrybutu  czesto$é przypadki entropia
Polski: 5 b
4 23 B(TAK), E(NIE) 1
5 1/3 A(TAK) 0

InfoGain(S|Biologia) = H(S) — H(S|Biologia) = 0.917 — 2/3-1 ~ 0.25
InfoGain(S|Polski) = H(S) — H(S|Polski) = 0.917 —2/3- 1~ 0.25

Nie ma znaczenia, ktéry atrybut wybierzemy do podzialu (wartoéci InfoGain sa réwne) —
wybieramy wiec, zgodnie z kolejnoécia, Biologie. Zbiér dla oceny 4 z Biologii nadal nie zawiera
przyktadéw z tylko jednej klasy decyzyjnej, wiec wykonujemy dla niego jeszcze podziat dla
Polskiego (ostatni atrybut, jaki nam zostat).

Prawie-ostateczne drzewo wyglada tak:



3 @ 5
Wezly 777 nie zawieraja zadnych przyktadéw, wiec nie mozemy jednoznacznie stwierdzié,
ktora klase decyzyjna umiesci¢ w takim lisciu. Domy$lnie bierze sie klase najczedciej wystepujaca
na danym ,poziomie”. Dla 4 z Matematyki najczesciej wystepuje TAK, a dla 4 z Matematyki
i 4 z Biologit NIE wystepuje tak samo czesto jak TAK. W tym drugim przypadku arbitralnie

wezmiemy NIE.
Ostateczne drzewo (klasyfikator) przedstawione jest ponizej.

Komentarz

e Na zadnym etapie uczenia nie bylto brane pod uwage uporzadkowanie ocen. Wynika z tego,
ze algorytm ID3 traktuje wszystkie dane tak jakby byly nominalne.

e Paradoksalnie, gdyby decyzje o stypendium byly podejmowane przez nasz wyprodukowa-
ny klasyfikator, to ocena 5 z Matematyki automatycznie przekreslalaby na nie szanse! :) 7
kolei osoba majaca 4 z Matematyki i 3 z Biologii dostataby stypendium niezaleznie od oce-
ny z polskiego. Wynika to przede wszystkim z wybrakowanych danych uczacych.
W uczeniu maszynowym algorytm nauczy sie tylko tego, co mu pokazemy, tak wiec odpo-
wiednio liczny i reprezentatywny zbior uczacy to podstawa. W naszym zbiorze uczacym
5 z Matematyki miata tylko jedna osoba, jednak nie dostata ona stypendium przez stabg
ocene z innego przedmiotu. Decyzja algorytmu w kontekscie danych, z ktérymi pracowal,
byta shuszna.



1.5

Uczenie — Algorytm C4.5

Algorytm C4.5 jest ulepszong wersja ID3. Ulepszenia obejmuja:

wprowadzenie miary ilorazu przyrostu informacji zamiast zysku informacji (InfoGain) w
celu  karania” atrybutéw o wielu réznych wartosciach (sa one niejawnie preferowane w

ID3),

wbudowane radzenie sobie z brakujacymi wartoSciami (nie sa brane pod uwage podczas
liczenia miar entropii),

obstuga ciaglych wartosci (podzial na przedzialy),

upraszczanie drzewa po jego utworzeniu (post-pruning). Polega ono na usuwaniu ktéregos
z weztéw 1 wstawianiu na jego miejsce liscia zawierajacego decyzje. Jezeli taka zmiana
poprawia jako$¢ klasyfikacji na zbiorze testowym, to zmiana jest zachowywana.

Iloraz przyrostu informacji

Zanim zdefiniujemy iloraz przyrostu informacji, musimy wprowadzi¢ podzial informa-
cji (Split). Podzial informacji jest po prostu obliczeniem entropii dla zbioru wartosci pewnego
atrybutu (poprzednio liczyliSmy entropie ze wzgledu na klasy decyzyjne).

Przyktad 1.3 — Obliczanie podziatu informacji. Wykorzystamy niedawno rozwazana tabele
opisujaca uczniéw i decyzje o stypendiach. Dla atrybutu Matematyka zbiér (wlasciwie to
multizbiér) wartosci wyglada nastepujaco: {5,4, 4,4, 3,3}. Entropie tego zbioru, czyli podzial
informacji, mozemy policzy¢ jak kazda inna:

Split(S|Matematyka) = —1/6 - loga1/6 — 3/6 - loga3/6 — 2/6 - log22/6 ~ 1.46

Zauwaz, ze entropia wyszta wigksza niz 1. Jest to normalne w przypadku sytuacji, w

ktorych mamy wiecej niz dwie rézne wartodci w zbiorze (tu mieliSmy trzy: 5, 4 1 3). "

Tloraz przyrostu informacji (GainRatio) wyraza sie wzorem:

InfoGain(S|Atrybut)
Split(S|Atrybut)

GainRatio(S|Atrybut) =

Podobnie jak przy zysku informacji chcemy go maksymalizowac¢. Dzielenie przez podzial infor-
macji, czyli Split, sprawia, ze wyréwnane beda szanse atrybutéw z duza i mata liczba réznych
wartosci na zbiorze przykladéw uczacych (ID3 niejawnie premiowalo atrybuty o wielu przyjmo-

wanych wartosciach).
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