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Wylaczenie odpowiedzialnosci

Prezentowane materiaty, bedgce dodatkiem
pomocniczym do wyktadow, z koniecznosci
fragmentarycznym i niedopracowanym, nalezy
wykorzystywac z petng swiadomoscig faktu,
Ze moga nie by¢ pozbawione przypadkowych
btedow, brakow, wypaczen i przeinaczen :-)
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lloczyny wektorow

 lloczyn skalarny wektorow:
— wierszowy jest mnozony przez kolumnowy
— dtugosci wektorow muszg by¢ rowne
— wynikiem jest skalar

* lloczyn macierzowy wektorow:
— kolumnowy jest mnozony przez wierszowy
— dtugosci wektorow nie muszg by¢ rowne
— wynikiem jest macierz




,2Mechanika” iloczynu skalarnego
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,Mechanika” iloczynu macierzowego
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lloczyn macierzy:
ztozenie iloczynow skalarnych wektorow

 lloczyn macierzy moze bycC przedstawiony jako:

— iloczyn skalarny wektorow

« kazdy element macierzy wynikowej jest ilorazem skalarnym
odpowiednich wektoréw bedgcych elementami mnozonych
macierzy

— iloczyn macierzowy wektorow

* macierz wynikowa jest sumg pewnych macierzy (tzw. warstw)
powstatych jako ilorazy macierzowe odpowiednich wektorow
bedgcych elementami mnozonych macierzy



lloczyn macierzy:
ztozenie iloczynow skalarnych wektorow
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ztozenie iloczynow skalarnych we

lloczyn macierzy:

Ktorow
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lloczyn macierzy:

suma iloczynow macierzowych wektorow
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lloczyn macierzy:
suma iloczynow macierzowych wektorow

Y11

Y12
Yo1

Y22
Y31

V&Y,

X11 X12 X13 X14

Xo1 X292 Xo3 Xo4

Y11Xq91 * Y11Xq92 * Y11Xq3 * Y11Xq4 *
Y12X21 Y12Xo0 Y12Xo3 Y12Xo4

Yo1Xq1 * Yo1Xqo * Yo1Xq3 ¥ Yo1Xqq *
Y20Xo1 Y20Xoo Y20Xo3 Y20Xo4

Y31Xq41 * Y31X92 * Y31Xq43 * Y31Xq4 *
Y32X54 Y32X20 Y32Xo3 Y32Xo4
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lloczyn macierzy:
suma iloczynow macierzowych wektorow
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lloczyn ,skalowany”

* O ,skalowanym” iloczynie macierzy X i Z mozna mowic
w sytuacji sytuacji, gdy wykonywana jest operacja XDZ,
gdzie D jest macierzg diagonalng

— Dla W = XZ (iloczyn ,nieskalowany”)

» zachodzi: Wk1=Zin'Zi1
]

— Dla W = XDZ (iloczyn ,skalowany”)

» zachodzi:

Wi = Zxki° dij2y = Zdii "M " Zil
i

1
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,Mechanika” skalowanego iloczynu macierzy
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Skalowany iloczyn macierzy
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Skalowany iloczyn macierzy

2

Y2
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lloczyn trzech macierzy jako iloczyn skalowany

|—

md

diyiXy  diyXy  diyiXs  diyeX,
diyoXy  diyoXy  diyoXs  diyoX,

diyaXy  diysXy  diyaXs  dyysXy
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lloczyn ,skalowany”

* Przypadek skalowania
— lewostronnego
« W = (XD)Z (macierzg D skalujemy macierz po lewej)
— prawostronnego
« W = X(DZ) (macierzg D skalujemy macierz po prawej)
— ,sOwnomiernego” (jednoczesnie lewo- i prawostronnego)
« W = (XD05)(D05Z )

 przyktadowe zastosowanie: macierz X = KL©-% w MDS
— wtedy X jest (poszukiwang) macierzg spetniajgcg XX = B,
poniewaz

XXT = KL(O.S)(KL(0.5))T = KL(O.S)(L(O.S))TKT =
= KLOSLOSKT = KLWKT = KLK™ = B
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Przyblizenia macierzy dzieki rozktadowi EVD

Niech A bedzie macierzg danych, oraz niech istniejg macierze
X, D i Z takie, ze: A = XDZ, przy czym D jest macierzg diagonalng
o wartosciach d; na przekatnej:
— jezeli pewne wartosci d; sg co do wartosci bezwzglednej mate
W porownaniu z innymi d;, to elementy te wraz z:
* odpowiadajgcymi im kolumnami macierzy X
» odpowiadajgcymi im wierszami macierzy Z
mogg zostac¢ pominiete (uznane za réwne zero)
— otrzymany w rezultacie takiej operacji, uproszczony iloczyn macierzowy
bedzie przyblizeniem (lepszym lub gorszym) oryginalnej macierzy A
Stworzenie takiego przyblizenia moze by¢ celem samym w sobie,
poniewaz moze doprowadzi¢ do m.in.:
— ,0dszumienia” obrazu reprezentowanego przez macierz A
— zredukowanie reprezentacji pamieciowej macierzy A
W praktyce operacja taka jest mozliwa dzieki rozktadowi A = KLKT,
w ktorym macierz L z definicji jest macierzg diagonalng
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

* Niech dana bedzie macierz symetryczna A
oraz jej rozktad EVD postaci A = KLK'

« Pytanie, czy rozktad powyzszej postaci, lub jakies jego
uogolnienie, moze by¢ zagwarantowany/e dla macierzy,
ktore:

— nie sg symetryczne?
— nie sg kwadratowe?
— nie sg rzeczywiste?
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Dana jest macierz A o rozmiarach mxn
— jezeli m = n, to niektére A mozna roztozy¢ na iloczyn czynnikow KLK-
(o ile K-1istnieje, jezeli tak to w szczegdlnym przypadku moze
zachodzi¢: K- = KT) wykorzystujgc do tego macierze ztozone
z wartosci wtasnych (L) i wektorow wtasnych (K) macierzy A

— pytanie, czy jezeli m # n to takze mozna wykorzystac jakies wartosci
i wektory wiasne do znalezienia takiego rozktadu?

— jak znalezcC te wartosci jezeli wiadomo, ze wartosci/wektory wtasne
oblicza sie jedynie dla macierzy kwadratowych?
W celu uogdlnienia rozktadu macierzy niekwadratowej na iloczyn
trzech czynnikow wykorzystuje sie nastepujacy fakt:
— nawet jezeli A nie jest macierzg symetryczng ani kwadratowg (czyli

gdy m # n) to mozna wykorzystac te macierz do utworzenia dwoch
macierzy:

« C = ATA (odpowiednik macierzy kowariancji kolumn), o rozmiarach nxn
« R = AAT (odpowiednik macierzy kowariancji wierszy), o rozmiarach mxm
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

* Macierze utworzone z dowolnej macierzy A poprzez wykonanie
operacji ATA oraz AAT nazywa sie macierzami Grama

— 0golnie macierz Grama tworzy sie stosujgc forme (czyli funkcje, ktore;
argumentami sg wektory) postaci f: R'’xR"—R (np. f(x,y) = xTAy) do
kazdej pary wektoréw ze zbioru [w,, w,, ..., W_], W rezultacie czego
powstaje macierz (sktadajgca sie z wartosci formy) o rozmiarach mxm

* iloczyn skalarny wektorow, ktory jest wykorzystany do stworzenia macierzy

ATA oraz AAT jest szczegdlnym przypadkiem takiej formy: (x,y) = x'y = xTly

» przeksztatceniu przez te forme podlegajg kolumny/wiersze macierzy A

— jezeli forma f(x,y) jest dodatnio okreslona to stworzona macierz Grama
ma wyznacznik nieujemny

* iloczyn skalarny wektorow spetnia warunek dodatniej okreslonosci

— wyznacznik macierzy Grama utworzonej dla wektorow w,, w,, ..., w
nie zalezy od kolejnosci tych wektorow

m

tzn. np. det([w,, w,, ..., w]) = det([w,, wq, ..., w.])

uzasadnienie: macierz Grama utworzong dla [w,, wy, ..., W] mozna
utworzyC z macierzy Grama utworzonej dla [w,, W,, ..., W] przez zamiane
miejscami pierwszych dwoch wierszy i pierwszych dwoch kolumn
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Wartosci wyznacznikow obu macierzy Grama (utworzonych jako
C = ATA oraz R = AAT) sg uzaleznione od rzedu macierzy A (ktéry
sSwiadczy o zaleznosci/niezaleznosci kolumn/wierszy tej macierzy)
— jezeli kolumny macierzy A sg liniowo niezalezne to
det(C) = det(ATA) > O,
w przeciwnym przypadku
det(C) = det(ATA) =0
— jezeli wiersze macierzy A sg liniowo niezalezne to
det(R) = det(AAT) > 0,
w przeciwnym przypadku
det(R) = det(AAT) = 0
Wartosci wtasne macierzy Grama sg nieujemne

— wynika to z faktu, macierze grama sg kwadratowymi macierzami
symetrycznymi
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Szczegolne przypadki

— dla kwadratowej macierzy A wyznacznik macierzy ATA jest kwadratem

wyznacznika macierzy A (co determinuje jego nieujemnosc)
. det(ATA) = det(AT)det(A) = det(A)det(A) = (det(A))?

— za bardzo szczegdlny przypadek macierzy Grama mozna uznac
macierz jednostkowg I, ktéra jest wynikiem operacji KTK, gdzie K jest
macierzg ortogonalng

» oczywiscie dla obu macierzy Grama utworzonych dla macierzy ortogonalnej
K zachodzi:
— det(C) = det(K'K) = det(l) =1 >0
— det(R) = det(KKT™) = det(l) =1 >0
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

« Pomimo iz C=ATA iR =AAT sg roznymi macierzami to posiadajg
one wiele cech wspolnych, m.in.:
— CT = C: C jest kwadratowg macierzg symetryczng
— RT = R: R jest kwadratowg macierzg symetrycznag
— spec(C) > 0: wartosci wtasne macierzy C sg nieujemne
— spec(R) > 0: wartosci wkasne macierzy R sg nieujemne
— rank(C) = rank(R): rzedy macierzy C i R sg takie same
— trace(C) = trace(R): slady macierzy C i R sg takie same
— spec,,(C) = spec,,(R): zbiory niezerowych wartosci wtasnych macierzy
C i R sg takie same

— zbiory wektorow wtasnych obu macierzy sg zwigzane ze sobg pewng
zaleznoscig liniowg
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Inne cechy macierzy C = ATAi R = AAT to:
— jezelim < n to:

. det(C)=0

* rank(C)<n
— jezelim > n to:

« det(R)=0

* rank(R) <m

29



Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Wykorzystujgc EVD macierzy C = ATA i R = AAT mozna zapisac
zaleznosci:
C=VL/V'iR=ULU"
gdzie:
— VL, sg macierzami (odpowiednio) wektorow i wartosci wtasnych
macierzy C
« C jest symetryczna, a wiec V- istnieje, i dodatkowo: V-1 = VT

— UL, sg macierzami (odpowiednio) wektorow i wartosci wkasnych
macierzy R

« R jest symetryczna, a wiec U~ istnieje, i dodatkowo: U-1 = UT
czyli
C=VL/V'iR=ULU’
Ostatecznie mozna zapisac:

ATA =VL V' oraz AAT = UL UT

30



Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Macierze C i R charakteryzujg sie identycznymi zbiorami
niezerowych wartosci wtasnych:

spec,q(C) = spec,y(R)
Zatozmy, ze
— m > n, wtedy:

» spec(C) c spec(R) — zbiér wartosci wkasnych macierzy R zawiera wszystkie
wartosci wtasne macierzy C oraz m—n dodatkowych wartosci zerowych,

czyli:
— spec(C){0,0,...,0} = spec(R)
— oczywiscie dla m < n zachodzi:
» spec(R) c spec(C)
» spec(R){0,0,...,0} = spec(C)
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Zaleznosci pomiedzy zbiorami wartosci wtasnych macierzy C i R
przektadajg sie na zaleznosci pomiedzy macierzami L, i L

Dla m > n mamy:

— L, = diag(spec(C))

* przekatna macierzy L,, (o rozmiarach nxn) zawiera n wartosci wtasnych
macierzy C

— L = diag(spec(C){0,0,...,0})

« przekatna macierzy L (o rozmiarach mxm) zawiera n wartosci wtasnych
macierzy C oraz m—n wartosci zerowych

Dla m < n mamy:
— L = diag(spec(R))

» przekatna macierzy L (o rozmiarach mxm) zawiera m wartosci wtasnych
macierzy C

— L, = diag(spec(R){0,0,...,0})

* przekatna macierzy L,, (o rozmiarach nxn) zawiera m wartosci wtasnych
macierzy C oraz n—m wartosci zerowych
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

 Gdy m > n to macierz L (o rozmiarach mxn) mozna przedstawic
jako macierz L,, (o rozmiarach nxn) rozszerzong o m—n kolumn
zerowych | m—n wierszy zerowych:

— zaréwno L jakii L, pozostajg macierzami diagonalnymi

Ly

L,

\
0 0
0 0
' N
0 0 )
0 N
> M—N
0
m-—n

\
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

* Na podstawie macierzy L (lub L,/) tworzy sie nowg macierz T

« Dlam>n macierz T (0o rozmiarach mxn) moze by¢ utworzona jako:
— macierz (L)°°, z ktorej usunieto m—n prawych kolumn (zerowych)

lub

— macierz (L)%, do ktorej dodano m—n dolnych kolumn (zerowych)

(l-v)o'5

00 ..

00 ..

' N

rM—N

\
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Diagonalne elementy macierzy T oblicza sie jako pierwiastki
wartosci wtasnych obliczonych dla macierzy ATA lub AAT

— diagonalne elementy macierzy T sg wiec zdeterminowane przez
macierze ATA lub AAT (sg pierwiastkami ich wartosci wtasnych)

— poniewaz jednak ATA lub AAT powstajg z macierzy A, mozna
powiedziec, ze diagonalne elementy macierzy T sg zdeterminowane
przez macierz A — nazywamy je wartosciami osobliwymi tej macierzy

Dzieki specjalnej budowie macierzy T (o rozmiarach mxn) zachodzag
ZWigzKi:

T'T = L, (rozmiar nxn)

TT" =L, (rozmiar mxm)
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Tworzymy iloczyn: B = UTVT z macierzy
U: rozmiar mxm
T: rozmiar mxn
V: rozmiar nxn
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Tworzymy iloczyn: B = UTVT z macierzy
U: rozmiar mxm
T: rozmiar mxn
V: rozmiar nxn
lloczyn ten mozna wykorzysta¢ dalej do obliczenia: B'B oraz BB':
BB = (UTV")T(UTVT) = VTTUTUTVT = VTTITVT = VT'TVT = VL VT
— wynika z tego, ze B'B = ATA
BBT = (UTVT)(UTVT)T = UTVTVTTUT = UTIT'UT = UTT'U" = UL U’
— wynika z tego, ze BBT = AAT
Na tym etapie mozna podejrzewac, ze B = A, czyli ze
wyrazenie postaci UTVT jest poszukiwanym rozktadem
macierzy A (bo UTVT =B =A)
— ale:a=b=a?=b? jednaka?2=b2Aa=b
— awiec rownosci BB = ATA oraz BBT = AAT nie implikujg A = B

37



,Mechanika” rozktadu SVD

T VT
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Podsumowanie:
— iloczyn UTVT wyraza macierz B takg, ze B'B = ATA oraz BB™ = AAT
— i chociaz nie wynika z tego natychmiast fakt, ze B = A, to w praktyce
mozliwe jest takie dobranie macierzy U i V aby zachodzito
B=UTVT=A
Whniosek:

— dowolng macierz A mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
macierzy UTVT, ktére sg utworzone z odpowiednio dobranych
wektoréw i wartosci wkasnych macierzy ATA oraz AAT
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Rozktad A = UTVT nazywa sie rozkladem macierzy na wartosci
osobliwe (ang. Singular Value Decomposition, SVD)
Przedstawiony sposob uzyskania rozktadu SVD macierzy A
poprzez dokonanie rozktadow EVD macierzy ATA oraz AAT
nie jest stosowany w praktyce
— problemy stanowia:
* koniecznos¢ dobierania macierzy UiV
 stabilnos¢ numeryczna
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Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2
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Przyktad rozktadu SVD

AT A
2 *l211|=]5]4
1 1|2 4|5
L KT
1 1 *l9lo|* 1|11
V2 1 0|1 V2 -1 1
A AT
2 *l211|=]5]4
1 1|2 4 |5
L KT
1 1]l *l9lo|* 1|11
J2 1 0|1 V2 [=1] 1
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Przyktad rozktadu SVD
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Przyktad rozktadu SVD

* Niesymetryczna macierz kwadratowa 2x2

A=| 2 | 1
2 |1

U T Al

A= 111 |* Wio|Of* 2 |1
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Przyktad rozktadu SVD

AT A
2 *211]=|8]4
1 2 4 | 2
L KT
1 1| *[10]0]* 1 ]2] 1
V5 (1| =2 00 Vs 1] =2
A AT
2 *2]12]=|5]5
2 1 5| 5
L KT
1 1| *[10]0]* 1 ]1]1
V2 [ 1] -1 010 V2 [ 1 |-
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Przyktad rozktadu SVD

T=|Ji0| O

0
U= 1 111 1

V2 11 |1
V= 1121 1

Js|1|=2

U T \"Al
1|1 Nolo|* 1 |2]1] = |2
V2 [ 1] 21 olo| V5]1]-2 2

46



Przyktad rozktadu SVD

* Niesymetryczna macierz prostokgtna 1x2

A=| 1| 2
U T VT
A= |1 * |50 1]1]2




Przyktad rozktadu SVD

AT A
1 112]=|1]2
2 2 | 4
L KT
1 21150 1|1]2
J5 [ 2 | -1 00 V5| 2 | -1
A AT
1 *11]1=|5
2
K KT
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Przyktad rozktadu SVD

NG
1
1 2
J5 1
U T Al
1 V510 |* 1121 = |12
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Szczegolnym przypadkiem rozktadu SVD jest rozktad EVD

— dla macierzy symetrycznej zachodzi: AT = A, z czego wynika, ze:
C=ATA=AA=AZ
R=AA"T=AA=A?

« czyliC=R

— obliczajgc A? z wykorzystaniem rozktadu A = KLK™ mamy:
A2 = KLKTKLKT = KLLKT = KL2KT

— whniosek:

« wartosciami wtasnymi macierzy A? sg kwadraty wartosci wtasnych
macierzy A, a wiec wartosci osobliwymi symetrycznej macierzy A
sg wartosci wtasne (ze znakiem plus) macierzy A

» wektorami osobliwymi symetrycznej macierzy A sg jej wektory wtasne
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Podsumowanie:

— po roztozeniu symetrycznej macierzy A na KLKT (rozktad EVD) oraz
UTVT (rozktad SVD) mamy:

A = KLKT = UTVT
« jednoczesnie zachodzi:
U=KorazVT=KT
« zczegowynika,zeU=V
— ale uwaga:

« K (atym samym U i V) sg okreslone z doktadnoscig do znaku kolumn
(czyli znaku zawartych w nich wektoréw wiasnych)
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Problem ze znakiem wektoréw wiasnych

— wektory wlasne macierzy sg okreslone z doktadnoscig do znaku,
tzn. jezeli zachodzi: A = KLKT, gdzie K jest macierzg ortogonalng
(czyli KTK = 1) a dodatkowo:

* macierz Q rozni sie od macierzy K znakiem dowolnej liczby kolumn
(Q = K-diag(#1, £1, ..., £1) — prawostronne mnozenie przez macierz
diagonalng zawierajgcg —1 zmienia znak odpowiedniej kolumny)

— to zachodzi takze A = QLQT oraz Q'Q = |

Niejednoznacznosc¢ znaku kolumn macierzy K nie ma wptywu
na KLKT (rozktad EVD macierzy C = ATA), ma jednak wptyw na
UTVT, gdzie za V przyjmuje sie K (rozktad SVD macierzy A), czyli:
— jezeli Q = K-diag(£1, 1, ..., £1) (Q rézni sie od K znakami kolumn), to:
KLKT™ = QLQT, ale UTKT = UTQT (macierze K i Q podstawiono pod V
w wyrazeniu UTVT)
Sytuacja wyglada analogicznie, gdy za U przyjmuje sie macierz K
wynikajgcg z rozktadu EVD macierzy R = AAT
— jezeli Q = K-diag(£1, £1, ..., £1) to KLKT = QLQT, ale KTVT = QTVT'
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Przyktad rozktadu SVD

« Przyktad: macierz A oraz odpowiadajgca jej C = ATA
A

AT
A=| 2 | 1 C=12 12| *|2|1]|]=]|18]4
2 | 1 1 | 1 2 | 1 4 | 2

— rozktad macierzy C na KLKT jest niejednoznaczny:

* zmiana znaku dowolnej kolumny w macierzy K (a tym samym:
wiersza macierzy KT) nie zmienia wartosci wyrazenia KLKT

K L KT
tl211*l10l0]* 2|1 = |8|4]|-=cC
s 1 | =2 olo| V5|1 |=2 4|2

Q L QT
=21 |*|10]0f* 1]|-2|-1| = |8]|4]=C
V5|1 | -2 0|0 +5[1|=2 4|2
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Przyktad rozktadu SVD

* Przyktad: c.d.

— niejednoznacznosc¢ znaku kolumn macierzy K nie ma wptywu
na wynik wyrazenia KLKT (rozktad EVD macierzy C = ATA),
ma jednak wptyw na wynik wyrazenia UTVT, gdzie za V

1
V2

1
V2

przyjmuje sie K (rozktad SVD macierzy A)

U

T

V10

0
T

1
1
U
1
1

/10

[

0

*

VT: KT

1
J5

15

211 =A
2 | 1
21| #A
-2 | 1
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

* Problem niejednoznacznosci znaku kolumn mozna rozwigzac
wykorzystujgc dwie postaci zaleznosci pomiedzy wektorami
wilasnymi macierzy ATA oraz AAT

A =UTVT // (prawostr.) * V A =UTVT // (lewostr.) * UT
AV = UTV'V UTA = UTUTVT

AV = UTI UTA=ITVT

AV = UT UTA=TVT

AV = UT // (prawostr.) * (T )™ UTA =TVT // (lewostr.) * (T )"
AV(T ) = UT(T )" (T.)"UTA = (T )TV

AV(T )" =U (T )'UTA = VT



Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Uwaga: zapis (T, )" oznacza ztozenie dwdch operacii:
— X oznacza pewng nieformalng operacje stuzgca do przeksztatcenia
prostokatnej macierzy X w macierz kwadratowg, ktora polega na:
* usunieciu ostatnich wierszy (jezeli liczba ta przekracza liczbe kolumn)
 usunieciu ostatnich kolumn (jezeli liczba ta przekracza liczbe wierszy)
— z kolei zapis X~1 oznacza pseudo-odwrotno$¢ macierzy X
+ jezeli X = diag([X1, Xz, --.. Xpnl) 10 X" = diag(lys1, Yz, s Yonl), Przy czym
-y, =1/x,dlax,#=0
- y;=0dlax;=0
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Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Whiosek: U i V muszg byc¢ tak dobrane, aby zachodzito: AV = UT
oraz UTA = TV'T, mozna wiec:
— ustali¢ U jako macierz wektorow wtasnych dla AAT oraz V jako

macierz wektorow wtasnych dla ATA, a nastepnie zmienia¢ znaki
kolumn macierzy U i V az do osiggniecia UTVT = A

Y



Uogodlnienie EVD: rozktad SVD

Lepszy (chocC bardziej ztozony) pomyst
— gdy A ma rozmiary mxn, przy czym m >n
* najpierw utworzy¢ macierz V a potem wykorzystac jg do utworzenia
macierzy U wykonujgc operacje: AV(T,,)™
— jezeli wszystkie diagonalne elementy macierzy T sg rézne od 0, to operacja ta
generuje n poczgtkowych kolumn macierzy U
— jezelir < n diagonalnych elementéw macierzy T wynosi 0, to operacja ta generuje
r poczatkowych kolumn macierzy U i n—r wektorow zerowych (kolumny zerowe nie
moga by¢ uzyte jako kolumny macierzy U)
* macierz U nalezy utworzy¢ wykonujgc procedure ortogonalizacji Grama-
Schmidt'a na macierzy wektorow [u,, u,, ..., u, Wy, Wy, ..., w,], gdzie:
— Uy, Uy, ..., U, sg niezerowymi kolumnami macierzy AV(T ;)"
» uwaga: {uy, Uy, ..., Uy} jest zbiorem wektorow niezaleznych
- W, W,, ..., W, jest zbiorem dowolnych wektoréw takich,
ze {uy, Uy, ..., U, W;, W,, ..., W, } jest zbiorem wektoréw niezaleznych
» wektory w,, w,, ..., W, Sg wiec niezalezne od siebie oraz od wektoréw u,, u,, ..., u
— dowolnymi wektorami, przy czym r = m—p
— gdy A ma rozmiary mxn, przy czymm <n
» tworzy sie najpierw macierz U, a na jej podstawie macierz V

p
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Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2

A= 2 | 1] C=18| 4| R=| 5| 5

2 | 1 4 | 2 5|5
K L KT
C= P21 *110{0]* 1121
V5|1 ]-2 0|0 V511 | =2
K L KT
R= R R R T
S 1= 0|0 211
U T VT
A= 1 [1]1]*Nojo|* 1]2]1
V2 [ 1|1 00 5|1 |2
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Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2 c.d.

— zatdzmy, ze obliczono najpierw C=ATA oraz jej rozkltad KLKT
K L KT

C= 1 |2(1|*|10|0* 1|2 |1

V1] 0lo Vs =2

» obliczona w ten sposdb macierz K bedzie petnita role macierzy V

* natomiast obliczona w ten sposob macierz L postuzy do utworzenia
macierzy T (wynikowa macierz T bylaby identyczna, gdyby do je;
utworzenia zastosowacC macierz L powstatg podczas rozktadu
macierzy R = AAT)
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Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2 c.d.

— obliczamy AV
A Vv
Av=|2 1| * 1|2]|1]|= 1|50

2111 Vs|l1l=2] 550

— tworzymy macierz T

T=1[J10| O
010

— imacierz T, =T (poniewaz T jest macierzg kwadratowg)

T=[J0] 0
OO0




Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2 c.d.
— obliczamy (T.)™"

T= 1 [1]0
Jio [ o | o

— obliczamy AV(T,,)™"

AV(T,)'= 1 [1]0

V21110

— macierz AV(T,,)"! zawiera jedng niezerowg kolumne
* jest to pierwsza kolumna tworzonej macierzy U

* pozostate kolumny tworzonej macierzy U mogg by¢ dowolnymi
wektorami, ktore ,uzupetnig” U do macierzy ortogonalne;
(tzn. po dodaniu tych kolumn U musi spetnia¢ UTU =)
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Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2 c.d.
— unormowanymi wektorami ortogonalnymi do wektora:

u= 1 | 1

V2 [ 1

— sg wektory:

v= | 1 w= =v=1 | -1
\/E 1 oraz \/E 1

— ostatecznie macierz U moze przyjac jedng z postaci:

U= 1| 1] 1 b U= 1] 1|1
J 1
V211 | =1 V2l 1| 1




Przyktad rozktadu SVD

Symetryczna macierz kwadratowa 2x2 c.d.

— dla obu postaci (tzn. U,, U,) tak ustalonej macierzy U zachodzi:
\VAl

U,
P11l 1< KWiojlol*r 1121 = (21| =A
21 -1 0ol0]| 5[1 (=2 2 | 1
u, T VT
p 1= Mojo s (1211 = [ 2]1]=A
L1 1 olo| V5|1]=2 2 | 1

* uwaga: ze wzgledu na zerowy element przekgtnej macierzy T
druga kolumna U jest okreslona na tyle niejednoznacznie, ze
moze przyjg¢ dowolne (niekoniecznie unormowane) wartosci

u, T VT
11250 * Vil o] 1 [2]1 2 [1] =A
_97 olo|l 5[1]=2 2 | 1

oy
—
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Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2 c.d.
— niejednoznacznosc¢ drugiej kolumny macierzy U

wynika ona z faktu, ze macierz U mnozona jest przez macierz T,
w ktorej drugi element gtdwnej przekatnej wynosi zero

element ten ,zeruje” wiec drugg warstwe iloczynu (ktéra powstaje
z drugiej kolumny macierzy U i drugiego wiersza macierzy VT)
oznacza to jednoczesnie, ze (z tego samego powodu) drugi wiersz
macierzy VT jest takze okreslony niejednoznacznie

wniosek: druga kolumna macierzy U i drugi wiersz macierzy VT nie
sg ze sobg zwigzane i mogg przyjmowac zupetnie dowolne wartosci
w praktyce oczywiscie dobiera je jednak sie tak, zeby:
— pierwsza kolumna macierzy U byta unormowana i ortogonalna
do pozostatych kolumn tej macierzy (UTU = 1)

— pierwszy wiersz macierzy VT byt unormowany i ortogonalny
do pozostatych wierszy tej macierzy (VTV =)
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Przyktad rozktadu SVD

* Symetryczna macierz kwadratowa 2x2 c.d.

— niejednoznacznosc¢ powyzsza nie dotyczy catej macierzy U,
a jedynie drugiej kolumny
— w odrdznieniu od niej pierwsza kolumny macierzy U jest
wyznaczona jednoznacznie
« pierwsza kolumna macierzy U jest zwigzana z pierwszym wierszem
macierzy VT zaleznoscig AV = UT, co oznacza, ze zardwno
pierwsza kolumna macierzy U jak i pierwszy wiersz macierzy V7T
muszg byc¢ tak dobrane, aby zachodzito jednoczesnie:

— pierwsza kolumna macierzy U musi by¢ unormowana i ortogonalna
do pozostatych kolumn tej macierzy (UTU =)

— pierwszy wiersz macierzy VT musi by¢ unormowany i ortogonalny
do pozostatych wierszy tej macierzy (V'V = 1)

— pomiedzy znakami pierwszej kolumny macierzy U i pierwszego
wiersza macierzy VT musi zachodzi¢ zgodnos¢ (AV = UT)
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Stratna kompresja obrazu

Dzieki rozktadowi A = UTVT mozliwe jest tworzenie réznych
przyblizen dowolnej macierzy A
(elementami skalujgcymi w tym iloczynie sg tzw. wartosci osobliwe
macierzy A, umieszczone na przekagtnej macierzy T)
Niech rozmiarem macierzy A bedzie mxn, wtedy odpowiednie
rozmiary czynnikow iloczynu przedstawiajg sie nastepujaco:
— U: mxm
— T: mxn
— V:nxn
Do zapamietania
— macierzy A potrzeba m-n wartosci
— macierzy U, Ti VT potrzeba m-m + min(m,n) + n-n wartosci
— przyblizenia macierzy A za pomocg p sktadowych (p < min(m,n)), czyli:
* p kolumn macierzy U,
» p wartosci macierzy T
* p wierszy macierzy V
potrzeba p-(m + n + 1) wartosci



Macierz UTVT jako obraz

Poniewaz obraz (dwuwymiarowy) mozna traktowac jako pewng
macierz, obrazy mogg by¢ poddawane operacjom macierzowym

Takie traktowanie danych obrazowych ma wyrazng przewage nad
postepowaniem polegajgcym na klasycznym stosowaniu PCA

— pomija faze tworzenia cech opisujgcych obraz (np. zmiennych RGB)

— w naturalny sposob traktuje obraz jako strukture dwuwymiarowg

* uwaga: obrazu nie trzeba traktowac jako struktury dwuwymiarowej,
szczegolnie wtedy, gdy dysponuje sie dobrymi cechami wyzszych rzedow,
tak jest jednak bardzo rzadko, dlatego traktowanie obrazu jako struktury
dwuwymiarowej jest dobrym kompromisem

Bardzo szczegolne obrazy (kwadratowe i symetryczne),
przedstawione w postaci macierzy A, mogg by¢ przetwarzane dzieki

rozktadowi A = KLK' (metoda EVD)

W ogodlnosci jednak do przetwarzania obrazow (niekoniecznie
kwadratowych i symetrycznych), przedstawionych w postaci
macierzy B, stosuje sie (ogodlniejszy) rozktad B = UTV' (metoda
SVD)



Przyktady rozktadu macierzy-obrazu

« QObraz oryginalny #1 -- definicja:
A1=[gy],1=1.100,=1..100, gdzie:
a; = sin(n/30-1)sin(r/50-))

« QObraz oryginalny #2 -- definicja:
A2 = A1 + zaktocenia

* QObraz oryginalny #2 -- definicja:
A3 = A1 + F, gdzie F jest pewng macierzg
(przedstawiajgcg rodzaj drobnej ,kratki”)

(rozmiary we float’ach [wartosciach rzeczywistych])



Rozktad obrazu #1, metoda SVD

* QObraz oryginalny
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Rozktad obrazu #1, metoda SVD

« 100 warstw (201.00% oryginatu)
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Rozktad obrazu #1, metoda SVD

* 10 warstw (20.10% oryginatu)
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Rozktad obrazu #1, metoda SVD

« 1 warstwa (2.01% oryginatu)
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Rozktad obrazu #2, metoda SVD

* QObraz oryginalny
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Rozktad obrazu #2, metoda SVD

* 10 warstw (20.10% oryginatu)
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Rozktad obrazu #2, metoda SVD

« 3 warstwy (6.03% oryginatu)
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Rozktad obrazu #2, metoda SVD

« 1 warstwa (2.01% oryginatu)
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Rozktad obrazu #3, metoda SVD

* QObraz oryginalny
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Rozktad obrazu #3, metoda SVD

« 6 warstw (12.06% oryginatu)
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Rozktad obrazu #3, metoda SVD

« 3 warstwy (6.03% oryginatu)
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Rozktad obrazu #3, metoda SVD

« 1 warstwa (2.01% oryginatu)
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EVD a SVD

 Macierze okreslone

— nieujemnie

— dodatnio

— niedodatnio

— ujemnie
 Rownowaznos¢ EVD i SVD

— Jezeli A jest macierzg nieujemnie okreslona,
to jej rozktady EVD i SVD sg tozsame
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