ED - Laboratorium 4

PCA

Iwo Bladek

1 Transformacje liniowe

Na transformacje liniowe mozna patrze¢ jak na zmiane bazy przestrzeni liniowej. Wektor kolumno-
wy & wyrazony jest w ,standardowym” ukladzie wspdlrzednych o bazie opartej na wektorach jednost-
kowych dlugosci 1 (wersory). Po lewostronnym przemnozeniu przez pewna macierz A, otrzymujemy
po prawej stronie oryginalny wektor przerzutowany do przestrzeni okreslonej kolumnami macierzy A.
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Jezeli po prawej stronie macierzy A bylaby macierz z k kolumnami, to wynikowa macierz bylaby
zlozona z osobno przemnozonych kolumn:

A~[f1 xﬂ:[m Afk}

2 Wektory i wartosci wlasne macierzy

Kazda macierz A ma pewne wektory wlasne k (potencjalnie zespolone; jezeli zawezimy sie do
wektoréow wlasnych rzeczywistych to macierz moze takowych nie mieé, np. macierz obrotu o 90 stopni),
ktore cechuja sie tym, ze po pomnozeniu takiego wektora przez A otrzymamy: A - k= k. Innymi
stowy, wynikiem mnozenia jest ten sam wektor przeskalowany o pewna stalty lambda. Dtugoscé i zwrot
wektora k nie maja wplywu na te¢ wlasnoéé (wynika to do$é¢ trywialnie ze wzoru), wiec dla danej
wartosci wiasnej A jest nieskonczona liczba wektoréw wlasnych postaci a - E, gdzie a dodatkowo skaluje
pewien wybrany niezerowy ,kanoniczny” (np. dtugosci 1) wektor wlasny k.

Na ponizszych rysunkach na zielono zaznaczone sa wektory wlasne przeksztalcenia (realizowanego
przez macierz) z wektoréw niebieskich na rézowe. Im bardziej kierunek wektora jest zgodny z ktéryms
z wektorow wilasnych macierzy przeksztalcenia, tym blizej oryginalnej postaci wypada wektor po
przeksztalceniu (jezeli A < 0, to wtedy wyladowalby po drugiej stronie jako odbicie przez $rodek
uktadu wspélrzednych).
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Cwiczenie 2.1: Czy potrafisz na podstawie powyzszych wykreséw podaé¢ wartosci wlasne tych ma-
cierzy przeksztalcajacych?

Cwiczenie 2.2: Co mozna powiedzie¢ o macierzy przeksztalcenia z drugiego wykresu? Czy potrafisz
bez obliczen podaé jej posta¢? Czy istnieje dla niej niezerowy wektor, ktéry nie bylby jej wektorem
wlasnym?

Cwiczenie 2.3: Oblicz wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy 0 (2)] .

. [—1 2
Cwiczenie 2.4: Oblicz wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy 5 1] .

3 Rozklad EVD

Jezeli znamy wartodci i wektory wlasne macierzy to mozemy ja zdekomponowaé na nastepujacy
iloczyn:
A=KLK!
gdzie K zawiera w kolumnach ortogonalne wektory wtasne, a L jest macierzg diagonalng i ma odpo-
wiednie wartosci wlasne na przekatnej. Wynika to z definicji wektoréw wlasnych: AK = K L.
Jezeli macierz A jest symetryczna, to K jest ortogonalna i zachodzi K—' = K’ co znacznie
upraszcza obliczanie odwrotnosci macierzy. Ten fakt zostanie wykorzystany przy obliczaniu PCA.

Cwiczenie 3.1: Macierz A ma wartoéci wlasne A\; = 4, Ao = 1 i odpowiadajace im wektory wlasne
{1 2] i {—1 1}. Podaj macierze K i L, oraz rozktad EVD macierzy A.

4 PCA

Analiza sktadowych gléwnych, PCA (ang. Principal Component Analysis), przeksztalca dane do
ukladu wspoéhrzednych, w ktérym wariancje zmiennych (atrybutéw) maleja wraz z kolejnymi wymia-
rami i sg kolejno maksymalizowane (tzn. nie ma przeksztalcenia liniowego dajacego wigksza pierwsza
wariancje, itd. dla pozostalych). PCA dziala w nastepujacych krokach, gdzie X to wycentrowana
macierz oryginalnych danych (wiersze — przypadki, kolumny — atrybuty):

1. Obliczenie macierzy kowariancji: S, = X7 X (utamek % moze zosta¢ pominiety). Jest to macierz

Symetryczna.

2. Zastosowanie EVD na otrzymanej macierzy kowariancji: S, = KLK™' = KLK”T. Celem jest
otrzymanie macierzy wektoréw wilasnych K. Jest ona ortogonalna, co pozwolilo nam zamienié
odwrotno$¢ na transpozycje. Ortogonalno$é K wynika tutaj z symetrycznosci S, .

3. Otrzymanie nowych zmiennych: ¥ = XK.
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5 Zadanie domowe (3 punkty)

Zadanie 5.1: Zaimplementuj algorytm PCA korzystajac z szablonu na stronie i wypelniajac w nim
ciato funkcji pca_manual. Uzupelnij w niej réwniez instrukcje print tak by wypisywaly odpowiednie
informacje.

Zadanie 5.2: Uzupelnij w szablonie funkcje pca_sklearn obliczajaca PCA przy uzyciu biblioteki
scikit-learn (http://scikit-learn.org/stable/). Klasa odpowiedzialna w tej bibliotece za PCA to
sklearn.decomposition.PCA. Zapoznaj si¢ z jej dokumentacja w internecie.

Ponizej przedstawione sa przykladowe wyniki, jakie mozna uzyska¢. Dla drugiego zbioru danych
mozna zauwazy¢, ze wykresy dla implementacji PCA sa rézne — wynika to z wybrania innych wektoréw
wlasnych w macierzy K (w szczegdlnosci: wektoréw przeciwnych).
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Zadanie 5.3: (Opcjonalne) Wektory wlasne w macierzy K sa wzajemnie ortogonalne i maja dtugosé
réwna 1. Oznacza to, ze mozna przemnozy¢ w K dowolna kolumne (wektor wlasny) przez —1 i nie
zmienié powyzszych wlasnosci. Praktyczna konsekwencja jest taka, ze rézne implementacje PCA moga
daé rézne wyniki zaleznie od wybranych wektor6w wlasnych (jednak wariancje zmiennych zawsze beda
takie same).


http://scikit-learn.org/stable/
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Dodaj w szablonie kod, ktéry sprawdzi, czy Twoja implementacja daje taki sam (z dokladnoscia
do pewnego €) wynik jak implementacja w scikit-learn dla ktérejs z kombinacji znakéw wektordw

wtasnych z K.
Zmodyfikuj réwniez kod w taki sposob, by na wykresie przedstawiony byl wynik Twojej imple-
mentacji najbardziej zblizony do tego ze scikit-learn.
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