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Programowanie logiczneProgramowanie logiczne

z ograniczeniami (wiz ograniczeniami (więęzami)zami)
((angang. Constraint Logic Programming). Constraint Logic Programming)

Artur MichalskiArtur Michalski

Informatyka II rokInformatyka II rok
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Plan wykPlan wykłładuadu

•• Problemy speProblemy spełłniania ograniczeniania ograniczeńń

•• Motywacje na rzecz wprowadzenia Motywacje na rzecz wprowadzenia 

programowania z ograniczeniami do logikiprogramowania z ograniczeniami do logiki

•• Programowania w logice z ograniczeniami na Programowania w logice z ograniczeniami na 

przykprzykłładzie skoadzie skońńczonych dziedzin czonych dziedzin 

dyskretnychdyskretnych

•• Kategorie dziedzin numerycznych Kategorie dziedzin numerycznych 

ww programowaniuprogramowaniu logicznym logicznym zz ograniczeniamiograniczeniami
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Problemy speProblemy spełłniania ograniczeniania ograniczeńń
((ang. ang. Constraints Satisfaction ProblemsConstraints Satisfaction Problems))

Problem speProblem spełłniania ograniczeniania ograniczeńń opisujemy:opisujemy:

•• Zbiorem zmiennych przedmiotowychZbiorem zmiennych przedmiotowych

•• Dziedzinami wartoDziedzinami wartośści wszystkich zmiennychci wszystkich zmiennych

•• Zbiorem ograniczeZbiorem ograniczeńń, dotycz, dotycząących zmiennych cych zmiennych 

i okrei okreśślajlająących zalecych zaleŜŜnonośści mici mięędzy nimidzy nimi

RozwiRozwiąązaniem problemu spezaniem problemu spełłniania ograniczeniania ograniczeńń

jest taki zbijest taki zbióór podstawier podstawieńń zmiennych, ktzmiennych, któóry nie ry nie 

narusza nanarusza nałłooŜŜonych ograniczeonych ograniczeńń
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55

PrzykPrzykłład problemu spead problemu spełłniania niania 
ograniczeograniczeńń

Problem kolorowania mapy:Problem kolorowania mapy:

Cel:Cel: przypisaprzypisaćć krajom kolory w takim sposkrajom kolory w takim sposóób, aby b, aby ŜŜadne adne 

dwa sdwa sąąsiednie kraje nie miasiednie kraje nie miałły tego samego koloruy tego samego koloru

Zmienne:Zmienne: V1,...,V5V1,...,V5 -- krajekraje

Dziedziny:Dziedziny: D1,...,D5D1,...,D5: ze zbioru [: ze zbioru [red,blue,green,yellow,pinkred,blue,green,yellow,pink]]

Ograniczenia:Ograniczenia: adjacent(Vi,Vjadjacent(Vi,Vj) ) ⇒⇒ ViVi≠≠VjVj

22

44

33

11
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Gdzie wystGdzie wystęępujpująą problemy problemy 
spespełłniania ograniczeniania ograniczeńń??

•• SzeregowanieSzeregowanie

•• HarmonogramowanieHarmonogramowanie

•• Alokacja zasobAlokacja zasobóóww

•• Trasowanie/Trasowanie/MarszrutowanieMarszrutowanie

•• Planowanie zadaPlanowanie zadańń

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
♣♣AMAM♣♣

Deklaratywne programowanieDeklaratywne programowanie
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

Programowanie deklaratywneProgramowanie deklaratywne
((DeclarativeDeclarative ProgrammingProgramming))

Programowanie z ograniczeniamiProgramowanie z ograniczeniami
((ConstraintConstraint SolvingSolving))

Programowanie w logiceProgramowanie w logice
((LogicLogic ProgrammingProgramming))

Programowanie w logice z ograniczeniamiProgramowanie w logice z ograniczeniami
((ConstraintConstraint LogicLogic ProgrammingProgramming))
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Dlaczego programowanie w logiceDlaczego programowanie w logice
z ograniczeniami?z ograniczeniami?

MotywacjeMotywacje

•• Rozszerzenie paradygmatu programowania Rozszerzenie paradygmatu programowania 

deklaratywnego na dziedziny liczbowe deklaratywnego na dziedziny liczbowe 

(numeryczne)(numeryczne)

•• Lepsza integracja przetwarzania numerycznego i Lepsza integracja przetwarzania numerycznego i 

metod logiki obliczeniowej w programowaniu metod logiki obliczeniowej w programowaniu 

deklaratywnym (inne podejdeklaratywnym (inne podejśście do operatorcie do operatoróów w 

arytmetycznych)arytmetycznych)

•• ZwiZwięększenie efektywnokszenie efektywnośści procesu wnioskowania ci procesu wnioskowania 

(skuteczniejsze nawroty)(skuteczniejsze nawroty)
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EfektywnoEfektywnośćść programowania z programowania z 
wiwięęzami i programowania w logicezami i programowania w logice

Programowanie w logiceProgramowanie w logice
„„najpierw generuj, potem testujnajpierw generuj, potem testuj””
duduŜŜa liczba nieua liczba nieuŜŜytecznych ytecznych śściecieŜŜek wnioskowaniaek wnioskowania

Programowanie w logice z ograniczeniami (wiProgramowanie w logice z ograniczeniami (więęzami)zami)
„„najpierw testuj, potem generujnajpierw testuj, potem generuj””
wczesna eliminacja zbwczesna eliminacja zbęędnych dnych śściecieŜŜek wnioskowaniaek wnioskowania

XX

XX

XX XX XX XX XX XX

XX

XX

XX XX



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
♣♣AMAM♣♣

Prolog Prolog -- „„generuj i testujgeneruj i testuj””
PrzykPrzykłładad

Predykat Predykat queens8([Y1,queens8([Y1,……,Y8]),Y8]) rozwirozwiąązuje problem 8 zuje problem 8 

hetmanhetmanóów i generuje prawidw i generuje prawidłłowe poowe połłooŜŜenia hetmanenia hetmanóów w 

Y1,...,Y8Y1,...,Y8..

queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]):queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]):--

permut([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],[1,2,3,4,5,6,7,8]), permut([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],[1,2,3,4,5,6,7,8]), 

safe([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]).safe([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]).

permutpermut([],[]).([],[]).

permut([E|Perm],Lpermut([E|Perm],L):):-- select(E,L,RLselect(E,L,RL), ), % usu% usuńń EE zz listylisty LL

permut(Perm,RLpermut(Perm,RL).).

safesafe([]).([]).

safe([Q|Restsafe([Q|Rest]):]):-- noattack(Q,Rest,1), noattack(Q,Rest,1), safe(Restsafe(Rest).).

noattacknoattack(_,[],_).(_,[],_).

noattack(Q,[H|Rest],Nnoattack(Q,[H|Rest],N):):-- Q =Q =\\= = HH--NN, Q =, Q =\\= = H+NH+N,,

N1 N1 isis N+1, noattack(Q,Rest,N1).N+1, noattack(Q,Rest,N1).
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Prolog Prolog -- „„generuj i testujgeneruj i testuj””

Komentarz do predykatu Komentarz do predykatu noattack(Queen,Others,Xdistnoattack(Queen,Others,Xdist))::

•• popołłooŜŜenie hetmanenie hetmanóów okrew okreśślone jest tylko przez ich wsplone jest tylko przez ich wspóółłrzrzęędndnąą Y, Y, 

a wspa wspóółłrzrzęędna X nie jest jawnie podana; wiemy jednak, dna X nie jest jawnie podana; wiemy jednak, ŜŜe e 

wspwspóółłrzrzęędne Y hetmandne Y hetmanóów zawsze bw zawsze bęęddąą rróóŜŜne, zane, zaśś ich kolejnoich kolejnośćść na na 

liliśście jest istotna (bo odpowiada wspcie jest istotna (bo odpowiada wspóółłrzrzęędnej X)dnej X)

•• zatem, aby hetman zatem, aby hetman QueenQueen nie atakowanie atakowałł innych hetmaninnych hetmanóów w 

OthersOthers, odleg, odległłoośćść XdistXdist mimięędzy nim a pierwszym z nich musi dzy nim a pierwszym z nich musi 

bybyćć rróóŜŜna od 1, mina od 1, mięędzy kolejnym rdzy kolejnym róóŜŜna od 2, itd.na od 2, itd.
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Prolog Prolog -- „„generuj i testujgeneruj i testuj””

Komentarz do programu (1):Komentarz do programu (1):

a)a) reprezentacja rozwireprezentacja rozwiąązania opiera sizania opiera sięę na spostrzena spostrzeŜŜeniu, eniu, ŜŜe e 

skoro co najwyskoro co najwyŜŜej jeden hetman moej jeden hetman moŜŜe znajdowae znajdowaćć sisięę w w 

kakaŜŜdym wierszu oraz w kadym wierszu oraz w kaŜŜdej kolumnie, to nie trzeba dej kolumnie, to nie trzeba 

rozwarozwaŜŜaaćć wspwspóółłrzrzęędnych wiersza i kolumny, lecz wystarczy dnych wiersza i kolumny, lecz wystarczy 

analizowaanalizowaćć permutacje zbioru elementpermutacje zbioru elementóów w {1,2,...,8}{1,2,...,8} --

wartowartośćść ii--tego elementu permutacji jest numerem wiersza, tego elementu permutacji jest numerem wiersza, 

w ktw któórym znajduje sirym znajduje sięę hetman z hetman z ii--tej kolumnytej kolumny

b)b) metoda rozwimetoda rozwiąązania polega na zania polega na generowaniugenerowaniu kolejnych kolejnych 

permutacji powypermutacji powyŜŜszego zbioru elementszego zbioru elementóów za pomocw za pomocąą

predykatu predykatu permutpermut a nasta nastęępnie pnie testowaniutestowaniu , czy nie narusza , czy nie narusza 

ona warunkona warunkóów sformuw sformułłowanych w zadaniu (za pomocowanych w zadaniu (za pomocąą

predykatu predykatu safesafe))
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Prolog Prolog -- „„generuj i testujgeneruj i testuj””

Komentarz do programu (2):Komentarz do programu (2):

c)c) rozwirozwiąązanie powyzanie powyŜŜsze jest bardzo kosztowne; pierwsza sze jest bardzo kosztowne; pierwsza 

sprawdzana permutacja sprawdzana permutacja {1,2,3,4,5,6,7,8}{1,2,3,4,5,6,7,8} jest jest 

niepoprawna, bo hetmani stojniepoprawna, bo hetmani stojąą na gna głłóównej przekwnej przekąątnej; tnej; 

nastnastęępuje nawrpuje nawróót i sprawdzenie permutacji t i sprawdzenie permutacji 

{1,2,3,4,5,6,8,7}{1,2,3,4,5,6,8,7}, kt, któóra tera teŜŜ jest bjest błęłędna!dna!

d)d) łłatwo zauwaatwo zauwaŜŜyyćć, , ŜŜe wszystkie permutacje zaczynaje wszystkie permutacje zaczynająące sice sięę od od 

{1,2,...}{1,2,...} ssąą niepoprawne, jednak program powyniepoprawne, jednak program powyŜŜszy nie szy nie 

jest w stanie tego zweryfikowajest w stanie tego zweryfikowaćć od razu; pierwsze od razu; pierwsze 

prawidprawidłłowe rozwiowe rozwiąązanie zostanie znalezione dopiero po zanie zostanie znalezione dopiero po 

analizie 2843 permutacji!!!analizie 2843 permutacji!!!
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Prolog Prolog -- „„generuj i testujgeneruj i testuj””

Program powyProgram powyŜŜszy moszy moŜŜna usprawnina usprawnićć, testuj, testująąc nie kompletne c nie kompletne 

permutacje, lecz sprawdzajpermutacje, lecz sprawdzająąc je juc je juŜŜ w trakcie ich generowania.w trakcie ich generowania.

Predykat Predykat queens8(W,Closed,Open)queens8(W,Closed,Open) przechowuje na liprzechowuje na liśście cie 

ClosedClosed pozycje wszystkich rozmieszczonych jupozycje wszystkich rozmieszczonych juŜŜ hetmanhetmanóów w 

((ww odwrodwróóconejconej kolejnokolejnośści), ci), OpenOpen jest listjest listąą cyfr nie wykorzystanych cyfr nie wykorzystanych 

jeszcze przy tworzeniu permutacji,  listjeszcze przy tworzeniu permutacji,  listąą WW zazaśś zostanie przekazany zostanie przekazany 

wynik.wynik.

queens8(W):queens8(W):--

queens8(W,[],[1,2,3,4,5,6,7,8]). queens8(W,[],[1,2,3,4,5,6,7,8]). 

queens8([],_,[]).queens8([],_,[]).

queens8([H|Rest],Cl,Op):queens8([H|Rest],Cl,Op):--

select(H,Op,NewOpselect(H,Op,NewOp), ), % usu% usuńń H z listy H z listy OpOp

noattack(H,Cl,1),noattack(H,Cl,1),

queens8(Rest,[H|Cl],NewOp).queens8(Rest,[H|Cl],NewOp).
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Prolog Prolog -- „„generuj i testujgeneruj i testuj””

Komentarz do programu:Komentarz do programu:

a)a) rozwirozwiąązanie powyzanie powyŜŜsze jest dusze jest duŜŜo sprawniejsze od o sprawniejsze od 

poprzedniego poprzedniego -- pierwszy poprawny wynik uzyskiwany jest pierwszy poprawny wynik uzyskiwany jest 

jujuŜŜ po sprawdzeniu 336 permutacji (zysk o jeden rzpo sprawdzeniu 336 permutacji (zysk o jeden rząąd d 

wielkowielkośści!)ci!)

b)b) nadal jednak nie jest w penadal jednak nie jest w pełłni wykorzystywane wiedza ni wykorzystywane wiedza 

dostdostęępna w trakcie rozwipna w trakcie rozwiąązywania zadania zywania zadania -- przykprzykłładowo, adowo, 

gdy pierwszy hetman znajdzie sigdy pierwszy hetman znajdzie sięę w pierwszym wierszu, w pierwszym wierszu, 

wiemy juwiemy juŜŜ, , ŜŜe cae całła ga głłóówna przekwna przekąątna jest zajtna jest zajęęta, ale ta, ale 

informacja ta jest wielokrotnie informacja ta jest wielokrotnie „„odtwarzana i odrzucanaodtwarzana i odrzucana””

w trakcie poszukiwania rozwiw trakcie poszukiwania rozwiąązaniazania
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ProgrProgr. w logice z ograniczeniami . w logice z ograniczeniami 
-- „„testuj i generujtestuj i generuj””

Problem 8 hetmanProblem 8 hetmanóów ma dwa ograniczenia:w ma dwa ograniczenia:

•• wartowartośści wspci wspóółłrzrzęędnych muszdnych musząą pochodzipochodzićć ze zbioru liczb ze zbioru liczb 

od od 11 do do 88

•• po ustawieniu hetmana ponipo ustawieniu hetmana poniŜŜsze  niersze  nieróównownośści redukujci redukująą

liczbliczbęę dalszych dopuszczalnych ustawiedalszych dopuszczalnych ustawieńń reszty hetmanreszty hetmanóów:w:

Hetman =Hetman =\\= Nast= Nastęępny,pny,

Hetman =Hetman =\\= Nast= Nastęępny pny -- N,N,

Hetman =Hetman =\\= Nast= Nastęępny + Npny + N

W systemach speW systemach spełłniania ograniczeniania ograniczeńń tworzone stworzone sąą niejawnie niejawnie 

dodatkowe struktury danych, w ktdodatkowe struktury danych, w któórych przechowuje sirych przechowuje sięę

informacjinformacjęę o moo moŜŜliwych wartoliwych wartośściach zmiennych uciach zmiennych uŜŜytych w ytych w 

predykatach i zgodnych w ograniczeniami.predykatach i zgodnych w ograniczeniami.
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ProgrProgr. w logice z ograniczeniami . w logice z ograniczeniami 
-- „„testuj i generujtestuj i generuj””

•• PoczPocząątkowo zbiory wartotkowo zbiory wartośści wszystkich zmiennych w ci wszystkich zmiennych w 

problemie 8 hetmanproblemie 8 hetmanóów sw sąą takie same:takie same:

Y1 Y1 ∈∈ {1,2,3,4,5,6,7,8}{1,2,3,4,5,6,7,8}

Y2 Y2 ∈∈ {1,2,3,4,5,6,7,8}{1,2,3,4,5,6,7,8}

......

Y8 Y8 ∈∈ {1,2,3,4,5,6,7,8}{1,2,3,4,5,6,7,8}

•• Po ustawieniu pierwszego hetmana Po ustawieniu pierwszego hetmana -- przyjmijmy, przyjmijmy, ŜŜe w 1e w 1--szym szym 

wierszu wierszu -- nastnastęępuje sprawdzenie ograniczepuje sprawdzenie ograniczeńń i taka zmiana i taka zmiana 

zbiorzbioróów wartow wartośści, ktci, któóra gwarantuje ich dalsze spera gwarantuje ich dalsze spełłnienie:nienie:

Y1 Y1 ∈∈ {1}{1} Y5 Y5 ∈∈ {2,3,4,6,7,8} {2,3,4,6,7,8} 

Y2 Y2 ∈∈ {3,4,5,6,7,8}{3,4,5,6,7,8} Y6 Y6 ∈∈ {2,3,4,5,7,8} {2,3,4,5,7,8} 

Y3 Y3 ∈∈ {2,4,5,6,7,8}{2,4,5,6,7,8} Y7 Y7 ∈∈ {2,3,4,5,6,8} {2,3,4,5,6,8} 

Y4 Y4 ∈∈ {2,3,5,6,7,8}{2,3,5,6,7,8} Y8 Y8 ∈∈ {2,3,4,5,6,7}{2,3,4,5,6,7}
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ProgrProgr. w logice z ograniczeniami . w logice z ograniczeniami 
-- „„testuj i generujtestuj i generuj””

•• Rozstawienie kolejnych hetmanRozstawienie kolejnych hetmanóów w wierszach 3,5 oraz 7 w w wierszach 3,5 oraz 7 

spowoduje ograniczenie zbiorspowoduje ograniczenie zbioróów wartow wartośści do dziedzin:ci do dziedzin:

Y1 Y1 ∈∈ {1}{1} Y5 Y5 ∈∈ {2,4} {2,4} 

Y2 Y2 ∈∈ {3}{3} Y6 Y6 ∈∈ {4} {4} 

Y3 Y3 ∈∈ {5}{5} Y7 Y7 ∈∈ {2,6} {2,6} 

Y4 Y4 ∈∈ {7}{7} Y8 Y8 ∈∈ {2,4,6}{2,4,6}

•• Po krPo króótkiej analizie widatkiej analizie widaćć, , ŜŜe nie istnieje kompletne e nie istnieje kompletne 

rozwirozwiąązanie, bzanie, bęęddąące rozszerzeniem powyce rozszerzeniem powyŜŜszego i konieczny szego i konieczny 

jest nawrjest nawróót (brak bowiem wiersza o wartot (brak bowiem wiersza o wartośści 8)ci 8)

•• Utrzymywanie informacji o ograniczeniach, a nie ciUtrzymywanie informacji o ograniczeniach, a nie ciąąggłłe ich e ich 

sprawdzanie i sprawdzanie i „„zapominaniezapominanie””, jak ma to miejsce w Prologu, , jak ma to miejsce w Prologu, 

pozwala zwipozwala zwięększykszyćć o rzo rząąd wielkod wielkośści szybkoci szybkośćść wyszukiwania wyszukiwania 

rozwirozwiąązaniazania

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
♣♣AMAM♣♣

ProgrProgr. log. z ograniczeniami w dziedzinie . log. z ograniczeniami w dziedzinie 
wartowartośści dyskretnych i skoci dyskretnych i skońńczonychczonych

Predefiniowane predykaty :Predefiniowane predykaty :

•• Definiowania dziedzin wartoDefiniowania dziedzin wartośści zmiennychci zmiennych

•• Zapisu ograniczeZapisu ograniczeńń arytmetycznycharytmetycznych

•• FormuFormułłowania ograniczeowania ograniczeńń kombinatorycznychkombinatorycznych

•• Sterowania procesem poszukiwania rozwiSterowania procesem poszukiwania rozwiąązaniazania



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
♣♣AMAM♣♣

Definiowane dziedzin wartoDefiniowane dziedzin wartośścici

•• Operator Operator inin jest spejest spełłniony, gdy niony, gdy zmiennazmienna lub elementy lub elementy listy listy 

zmiennychzmiennych przyjmujprzyjmująą wartowartośści z podanego zakresu; sci z podanego zakresu; słłuuŜŜy do y do 

definiowania ograniczenia przynaledefiniowania ograniczenia przynaleŜŜnonośści do zbioru wartoci do zbioru wartośści ci 

cacałłkowitychkowitych

??-- X X inin 1..4, [1..4, [Y,ZY,Z] ] inin 3..7, 3..7, X=YX=Y..

X = X = {3..4}{3..4}

Y = Y = {3..4}{3..4}

Z = {3..7}Z = {3..7}

??-- X X inin 1..3, Y 1..3, Y inin 4..7, 4..7, X=YX=Y..

NoNo

•• Operator Operator inin dla dla listy zmiennych listy zmiennych czczęęsto wyststo wystęępuje w postaci puje w postaci 

oddzielnego predykatu oddzielnego predykatu domain(Vars,Min,Max)domain(Vars,Min,Max)lublub

vars_in(Vars,Min,Maxvars_in(Vars,Min,Max)), kt, któóre sre sąą rróównowawnowaŜŜne zapisowi ne zapisowi 

VarsVars inin Min..MaxMin..Max, gdzie , gdzie VarsVars oznacza listoznacza listęę zmiennychzmiennych
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Definiowane dziedzin wartoDefiniowane dziedzin wartośścici

•• Zakresy wartoZakresy wartośści dla operatora ci dla operatora inin mogmogąą bybyćć definiowane jako definiowane jako 

przedziaprzedziałł X..YX..Y, gdzie ko, gdzie końńce przedziace przedziałłu u XX i i YY mogmogąą przybieraprzybieraćć

wartowartośści:ci:

X X -- zmienna lub liczba cazmienna lub liczba całłkowitakowita

min(Xmin(X) ) -- najmniejsza wartonajmniejsza wartośćść z dziedziny zm. z dziedziny zm. XX

max(Xmax(X) ) -- najwinajwięększa wartoksza wartośćść dziedziny zm. dziedziny zm. X X 

card(Xcard(X))-- licznolicznośćść dziedziny wartodziedziny wartośści zmiennej ci zmiennej XX

•• albo na inne sposoby:albo na inne sposoby:

dom(Xdom(X)) -- jako dziedzina wartojako dziedzina wartośści zmiennej ci zmiennej XX

Range1Range1 //\\ Range2Range2 -- jako iloczyn dwjako iloczyn dwóóch zakresch zakresóóww

Range1Range1 \\// Range2Range2 -- jako suma dwjako suma dwóóch zakresch zakresóóww

\\ RangeRange -- jako dopejako dopełłnienie zakresunienie zakresu
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Definiowane dziedzin wartoDefiniowane dziedzin wartośścici

PrzykPrzykłłady definicji dziedzin wartoady definicji dziedzin wartośścici

??-- X X inin 0..9, Y 0..9, Y inin dom(Xdom(X).).

X = {0..9}X = {0..9}

Y = Y = {0..9}{0..9}

??-- X X inin 0..4, Y 0..4, Y inin 5..9, Z 5..9, Z inin min(X)..max(Ymin(X)..max(Y).).

X = {0..4}X = {0..4}

Y = {5..9}Y = {5..9}

Z = Z = {0..9}{0..9}

??-- X X inin 0..8, Y 0..8, Y inin 6..9, Z 6..9, Z inin dom(Xdom(X)/)/\\dom(Ydom(Y).).

X = {0..8}X = {0..8}

Y = {6..9}Y = {6..9}

Z = Z = {6..8}{6..8}
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Ograniczenia arytmetyczneOgraniczenia arytmetyczne

•• ZwiZwiąązki mizki mięędzy zmiennymi i/lub wyradzy zmiennymi i/lub wyraŜŜeniami mogeniami mogąą bybyćć

zapisywane jako ograniczenia arytmetyczne postaci:zapisywane jako ograniczenia arytmetyczne postaci:

<<ExprExpr> <> <OpOp> <> <ExprExpr>> ,,

gdzie gdzie <<OpOp>> jest jednym z operatorjest jednym z operatoróów:w:

#<  #>  #=<  #>=  #=  ##<  #>  #=<  #>=  #=  #\\= = ,,

a  a  <<ExprExpr>> ssąą dowolnymi wyradowolnymi wyraŜŜeniami arytmetycznymieniami arytmetycznymi

??-- X X inin 1..5, Z 1..5, Z inin 3..13, 3..13, X+YX+Y #= Z.#= Z.

X = {1..5}X = {1..5}

Z = {3..13}Z = {3..13}

Y = {Y = {--2..12}2..12}

•• WyraWyraŜŜenia w ograniczeniach arytmetycznych nie muszenia w ograniczeniach arytmetycznych nie musząą bybyćć

liniowe liniowe -- algorytm spealgorytm spełłniania ograniczeniania ograniczeńń bbęędzie jednak dzie jednak 

opopóóźźnianiałł ich speich spełłnianie do czasu, gdy stannianie do czasu, gdy stanąą sisięę linioweliniowe
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Ograniczenia arytmetyczneOgraniczenia arytmetyczne

•• Ograniczenia arytmetyczne mogOgraniczenia arytmetyczne mogąą dotyczydotyczyćć cacałłych list ych list 

zmiennych, dzizmiennych, dzięęki czemu ich zapis jest prostszy (unikamy ki czemu ich zapis jest prostszy (unikamy 

definiowania cidefiniowania ciąągu ograniczegu ograniczeńń elementarnych), a speelementarnych), a spełłnianie nianie 

mniej wymagajmniej wymagająące obliczeniowoce obliczeniowo

•• Predykat Predykat scalar_product(Cs,Vars,Op,Valuescalar_product(Cs,Vars,Op,Value)) jest jest 

spespełłniony, gdy iloczyn skalarny zmiennych z listy niony, gdy iloczyn skalarny zmiennych z listy VarsVars i listy i listy 

stastałłych ych CsCs (tej samej d(tej samej dłługougośści) peci) pełłnia relacjnia relacjęę OpOp ValueValue

•• Predykat Predykat sum(Vars,Op,Valuesum(Vars,Op,Value)) jest spejest spełłniony, gdy suma niony, gdy suma 

wartowartośści zmiennych z listy ci zmiennych z listy VarsVars spespełłnia relacjnia relacjęę OpOp ValueValue

PrzykPrzykłładad

??-- X X inin 0..9, Y 0..9, Y inin 1..2, sum([X,Y],#=,2).1..2, sum([X,Y],#=,2).

X = X = {0..1}{0..1}

Y = {1..2}Y = {1..2}
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Ograniczenia kombinatoryczneOgraniczenia kombinatoryczne

Predykat Predykat all_different(Varsall_different(Vars)) jest spejest spełłniony, gdy niony, gdy 

wszystkie zmienne z listy wszystkie zmienne z listy VarsVars majmająą parami rparami róóŜŜnene wartowartośści; ci; 

spespełłnienie weryfikowane jest dopiero podczas winienie weryfikowane jest dopiero podczas wiąązania zania 

(uzgadniania) zmiennych z listy (uzgadniania) zmiennych z listy VarsVars

??-- [[X,YX,Y] ] inin 0..1, 0..1, all_different([X,Yall_different([X,Y]).]).

X = {0..1}X = {0..1}

Y = {0..1}Y = {0..1}

??-- [[X,YX,Y] ] inin 0..0, 0..0, all_different([X,Yall_different([X,Y]).]).

NoNo
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Ograniczenia kombinatoryczneOgraniczenia kombinatoryczne

Predykat Predykat all_distinct(Vars)all_distinct(Vars)jestjest spespełłniony, gdy zmienne niony, gdy zmienne 

z listy z listy VarsVars o o ukonkretnionych(okreukonkretnionych(okreśślonychlonych) i nieujemnych ) i nieujemnych 

dziedzinach przyjmujdziedzinach przyjmująą rróóŜŜne wartone wartośści; predykat logicznie ci; predykat logicznie 

rróównowawnowaŜŜny ny all_different(Varsall_different(Vars))::

←← bo zmienne nie zostabo zmienne nie zostałły jeszcze zwiy jeszcze zwiąązane!zane!

??-- [[X,Y,ZX,Y,Z] ] inin 0..1,0..1, all_dinstinct([X,Y,Zall_dinstinct([X,Y,Z]).]).

NoNo

??-- [[X,Y,ZX,Y,Z] ] inin 0..1,0..1, all_different([X,Y,Zall_different([X,Y,Z]).]).

X X inin {0..1}{0..1}

Y Y inin {0..1}{0..1}

Z Z inin {0..1}{0..1}

??-- [[X,Y,ZX,Y,Z]] inin 0..1,0..1, all_different([X,Y,Z]),X=1.all_different([X,Y,Z]),X=1.

NoNo ←← bo zmienna bo zmienna XX zostazostałła zwia zwiąązana!zana!
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Sterowanie poszukiwaniem rozwiSterowanie poszukiwaniem rozwiąązaniazania

Predykat Predykat indomain(Var)indomain(Var)przypisujeprzypisuje zmiennej zmiennej VarVar wartowartośćść z z 

jej aktualnej dziedziny; wykonuje nawroty od najmniejszej jej aktualnej dziedziny; wykonuje nawroty od najmniejszej 

momoŜŜliwej wartoliwej wartośści do najwici do najwięększejkszej

PrzykPrzykłładad

Predykat Predykat delnum(L,RLdelnum(L,RL)) usuwa z listy usuwa z listy LL cyfry  i  w rezultacie cyfry  i  w rezultacie 

otrzymujemy listotrzymujemy listęę RLRL::

delnum(L,RLdelnum(L,RL):):-- X X inin 0..9, 0..9, indomain(Xindomain(X),),

delete(L,X,RLdelete(L,X,RL).). % usuwa wszystkie X z L% usuwa wszystkie X z L

??-- delnum([a,1,b,0,c,0],RL).delnum([a,1,b,0,c,0],RL).

RL = [a,1,b,c];RL = [a,1,b,c];

RL = [a,b,0,c,0];RL = [a,b,0,c,0];

RL = [a,1,b,0,c,0];RL = [a,1,b,0,c,0];

...... ←← 8 razy, bo zosta8 razy, bo zostałło 8 cyfr!o 8 cyfr!

←← dla 0dla 0

←← dla 1dla 1
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Przeszukiwanie z Przeszukiwanie z indomainindomain
-- problem 8 hetmanproblem 8 hetmanóóww

::-- use_module(library('clpuse_module(library('clp//bounds')).bounds')).%SWI%SWI--PrologProlog

queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]):queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]):--

queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],8).queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],8).

queens8([],_).queens8([],_).

queens8([Q|Qs],N):queens8([Q|Qs],N):-- [[Q|QsQ|Qs] ] inin 1..N,1..N,

all_differentall_different([Q|Qs([Q|Qs]),]),

indomainindomain(Q(Q),),

noattack(Q,Qs,1),noattack(Q,Qs,1),

queens8(Qs,N). queens8(Qs,N). %%recursionrecursion

noattacknoattack(_,[],_).(_,[],_).

noattack(Q,[H|T],Nnoattack(Q,[H|T],N):):-- Q Q ##\\== HH--NN, Q , Q ##\\== H+NH+N,,

N1 N1 isis N+1,N+1,

noattack(Q,T,N1).noattack(Q,T,N1).
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Sterowanie poszukiwaniem rozwiSterowanie poszukiwaniem rozwiąązaniazania

Predykat Predykat labeling(Opt,Varslabeling(Opt,Vars)) jest spejest spełłniony, gdy niony, gdy 

momoŜŜliwe jest znalezienie dla wszystkich zmiennych z listy liwe jest znalezienie dla wszystkich zmiennych z listy 

VarsVars takich podstawietakich podstawieńń wartowartośści, ktci, któóre zachowujre zachowująą nanałłooŜŜone one 

ograniczenia; parametr ograniczenia; parametr OptOpt jest 4jest 4--elementowelementowąą listlistąą

predefiniowanych predefiniowanych termtermóóww, kt, któóre decydujre decydująą o:o:
–– strategii wyboru kolejnej zmiennej (strategii wyboru kolejnej zmiennej (leftmostleftmost, , minmin, , maxmax, , ffff),),

–– strategii wyboru wartostrategii wyboru wartośści dla zmiennej (ci dla zmiennej (stepstep, , enumenum, , bisectbisect),),

–– kierunku przeszukiwania dziedziny zmiennej (kierunku przeszukiwania dziedziny zmiennej (upup, , downdown),),

–– sposobie  generowania rozwisposobie  generowania rozwiąązazańń ((allall, , minimize(Xminimize(X)), , 

maximize(Xmaximize(X))).).

??-- [[X,YX,Y] ] inin 0..1, 0..1, labeling([],[X,Ylabeling([],[X,Y]).]).

X = 0X = 0 Y = 0; Y = 0; 

X = 0X = 0 Y = 1;Y = 1;

X = 1X = 1 Y = 0;Y = 0;

X = 1X = 1 Y = 1Y = 1
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Przeszukiwanie z Przeszukiwanie z lebelinglebeling
-- problem 8 hetmanproblem 8 hetmanóóww

::-- use_module(library('clpuse_module(library('clp//bounds')).bounds')).%SWI%SWI--PrologProlog

queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]):queens8([Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8]):--

QsQs = [Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],= [Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8],

QsQs inin 1..8, 1..8, safe(Qssafe(Qs),),

all_differentall_different(Qs(Qs),),

labelinglabeling([],Qs([],Qs). ). % % no recursionno recursion!!

safesafe([]).([]).

safe([Q|Qssafe([Q|Qs]):]):-- noattack(Q,Qs,1), noattack(Q,Qs,1), safe(Qssafe(Qs).).

noattacknoattack(_,[],_).(_,[],_).

noattack(Q,[H|Rest],Nnoattack(Q,[H|Rest],N):):-- Q Q ##\\== HH--NN, Q , Q ##\\== H+NH+N,,

N1 N1 isis N+1,N+1,

noattack(Q,Rest,N1).noattack(Q,Rest,N1).
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PrzykPrzykłłady zastosowaady zastosowańń programowania programowania 
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

•• ArytmografArytmograf

•• Problem kolorowania mapyProblem kolorowania mapy
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PrzykPrzykłłady zastosowaady zastosowańń programowania programowania 
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

Predykat Predykat sum(Arytmsum(Arytm)) rozwirozwiąązuje zadanie z arytmografem zuje zadanie z arytmografem 

SEND+MORE=MONEYSEND+MORE=MONEY; zwraca ; zwraca listlistęę wartowartośści ci unikalnych unikalnych 

zmiennych zmiennych ArytmArytm wystwystęępujpująących w zadaniu.cych w zadaniu.

sum(Arytmsum(Arytm):):--

ArytmArytm == [[S,E,N,D,M,O,R,YS,E,N,D,M,O,R,Y], ], %%unique unique varsvars onlyonly!!

ArytmArytm inin 0..9, S 0..9, S #>#> 0, M 0, M #>#> 0,0,

all_differentall_different(Arytm(Arytm),),

1000*S1000*S ++ 100*E100*E + 10*N + D+ 10*N + D

++ 1000*M1000*M + 100*O+ 100*O + 10*R + E+ 10*R + E

#=#= 10000*M +10000*M + 1000*O1000*O + 100*N+ 100*N + 10*E+ 10*E + Y,+ Y,

labelinglabeling([],Arytm([],Arytm).).

??-- sum(Lsum(L).).

L = [9, 5, 6, 7, 1, 0, 8, 2]L = [9, 5, 6, 7, 1, 0, 8, 2]
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PrzykPrzykłłady zastosowaady zastosowańń programowania programowania 
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapyProblem kolorowania mapy

KaKaŜŜdemu z krajdemu z krajóów trzeba przypisaw trzeba przypisaćć jeden z czterech kolorjeden z czterech koloróów tak, w tak, 

aby aby ŜŜadne dwa sadne dwa sąąsiadujsiadująące ze sobce ze sobąą kraje nie miakraje nie miałły tego samego y tego samego 

koloru. Istnieje twierdzenie, ktkoloru. Istnieje twierdzenie, któóre gwarantuje, re gwarantuje, ŜŜe zawsze jest to e zawsze jest to 

momoŜŜliwe.liwe.

Opis mapy:Opis mapy: predykat predykat nghb(Country,Neighbours)nghb(Country,Neighbours)npnp.:.:

nghb(1,[2,3,5,6]).nghb(1,[2,3,5,6]).

nghb(2,[1,3,4,5,6]).nghb(2,[1,3,4,5,6]).

nghb(3,[1,2,4,6]).nghb(3,[1,2,4,6]).

nghb(4,[2,3]).nghb(4,[2,3]).

nghb(5,[1,2,6]).nghb(5,[1,2,6]).

nghb(6,[1,2,3,5]).nghb(6,[1,2,3,5]).
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PrzykPrzykłłady zastosowaady zastosowańń programowania programowania 
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapyProblem kolorowania mapy

PrzykPrzykłładowa mapa byadowa mapa byłłej Jugosej Jugosłławiiawii

______________________________________________________________

|            |                  ||            |                  |

|     3      |               6  ||     3      |               6  |

|   _________|_____________     ||   _________|_____________     |

|  |  | 4 |            |   |    ||  |  | 4 |            |   |    |

|  |  |___|            |   |    ||  |  |___|            |   |    |

|__|                   | 5 |____||__|                   | 5 |____|

|  |          2        |   |    ||  |          2        |   |    |

|  |___________________|___|    ||  |___________________|___|    |

|                               ||                               |

|             1                 ||             1                 |

|_______________________________||_______________________________|

Opis mapy:Opis mapy:

nghb(1,[2,3,5,6]).nghb(1,[2,3,5,6]). nghb(2,[1,3,4,5,6]).nghb(2,[1,3,4,5,6]).

nghb(3,[1,2,4,6]).nghb(3,[1,2,4,6]). nghb(4,[2,3]).nghb(4,[2,3]).

nghb(5,[1,2,6]).nghb(5,[1,2,6]). nghb(6,[1,2,3,5]).nghb(6,[1,2,3,5]).
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PrzykPrzykłłady zastosowaady zastosowańń programowania programowania 
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy c.d.Problem kolorowania mapy c.d.

Opis wynikOpis wynikóów:w:

Lista liczb reprezentujLista liczb reprezentująących kolory przypisane krajom:cych kolory przypisane krajom:

[1, 3, 4,...][1, 3, 4,...],,

gdzie kolejnogdzie kolejnośćść kolorkoloróów jest istotna i odpowiada kolejnow jest istotna i odpowiada kolejnośści w ci w 

jakiej zdefiniowane zostajakiej zdefiniowane zostałły kraje za pomocy kraje za pomocąą predykatu predykatu nghbnghb..

RozwiRozwiąązanie:zanie:

Predykat Predykat colors(Country_colour_listcolors(Country_colour_list)) jest prawdziwy, jest prawdziwy, 

o ile lista o ile lista Country_colour_listCountry_colour_list spespełłnia ograniczenia nia ograniczenia 

narzucone przez relacjnarzucone przez relacjęę ngbngb i trei treśćść zadania (m.in. cztery dostzadania (m.in. cztery dostęępne pne 

kolory reprezentowane przez zakres: kolory reprezentowane przez zakres: 1..41..4).).



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
♣♣AMAM♣♣

PrzykPrzykłłady zastosowaady zastosowańń programowania programowania 
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy c.d.Problem kolorowania mapy c.d.

SformuSformułłowanie rozwiowanie rozwiąązania w Prologu:zania w Prologu:

colors(Colorscolors(Colors):):-- countries(Ccountries(C),),

length(C,Nlength(C,N),),

length(Colors,Nlength(Colors,N),),

ColorsColors inin 1..4,1..4,

nghb_constr(N,Colorsnghb_constr(N,Colors),),

labeling([],Colorslabeling([],Colors). ). 

country(Ccountry(C):):-- nghb(Cnghb(C,_).,_).

countries(CList):countries(CList):--setof(C,country(C),CListsetof(C,country(C),CList).).
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PrzykPrzykłłady zastosowaady zastosowańń programowania programowania 
w logice z ograniczeniamiw logice z ograniczeniami

Problem kolorowania mapy c.d.Problem kolorowania mapy c.d.

Pomocnicze predykaty:Pomocnicze predykaty:

nghb_constr(0,_):nghb_constr(0,_):--!. !. 

nghb_constr(N,Csnghb_constr(N,Cs):):-- nghb(N,Lnghb(N,L),),

nth1(N,Cs,Var),nth1(N,Cs,Var),

adj_constr(Var,L,Csadj_constr(Var,L,Cs),),

N1 N1 isis NN--1,1,

nghb_constr(N1,Cs).nghb_constr(N1,Cs).

adj_constr(_,[],Csadj_constr(_,[],Cs).).

adj_constr(X,[A|As],Csadj_constr(X,[A|As],Cs):):-- nth1(A,Cs,Var),nth1(A,Cs,Var),

X #X #\\= = VarVar,,

adj_constr(X,As,Csadj_constr(X,As,Cs).).
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Typy dziedzin w programowaniu Typy dziedzin w programowaniu 
logicznym z ograniczeniamilogicznym z ograniczeniami

ContraintContraint LogicLogic ProgrammingProgramming -- CLP(xCLP(x))

•• CLP(clprCLP(clpr/R)  /R)  -- liniowe ograniczenia liniowe ograniczenia 

rzeczywistoliczbowerzeczywistoliczbowe

•• CLP(clpfdCLP(clpfd/FD) /FD) -- dziedziny skodziedziny skońńczone (ang. czone (ang. FDFD--finitefinite

domaindomain))

•• CLP(clpbCLP(clpb/B) /B) -- logika logika booleowskabooleowska (algebra (algebra BooleBoole’’aa))

•• CLP(clpqCLP(clpq/Q) /Q) -- liczby wymierne (czliczby wymierne (częęsto razem z sto razem z 

CLP(RCLP(R) jako ) jako CLP(Q,RCLP(Q,R) )) )

•• CHR CHR -- Constraints Handling RulesConstraints Handling Rules
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Programowanie w logiceProgramowanie w logice
z ograniczeniami w Prologuz ograniczeniami w Prologu

ZaletyZalety

•• Rozszerzenie procesu unifikacji/uzgadniania na Rozszerzenie procesu unifikacji/uzgadniania na 

ogogóólniejsze mechanizmy spelniejsze mechanizmy spełłniania ograniczeniania ograniczeńń

•• Wprowadzanie ograniczeWprowadzanie ograniczeńń rróóŜŜnych typnych typóów:w:

–– dziedzin skodziedzin skońńczonych: czonych: booleowskichbooleowskich, zbior, zbioróów w 

skoskońńczonych, zbiorczonych, zbioróów uporzw uporząądkowanych,...dkowanych,...

–– dziedzin nieskodziedzin nieskońńczonych: liczb caczonych: liczb całłkowitych, kowitych, 

rzeczywistych,...rzeczywistych,...

•• Pojawienie siPojawienie sięę nowych metod rozwinowych metod rozwiąązywania zywania 

zadazadańń z uz uŜŜyciem ograniczeyciem ograniczeńń (efektywno(efektywnośćść!)!)


