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Streszczenie. W artykule przedstawiono algorytm wyznaczania wielomianow Alexandra
zaimplementowany w jezyku obliczen symbolicznych Maple oraz znaleziono te wielomiany
dla wszystkich weztow prostych o 9 skrzyzowaniach.
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1. Wprowadzenie

Poszukiwanie weztow idealnych [1, 2], a wigc tych konfiguracji wegztoéw wykonanych
z wiotkiej, ale twardej rurki, dla ktdrych iloraz dtugosci rurki i jej Srednicy osiaga globalne
minimum, nie jest zadaniem prostym. Wszystkie algorytmy poszukujace we¢ztow idealnych
musza spetnia¢ podstawowy warunek: generowane przez te algorytmy zmiany konfiguracji
wezta nie moga zmieniac jego typu. Pojawia si¢ wigc problem stwierdzenia, czy konfigura-
cja koncowa, do ktdrej dany algorytm zdotat dotrzeé, to wezet tego samego typu, co kon-
figuracja wyjsciowa. Identyfikacji typu wezta (niestety niekiedy niejednoznacznej) mozna
dokona¢ wyznaczajac jego wielomian Alexandra. Przypu$émy, ze dane sa dwa wezly
(przez wezel rozumieé bedziemy zamknigta krzywa w przestrzeni R*) majace na pierwszy
rzut oka zupelnie inny ksztalt. Odpowiedz na pytanie, czy sa to jednak wezly tego samego
typu, tzn. czy mozna jeden z nich przeksztatci¢ w drugi na drodze ciaglej deformacji ($cis-
kanie, skrecanie itd.), podczas ktorej nie dochodzi do samoprzecigcia si¢ krzywej, nie jest
prosta. Jedna z mozliwos$ci jest wykonanie modeli obu weztow, np. ze sznurka, i poszuki-
wanie odpowiedzi na drodze manualnej. Przy skomplikowanej postaci weztow, rozwiaza-
nie tego problemu moze okazac¢ si¢ bardzo pracochtonne. Inna mozliwo$é¢, to topologicz-
na analiza obu we¢ztow prowadzaca do wyznaczenia zwigzanych z nimi niezmienniczych
obiektow algebraicznych.

Y Praca wykonana w ramach grantu 8T11 FO10 08p04.
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2. Wielomian Alexandra

W 1928 roku J. W. Alexander pierwszy podal reguty pozwalajace przypisa¢ kazdemu
weztowi pewien wielomian. Wielomian Alexandra jest niezmiennikiem wezta: nie ulega
zmianie, jesli we¢zel poddamy deformacjom, podczas ktorych nie dochodzi do samoprze-
cigcia. Sytuacje, w ktorych dwa rézne wezty zwiazane sa z tym samym wielomianem, oka-
zaly si¢ rzadkie; na tyle rzadkie, by wyznaczanie wieclomianu Alexandra stato si¢ uzyteczna
metoda identyfikacji weztow.

Kazdy wezet mozna sprowadzi¢ do postaci, ktora charakteryzuje si¢ minimalna liczba
skrzyzowan MCN (skr. ang. minimal crossing number) widocznych w jego rzucie na pewna
ptaszczyzng [4]. I tak np. mamy jeden wezet, ktorego MCN = 0 (wezet trywialny). Podob-
nie, istnieje jeden wezel o MCN = 3 i jeden wezet o MCN = 4. Istnieja po dwa wezly
0 MCN =51 MCN = 6. Wraz ze wzrostem minimalnej liczby skrzyzowan bardzo gwattow-
nie wzrasta liczba r6znych weztow. Istnieja tablice weztow, w ktorych wezty poklasyfiko-
wano wedhlug charakteryzujacej je minimalnej liczby skrzyzowan. W tablicach tych poda-
je sig tez czgsto wielomiany Alexandra sklasyfikowanych tam weztéw. Znajomos$¢ wielo-
mianu Alexandra wezta, nad ktorym pracujemy, pomaga odnalez¢é go w tablicach i okres-
li¢ typ.

3. Algorytm wyznaczania wielomianu Alexandra

Przedstawiony ponizej algorytm wyznaczania
wielomianu Alexandra opisany zostat przez Volo-
godskiego [4]. 1 3

Rzutujemy wezet na dowolnie wybrana ptasz-
czyzng i zaznaczamy na otrzymanym rzucie, ktore
z krzyzujacych si¢ segmentéw biegna gora, a ktore
dotem. Rzut ten nazwijmy projekcja. Zaktadamy,
ze zadne dwa skrzyzowania nie znajduja si¢ w tym X1 X2
samym punkcie plaszczyzny rzutowania. 2

Numerowanie skrzyzowar Rys. 1. Projekcja wezla z obranym kie-

Zorientujmy projekcje, tzn. wybierzmy i za- runkiem, skrzyzowaniami 1, 2
znaczmy na rzucie jeden z dwu mozliwych kierun- i3 oraz generatorami x,, x, i x,
koéw poruszania si¢ wzdhuz projekcji wezla. Na-
stepnie, zaczynajac od dowolnego punktu wezta nie lezacego na skrzyzowaniu, poruszajmy
si¢ wzdtuz krzywej projekcji zgodnie z obranym kierunkiem. Napotykajac podczas tej
podrozy skrzyzowanie, sprawdzamy, czy wjezdzamy na nie droga biegnaca dotem czy gora.
Jesli droga, ktora sig aktualnie poruszamy, biegnie dotem, przejezdzane skrzyzowanie
numerujemy kolejna liczba naturalna k. Powro6t do punktu wyjScia oznacza, ze wszystkie
skrzyzowania zostaly przejechane dwukrotnie: raz gora, raz dotem. Wszystkie zostaty wiec
ponumerowane. Niech bedzie ich n.
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Okreslenie typu skrzyzowan

Orientacja krzywej projekcji okreslona przez wybrany kierunek ruchu pozwala na
okreslenie parametru skrzyzowania zwanego jego typem. Skrzyzowanie jest typu 1, jesli
przejezdzajac skrzyzowanie droga biegnaca gora, widzimy, ze ruch na drodze dolnej od-
bywa si¢ w lewo. Jesli ruch na drodze dolnej odbywa si¢ w prawo, skrzyzowanie jest ty-
pu 2. Oznaczmy typ k-tego skrzyzowania przez 7.

Wyznaczenie generatorow

Podzielmy krzywa projekcji wezta na zbior krzywych zwanych generatorami: k-ty gene-
rator to czg§¢ krzywej projekcji migdzy (k —1)-szym i k-tym skrzyzowaniem. Poniewaz
skrzyzowania numerowane byty podczas przejezdzania przez nie droga biegnaca dotem,
przez wszystkie znajdujace si¢ na nim skrzyzowania generator przechodzi gora. Przyjmij-
my, ze przechodzac gora przez skrzyzowanie generator zostawia na nim swoj numer G,.

Kazde skrzyzowanie jest wige scharakteryzowane przez trzy parametry: numer skrzyzo-
wania k, typ T, i numer G, przechodzacego przez nie generatora.

Xk+1 Xk+1

k X; X k

Xk Xk
Rys. 2a Rys. 2b

Na rys. 2a i 2b przedstawiono skrzyzowanie o numerze k i numerze generatora G, = i
przechodzacego przez nie, przy czym na rys. 2a skrzyzowanie jest typu 1, anarys. 2b — ty-
pu 2.

Okreslenie macierzy Alexandra

Znajomos¢ wszystkich wartosci 7,1 G, (k = 1, 2, ..., n) pozwala na skonstruowanie
macierzy kwadratowej A stopnia n, zwanej macierza Alexandra, w ktorej k-ty wiersz
zwiazany jest z k-tym skrzyzowaniem. Dalej podajemy reguly konstrukcji macierzy
Alexandra.

1. Wszystkie elementy macierzy, oprocz ay, a, ., 1 a;;, gdzie i = G, sa zerami.
Niezerowe elementy wyznacza si¢ w nastgpujacy sposob:

2. Je§lii = klubi =k + 1, to niezaleznie od typu skrzyzowania mamy
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ay = -1, @, =1
3. JeSlii#korazi =k + 1, to
® dla pierwszego typu skrzyzowania
g =1, =1 a;=t-1,
® dla drugiego typu skrzyzowania
ay=-t, a ., =1, a,=t-1

Reguly te obowiazuja dlak = 1, 2, ..., n, przy czym n + 1 zastgpujemy przez 1.

Wyznaczenie wielomianu Alexandra

Wielomian Alexandra A(f) uzyskujemy z macierzy Alexandra 4, obliczajac dowolny
jej minor rz¢du n - 1 (wynik nie zalezy od wyboru minoru) i mnozac wynik przez £¢"
(m oznacza liczbg catkowita) tak, by wielomian nie miat ujemnych poteg i jego wyraz wol-
ny byt dodatni.

Widzimy zatem, ze problem réwnowaznos$ci wgzlow sprowadza si¢ do poréwnywania
wielomianow skonczonego rzgdu, co nie stanowi zadnej trudnosci.

Wielomian Alexandra nie jest kompletnym niezmiennikiem weztow. Zamiana wszyst-
kich typow skrzyzowan z 1 na 2 i odwrotnie nie zmienia wielomianu Alexandra. Operacja
ta rownowazna jest, jak tatwo si¢ przekonaé, przejsciu od danego wezta do jego zwier-
ciadlanego odbicia. Wielomian Alexandra nie pozwala zatem odrézni¢ wezta od jego
zwierciadlanego odbicia. W przypadku weztow achiralnych, ktore daja sig przeformowac
bez samoprzecig¢ w swe zwierciadlane odbicia, jest to naturalne, ale w przypadku weztow
chiralnych, §wiadczy o stabosci wielomianu Alexandra jako indykatora typu wezta.

Zauwazmy, ze zmiana orientacji projekcji wezla (a wigc i orientacji samego wezta) nie
zmienia otrzymanego z jej analizy wielomianu Alexandra. Dlatego wielomian Alexandra
charakteryzuje jednoznacznie wegzel niezorientowany. Ponadto, jak juz wspomnieli$my,
moze zdarzy¢ si¢, ze dwa rdézne we¢zty maja ten sam wielomian Alexandra. Wsrod 84 nie-
zorientowanych weztow o liczbie skrzyzowan od 0 do 9, pig¢ par weztéw nie jest rozroz-
nialnych przez wielomian Alexandra.

4. Implementacja algorytmu wyznaczajacego wielomian Alexandra
w jezyku Maple V.4

Przyjmijmy, ze z analizy projekcji pewnego wezta otrzymalismy wszystkie parametry
charakteryzujace jej n skrzyzowan, tzn. wektory G i 7. Odpowiedni program zaimplemen-
towany w pakiecie Maple, realizujacy opisany algorytm wyznaczania wielomianu Alexan-
dra, ma nastgpujaca postac:

>with(linalg) :

# n - liczba punktéw

# T - wektor typdw

# G - wektor generatordw
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> wielomian:=proc(n,G,T)
> local A,i,k,w,B,f,st,wsp;
> A:=matrix(n,n);
> for i to n do
> for k to n do
> Ali,k]:=0;
> od;
> od;
> for i to n do
> if i=n then w:=1 else w:=i+1 fi;
> if (G[i]=1) or (G[i]l=w) then
> Ali,i]:=-1;
> Ali,w]:=1;
> elif T[i] =1 then
> Ali,i]:=1;
> Ali,w]:=-t;
> A[i,G[i]]:=t-1;
> else
> Ali,i]:=-t;
> Ali,w]:=1;
> A[i,G[i]]:=t-1;
> fi;
> od;
#wypeinienie macierzy Alexandra
> B:=minor (A,1,1);
#obliczanie pewnego minoru
> f:=collect (det (B),t);
> st:=1ldegree(f);
> wsp:=sign (coeff (f,t,st));
> sort (collect (£* (wsp*t”*(-st)),t),t);
#uzyskanie wielomianu w ostatecznej postaci
> end:
> wielomian(n,G,T);

n — liczba skrzyzowan,

G — wektor generatorow (G[i] — numer generatora przechodzacego przez i-te skrzy-

zZowanie),
T — wektor typow skrzyzowan (7]i] — typ i-tego skrzyzowania).

5. Wyznaczenie wektorow G i T z dyskretnego zbioru punktéw
opisujacych wezel

W obliczeniach numerycznych wezet dany jest w postaci dyskretnej jako zbioér n punk-
tow (x;, y;, z;). Wyobrazmy sobie, ze kolejne punkty polaczone sa odcinkami [(x;, y;, z;),
(xi+1 s Viel» Zi+1)]3 gdZie = 19 2’ -5 11, PIZy CZym (xml s Vet s Zn+l) = (xl > V15 Zl)' Aby ObliCZyé
wielomian Alexandra dla wezta opisanego za pomoca zbioru punktow (x;, y;, z;), nalezy
wigc najpierw znalez¢ wszystkie punkty skrzyzowan, ich typy i generatory przez nie prze-
chodzace. Zalozmy, ze mamy dany plik tekstowy, ktorego i-ty wiersz sktada si¢ z punktow
X;,y;1z;. Wtedy napisany w jgzyku Maple program szukajacy skrzyzowan, ich typow i ge-
nerator6w moze mie¢ nastgpujaca postac:
> P:=readlib (readdata) ( knot.txt ,3):

> n:=linalg[vectdim] (P);
> wiad:=[wszystko dobrze,0]:
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for i to n do

pli]:=0:
if i>2 then

x1:=P[

b
x
y
x
Yy
e

if i=n then w:=1 else w:=i+1 fi;

for k to i-2 do

1] [1];yl:=P[i][2];21:=P[1][3];
x2:=P[w][1l];y2:=P[w][2];2z2:=P[w][3];
x3:=P[k][1];y3:=P[k][2];2z3:=P[k][3];
x4:=P[k+1][1];y4:=P[k+1]1[2];2z4:=P[k+1][3];

a:=[x2-x1,y2-yl,z2-z1];
=[x4-x3,v4-y3,2z4-23];

1] :=x1+t*all];

1] :=yl+t*al2];

2] :=x3+s*b[1];

2] :=y3+s*b[2];

l:=solve ({x[1]=x[2],y[1]=y[2]},{s,t}):;
tl:=subs(eql, t)

sl:=subs(eql, s)
d:=false;

if a[l]l*b[2]<>b[l]*a[2] then

’
’

if (t1>0) and (tl<l) and (s1>0) and (sl<1l) then
d:=true;
fi;
if d=true then
z[1]:=z1+tl*al[3];
z[2]:=2z3+s1*b[3];
tp:=al[ll*b[2]-al[2]*b[1l];
if z[2]>z[1] then
if p[1i]1<>0 then
wiad:=[blad,i];

fi;

plil:=1;

typl[i] :=sign(tp);
gli]:=k;

if pl[k]<>0 then
wiad:=[blad, k];

for i to n do
if p[i]=1 then
Ji=j+1;

VVVVVIVIVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYV

fi;
plk]l:=-1;
else
if plk]l<>0 then
wiad:=[blad, k];
fi;
plk]:=1;
typlk]:=-sign(tp);
glkl:=i;
if p[i]1<>0 then
wiad:=[blad,i];
fi;
plil:=-1;
fi;
fi;
fi;
od;
fi;

od:

wiad;

J:=0;

punkt przel[]j]:=i;
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pom[j]:=g[i];
if typl[i]=1 then

T[j]:=1;
else
T[J]:=2;
fi;
fi;

od;
for i to j do

if i=1 then w:=j else w:=i-1 fi;

gen[i] :=[punkt prze[w],punkt przel[i]];
od;
for i to j do

for k to j do

if k<>1 then
if (genl[k][l]<pom[i]) and (pom[i]<gen[k][2]) then

G[1i] :=k;
fi;
elif (pom[i]>gen[k][1l]) or (pom[i]<gen[k][2]) then
G[i]:=k;
fi;
od;
print (i,G[1],T[i]);

VVVVVVVVVVVVIVVVVIVVVVVYVYVYV

od;

Powyzszy program realizuje nast¢pujacy algorytm:

—_—

. Przyjmujemy kierunek wzdhiz wezta zgodnie z uporzadkowaniem punktow.

2. Dlakazdego punktu P[i] = (x;,y;,2,),1 = 3,4, ..., n, piszemy rownanie prostej /[i] w po-
staci parametrycznej taczacej go z punktem P[i + 1] 1 sprawdzamy, czy przecina si¢
z prosta [[k], taczaca punkty P[k] i P[k+1]dlak =1, 2, ..., i -2 w punkcie lezacym
migdzy punktami P[i] i P[i + 1] oraz P[k] i P[k +1].

Prosta /[i] w postaci parametrycznej ma postaé

X =Xx; +ta,,
y=yittay,
z =2z ttas,

gdzie wektor kierunkowy prostej a = [a,, a,, @] = [X;.; = Xi5 Vi1 =~ Vi» Ziy ~Zi]-
Podobnie prosta /[k] zapiszemy w postaci

X =x,+sb,,

Y =y *sby,
z =z, +sb;,

gdzie wektor kierunkowy prostej b = [b,, b,, b5] = [X4e1 = Xps Vie1 =~ Vi Ziee1 ~ Zil-
Przecigcie krzywej bedacej projekcja nastapi, gdy uktad

X; +tay = x; +sby,

yittay =y, +sb,

ma rozwiazania spetniajace warunek 0 <s,, , ¢, < 1. Zaktadamy tutaj, ze zaden punkt P[7]
nie jest skrzyzowaniem.

3. Zatézmy, ze p. 2 jest spelniony. Wtedy zmiennej p[i] przypisujemy warto$¢ 1, jezeli
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prosta [[i] lezy pod prosta /[k] (tzn. z; + t,,a; < z, + 5, b;). W przeciwnym przypadku
przyjmujemy p[i]= -1. Oczywiscie, jesli p[i] = 1, to p[k] = -1, natomiast jesli p[i] = -1,
to p[k] = 1. Wprowadzmy nowa zmienna g taka, ze jesli p[i] = 1, to g[i] = k lub jesli p[]
=1,to glk] = i.

4. Okreslamy znak iloczynu wektorowego wektorow a i b. Jesli p[i]= 1, typ[i]= sign(axb),
w przeciwnym razie typ[k] = sign(bxa). Zmienna typ pozwoli nam okresli¢ typ skrzyzo-
wania.

Punkty 1 — 4 pozwalaja okres$li¢ wszystkie skrzyzowania si¢ krzywej bedacej rzutem
wezla na plaszczyzng xy.

5. Nastgpnie zmieniajac i od 1 do n nadajemy punktom, dla ktérych p[i] = 1, numery od
1 do s, gdzie s oznacza liczbg skrzyzowan (odpowiada to numerowaniu skrzyzowan
w algorytmie Alexandra). Pod zmienna punkt prze[j] (j = 1, 2, ... , s) podstawiamy nu-
mer punktu 7, natomiast pod zmienna pom/[j] podstawiamy g[7]. Zmienna 7]/] okresla
typ skrzyzowania: Tj] = 1, gdy typ[i] = 1 lub TTj] = 2, jesli yp[i] = -1.

6. Dzielimy krzywa na generatory. Zgodnie z wymaganiami algorytmu Alexandra przez
genl[j] oznaczmy przedziat [punkt prze[j-1], punkt_prze[j]].

7. Pozostato okresli¢ G[j] — numer generatora przechodzacego przez j-te skrzyzowa-
nie. W tym celu sprawdzamy, do ktérego generatora nalezy warto$¢ pom([;].

W algorytmie warto$¢ n + 1 - 1. Nie nalezy myli¢ numeru punktu z numerem skrzyzo-

wania.

W ten sposob wyznaczylismy liczbg skrzyzowan, wektor ich typow (7]/]) oraz gene-
ratoréw przez nie przechodzacych (G[]).

plil= 1, p[k] = -1
B+l 2l =k
npli] =2
- pom[j] =k
i i i+l punkt_pree(i] =i
M=z
k

Rys. 3. Wartosci przykladowych zmiennych w przypadku skrzyzowania si¢ krzywej I[i] z /[k]
(j oznacza numer skrzyzowania)

Jezeli istnieje taki punkt o numerze i, ze migdzy P[i] oraz P[i + 1] nastapi dwukrotne
(lub kilkakrotne) skrzyzowanie krzywej bedacej rzutem wezta na ptaszczyzng xy, powyzszy
algorytm nie zadziata poprawnie. Zmienna wiad zasygnalizuje, ze obliczenia nie bgda po-
prawne, a ponadto poda numer punktu i, ktory nie spetnia wymagan algorytmu. W takim
przypadku konieczne jest dodanie punktow opisujacych wezet.
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W tabeli 1 podano tablicg wielomianow Alexandra dla weztdow o minimalnej liczbie
skrzyzowan rownej 9. Wielomiany te obliczono za pomoca programéw podanych w p. 4

i5.

6. Tablica wielomianow Alexandra wezlow o MCN =9

Tabela 1. Tabela wielomianéw Alexandra dla wezlow o liczbie skrzyzowan 9

Typ Wielomian Typ Wielomian

9, -+ -F+f-£+F-t+1 9y -5 +11¢ -13F + 114 -5t + 1
9, 4 -t + 4 9, | F-5F+11F-15f + 11 -5t + 1
9, 2 -3F+3F =34 +3F -3t +2 9 | £-5F+12¢-15F + 127 -5¢+ 1
9, 3¢ -5 +54 -5t+3 95 £ -56+12¢ - 15f + 127 -5t + 1
9, 67 - 11t + 6 9 | £F-5F+12¢-17F + 127 - 5¢+ 1
9% 20 -4F +5¢ - 58 +5¢ -4t + 2 9, £-56+13¢ - 177 + 132 -5t + 1
9, 3 -TF+ 98 - Tt +3 9, | £-6f+14F -17F + 147 - 6t + 1
9, 2 -8F + 117 - 8t +2 9y | £ -6 +14F - 19F + 147 - 61 + 1
9, 2 -4F + 61 -7 + 6 - 4t + 2 9, | £-6Ff+16r-23F +167 - 6t+1
9, 4 - 87 + 97 - 8t +4 9 77 - 13t +7

9 £ -56+T7¢ -TF +7F -5t + 1 956 £ -56+8-9F +8F -5t + 1

9, 26 - 98 + 137 - 91 + 2 9, 2 - 118 + 197 - 111 +2

9, 4f -9 + 117 - 9 + 4 94 5F - 147 + 197 - 14t + 5

9, 2 - 98 + 157 - 9t + 2 9 3¢ - 1478 + 217 - 14 + 3

9, 27 - 107 + 152 - 10 + 2 9% | £-7F+18F -23F +182 - Tt +1
9, 26 -56 +8f —9F + 87 - 51 +2 9, 3¢ - 128 +197 - 12t + 3

917 £-56+9¢-9Ff +97F -5t + 1 9 f-20+7F-2t+1

9 4 - 107 + 132 - 10t + 4 93 £-36+26-F£ +2F -3t +1

9, 27 - 107 + 172 - 10t + 2 9 F-4f+T8 -4t +1

95 £ -5 +9¢ - 1172 + 97 - 5t + 1 9,5 -6 +97 -6t +1

9, 2 - 1178 + 172 - 112 + 2 94 28 -5t +2

9,, £ -5 +10¢ - 11£ + 102 - 5¢ + 1 9, £ -4 +6r' -5 +6£ -4t + 1

9, 4f - 117 + 152 - 11t + 4 94 A-7F+ 118 - Tt + 1

9, £ -5 +10¢ - 13F8 + 102 - 5¢ + 1 9 3¢ -6 +7F2 -6t +3

9, 3¢ -128 + 178 - 12t + 3

Z powyzszej tabeli wynika, ze wezly 9,, 1 9,3 maja identyczne wielomiany. Takie same
wielomiany istnieja rowniez dla nastgpujacych par weztow: (6,, 94), (74, 95), (8145 95),

(818’ 924)'
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