IV. ZMIENNE LOSOWE DWUWYMIAROWE

4.1. Rozklad zmiennej losowej dwuwymiarowej

Definicja 4.1. Uporzadkowana parg (X, Y) nazywamy zmienng losowq dwuwymiarowq, jesli
kazda ze zmiennych X'i Y jest zmienng losowa.

Definicja 4.2. Funkcjg rzeczywista F(x, y) zmiennych rzeczywistych x i y okreslong na calej
plaszczyznie Oxy jako prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmie war-
to$¢ mniejsza od x oraz zmienna losowa Y przyjmie warto$¢ mniejsza od y nazy-
wamy dystrybuantq zmiennej losowej dwuwymiarowej, czyli

F(x,y)=P(X<x,Y<Yy).

Dystrybuanta F(x, y) jest wzgledem kazdego z argumentow x 1 y funkcja:

a) niemalejaca,
b) co najmniej lewostronnie ciagta,
¢) spelniajaca warunki graniczne
lim F(x,y)=1, Ilim F(x,y)=0, lim F(x,y)=0,

X —> 0 X —> —©0 y — —©

y—> oo
d) o wlasnosci

F(xy,y2) = F(x1,y2) = F(x2, y)+ F(x1, 1) 20,
gdzie x, <x, 1y, <y, oznaczaja liczby rzeczywiste.

Powyzsze warunki sa zarazem konieczne i wystarczajace na to, by funkcja F(x, y) byta dystry-
buanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).

Definicja 4.3. Mowimy, ze zmienna losowa dwuwymiarowa (X, Y) jest typu skokowego, jezeli
dla kazdej pary wskaznikéw i oraz k jest okreslona funkcja
P(X =x;, Y =y) = py >0

spetniajaca warunek

F(x,y)= 2. i

X, <x
V<Y

dla kazdej pary wartos$ci rzeczywistych x i y.
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Funkcje t¢ nazywa si¢ funkcjq prawdopodobienstwa, punkty (x;, v,) — punktami skokowymi,
a prawdopodobienstwa p,, — skokami. Bezposrednio z podanej definicji wynika, ze

Zpik =1L
ik

Definicja 4.4. Mowimy, ze zmienna losowa (X, Y) jest typu cigglego, gdy istnieje taka nieujem-
na i catkowalna na catej ptaszczyznie Oxy funkcja f(x, y), ze

F(x,y)= T ff(s, t)dsdt

—00 —00

dla kazdej pary wartos$ci rzeczywistych x 1 y.

Funkcje fix, y) nazywa si¢ gestosciq prawdopodobienstwa lub krotko gestosciq zmiennej losowe;j
ciagtej (X, Y). Z definicji tej wynika, ze

[ [rey)axdy=1.

—00 —00

Mowimy, ze jest dany rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej (X, Y), gdy jest znana
dystrybuanta albo tez gdy jest znana funkcja prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej sko-
kowej lub gestos¢ prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej ciagle;j.

Przyklad 4.1. Zbada¢, czy funkcja

1 2 2 —x
Fx,y) = g(x —yT)e © dla |y|<x,

0 dla innych (x,y)

jest gestoscia dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).
Podana funkcja jest nieujemna, gdyz dla | y | < x mamy x* - y* > 0. Wystarczy
zatem sprawdzic, ze

o0 0O

j If(x, yv)dxdy = 1.

—00 —00

Mamy

[ e yar- é I (- y)e ™ dy = 1[x2e‘x fdy— fyzdy]

8
S —x —x
1 2 ‘x —x_y3x 1(23—?6 23—)6) 13
R e =g\ 2xie T - Tate =gXe

—X

Stad
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0

j[jf(x,y)dy}dx% [ x3e_xdx:é-l"(4):%-3!:1.

—00 | —00 —0

Przyklad 4.2. Zmienna losowa (X, Y) podlega rozktadowi o ggstosci

;dla O<x<y<l,

f(x> y) =42 Xy
0 dla innych (x, ).

Znalez¢ dystrybuantg¢ zmiennej losowej (X, Y).
Dystrybuantg wyznaczymy kolejno dla obszarow przedstawionych na ponizszym

N

B*lhr«

00 | .
/ 7 / 2 /// ¥
i _
W obszarze A mamy x < 0 lub y < 0. Z okre$lenia ggstosci f{x, y) wynika, ze
w tym obszarze mamy F(x, y) = 0.

Obszar B jest okreslony nieréwnosciami 0 < x < 1 oraz x < y < 1. Dla punktéow
(x, y) potozonych w tym obszarze mamy (zob. rys. a))

e e e e

F(x,y)= j.}2\/7dy dx:f \l/;jj%dy dx:f(zjz-Z y jjdx
x 0 X 0

1
Xy 2
%(\/;—\/;)dx:)f(ﬂ—lex:\/;jdex—jfdx
X 0 0
:\/;.2\/; ;)C —x‘g :2\/5—)6.

W obszarze C sa spelnione nierdwnosci 0 <x < 1 oraz 1 <y <, W obszarze tym
mamy (zob. rys. b))

|
|

x(1 1 J
F(x,v)=[| [——=dy |dx = F(x, 1) = 24/x - x,
w-{{ {2t
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przy czym wykorzystaliSmy tu wynik otrzymany dla obszaru B.

a) A
) b) A
)¢ =m0 (xy)

ot
X

W obszarze D mamy 0 <x <~ oraz0 <y < 11y <x, a wigc (zob. rys. C)

Yy
F(x,») = j(jﬁdy] de = F(y,y) =,

0\x

przy czym ponownie wykorzystaliSmy wynik otrzymany dla obszaru B. Wresz-
cie, dla obszaru E spelnione sa nierownosci 1 <x < oraz 1 <y < i otrzymu-

jemy (zob. rys. d))

1/1
F(x,y)= I(Jf(x, y)dy} dx=F(,1)=1.

0\x

]
¢) | (x.4)
=9
i
|
1
4
|
" {427/ R
1 |
1 i
1 1
1 1
L !
] i -
i - x
X

4.2. Rozklady brzegowe

Niech prawdopodobienstwo p, bedzie okreslone wzorem
pix =P(X=x;,Y=y,)>0.

Oznaczmy
pi.=P(X=x;,Y=y lub X=x;,Y=y, lub ...)
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=P(X=x;,Y=y)+P(X=x;,Y=y)+...
=2 P(X=x,Y=y)=D Dy
k k

1 podobnie
Pr=2 P(X=x;,Y=y)=2 pi-

1 1

Oznacza to, ze warto$¢ p;. jest prawdopodobienstwem, ze zmienna losowa X przyjmie war-
to$¢ x;, gdy zmienna losowa Y przyjmie ktorakolwiek z mozliwych warto$ci, a wartos¢ p. . jest
prawdopodobienstwem, ze zmienna losowa Y przyjmie warto$¢ y,, gdy zmienna losowa X przyj-
mie ktorakolwiek z mozliwych warto$ci. Mamy przy tym

D=2 Pk =iy pp =2 py =1
i k k ki

i

Definicja 4.5. Rozklad prawdopodobienstwa wyznaczony przezliczby p;. lub p.;, nazywamy
rozktadem brzegowym zmiennej losowej skokowej X lub Y w dwuwymiarowym
rozktadzie zmiennej losowej (X, Y), a wyrazenie p;. lub p , nazywamy funkcjq
prawdopodobienstwa tego rozktadu.

Funkcje prawdopodobienstwa mozna poda¢ w postaci wzoru lub tzw. tablicy dwuwejsciowe;j
(gdy zmienna losowa przyjmuje skonczona liczbe wartosci).

Dystrybuantg F,(x) okresla wzor

R(x)= 2.pi= 20 2 Pis

X, <X x,<x k

co oznacza, ze sumowanie dotyczy wszystkich wartosci k oraz tych wartosci wskaznika i, dla
ktérych jest spetniona nieréwnos¢ x; < x. Podobnie jest okreslona dystrybuanta F,(y):

B0 = 2pr= 2 2P
Y <y <y i

Podobnie, jak dla zmiennej losowej skokowej, wprowadza si¢ pojgcie rozktadow brzegowych
dla zmiennej losowej ciagtej. Niech f(x, y) oznacza ggstos¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y). Wprowadzmy oznaczenia

A= [ fEndy, fr0)= [/ y)dx.

Funkcje te sa catkowalne na catej osi, nieujemne oraz spetniaja warunki

j [If(x,y)dx}dyzl.

—00 \—00

jMWM{{Vmwﬂwﬂ,wmww

—00 \—00

Definicja 4.6. Rozktad wyznaczony przez funkcje f,(x) lub f,(v) nazywamy rozktadem brzego-
wym zmiennej losowej ciagtej X lub ¥ w dwuwymiarowym rozkladzie zmiennej
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losowej (X, Y), a funkcje f,(x) lub £,(y) nazywamy gestosciami prawdopodobien-
stwa tych rozktadow.

Dystrybuanty sa okreslone nastepujacymi wzorami:

F)= [ Axac= | [ [ 7@, y)dy] dr,

—0o0

y [ o
I [ Jf(x, y)dx] dy.

—o0

—00

y
RO = [ HG)dy-

—0o0

Przyklad 4.3. Dana jest funkcja

Cxy dla 1<x<2, 2<y<4,
fx,y)= . .
0 dla innych x 1 y.

A. Wyznaczy(¢ stala C tak, aby podana funkcja okreslata rozktad.
B. Poda¢ rozktady brzegowe.

C. Okresli¢ dystrybuantg.

Ad A.

Stata wyznaczamy z warunku

j If(x, yv)dxdy = 1.

Z uwagi na definicj¢ funkcji f{x, y) mamy
2

yj X dx] dy
1

o o 42 4
_[ If(x, y)dxdy = ijxydxdy: C_[
21 2

—00 —00
2
_ Cj: y[—xzj
5 2

T 1
dy = ny(2— 5) dy
2

1

4
—EC} w=2d | < 2es-2-0c
= Clydy=5C )| =a D=9
2 2
Zatem 9C =1, skad C = 1/9.
AdB.
Mamy
i - 1 (52 Y 2
_ Wdy=—x[ydy=—x| 2| ==x8-2)==x dla 1<x<2,
fi(x) _jwf(xy)y 9x£yy 9x[2j 5 ¥(8-2)=2x x

1 ( 1) 1
=—ypl2—=|==ypdla2<y<4.
y 2 6y y

0 2 2
109 [ 1 yyde =5y xd - y["? ;

1
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Mozemy zatem napisac

2 1

—x dla 1<x<2, —ydla2<y<4,
[ =137 T EEES py=16” T Y

0 dla innych x, 0 dla innych y.

AdC.
Dystrybuantg wyznaczymy kolejno dla obszaré6w pokazanych na ponizszym ry-

o

7
A

Dla obszaru 4 mamy x < 1 lub y < 2. Poniewaz funkcja ggstosci f(x, y) jest w tym
obszarze rowna 0, wigc

F(x,y)=0.

W obszarze B spetnione sg nieréwnosci | < x < 2 oraz 2 < y < 4 i mamy

lxy lx y lx y2
F(X,y)=§jjxydydx:§ X Iydy dx:§ X B

1

X

dx

2

X
X

15 (32 y2 -4 1 x2
=[x Z2|ax= dx = — (32 —4)| -
9{’{2 J T {x AT

1

[ 1 I 2 1 2 2 2
= (Pt e = — (2 =) =) = —(x22 —ax? =% 1 4).
18(J/ ){2 2} 36(y ) ) 36( y y )

Dla obszaru Cmamy 1 < x <2 oraz 4 < y <, wigc

4
17 1 1
F(x,y) = 6nyarydx = F(x,4) = £(16x2 —4x% —16+4) = g(x2 ~1) = F[(x),
12

przy czym skorzystalis$my tu z wyniku uzyskanego dla obszaru B.
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W obszarze D zachodza nieréwno$ci 2 <x < oraz 2 < y < 4 1 ponownie korzys-
tajac z wyniku dla obszaru B otrzymujemy

2y
1 1 1
Feoy =g [ [wdvde=F@, )=y =16-)" + == (07 =4 = K ).
12

Wreszcie, dla obszary E, w ktorym zachodza nierdwnosci 2 <x <« i4 <y < oo,
mamy

24
F(x,y) zéjjxydydx = F(2,4) :3—16(64—16—16+4) =1.
12

Zadania

. Poda¢ gestosci rozktadéw brzegowych zmiennych X i ¥ w dwuwymiarowym rozktadzie

zmiennej losowej (X, Y) o gestosci danej wzorem

1 2 2.
) = g(x -y)e dla‘y‘ﬁx,
0 dla innych (x, y).

. Poda¢ rozktady brzegowe zmiennych Xi Y rozktadu podanego w przyktadzie 4.2.

. Znalez¢ gesto$ciidystrybuanty brzegowe zmiennych X1 Y rozktadu w dwuwymiarowym roz-

ktadzie zmiennej losowej (X, Y) o gestosci

e dla 0<x<o0, x<y<oo,

fx, )= { _
0 dla innych (x, y).

. Wyznaczy¢ dystrybuante F(x, y), gestosci brzegowe f,(x), /,(v), dystrybuanty brzegowe F',(x),

F,(y) rozktadu prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y), jesli gestos¢
jest dana wzorem
Idla 0<x<I, x<y<2-—x,

S (x, y)z{ 0 dla innych (x, y).
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5.1. Przedmiot i zadania statystyki matematycznej

Statystyka jest nauka zajmujaca si¢ liczbowym opisywaniem masowych zjawisk i procesow.
Najpowszechniej znana statystyka zajmuje sig rejestrowaniem danych potrzebnych ludziom zaj-
mujacym si¢ polityka i gospodarka. Dane te dotycza zwykle ludnosci, jej podziatu na rozne za-
wody, wielkosci produkcji w poszczegdlnych dziatach gospodarki narodowej, wielkos$ci obrotow
handlowych, wielkosci spozycia roznych artykutow itp.

Badany zbior nazywa si¢ populacjq (niekoniecznie musi to by¢ zbior ludzi, np. populacja
przedsigbiorstw, populacja gospodarstw rolnych). Dla danej populacji wyrdznia si¢ pewna ceche
(lub cechy) i kazdemu elementowi populacji przyporzadkowuje si¢ pewna wartos¢ cechy. Zbior
par

(warto$¢ cechy, liczba jednostek w populacji o danej wartosci cechy)

nazywa si¢ rozktadem cechy w populacji.

Czgsto pojawia si¢ konieczno$¢ uzyskania danych w inny sposob niz za pomoca spisywania
wszystkich jednostek populacji. Ten inny sposob to tzw. badanie reprezentacyjne lub badanie
wyrywkowe. Polega ono na tym, zZe z populacji wybiera si¢ tylko pewna liczbg jednostek i kaz-
dej z wybranych jednostek, w wyniku odpowiedniego badania, przyporzadkowuje si¢ wartos$¢
badanej cechy. Zbior badanych jednostek nazywa si¢ probkgq.

Powstaje problem uogoélnienia wynikéw badania wyrywkowego na cala populacjg. Pojawia-
ja si¢ natychmiast nast¢pujace pytania:

® czy takie uogodlnienie jest mozliwe,
® jezeli tak, to jak je przeprowadzié,
® jak jest wiarygodno$¢ tak uogdlnionych danych?

Zagadnienie opisania populacji przez podanie rozktadu interesujacej nas cechy sprowadza si¢
do zadania podania rozktadu pewnej zmiennej losowej. Czgsto jest wystarczajace oszacowanie
tylko pewnych syntetycznych wskaznikow dotyczacych tej cechy. Takie zadania sprowadzaja si¢
do szacowanie niektorych parametréw zmiennych losowych lub prawdopodobienstw pewnych
zdarzen losowych.

Zadania szacowania rozktadu zmiennych losowych, parametréw tych rozktadow (np. wartosci
oczekiwanej) lub prawdopodobienstw roznych zdarzen nazywaja si¢ zadaniami estymacji.

Czgsto w praktyce zdarza sig, ze rozwazajac pewne zagadnienie mamy gotowa hipotezg¢ doty-
czaca tego zagadnienia i zadanie polega na tym, zeby hipotezg te sprawdzi¢. Hipotezq statystycz-
nq nazywa si¢ kazde przypuszczenie o rozktadzie zmiennej losowej, jego parametrach lub praw-
dopodobienstwach pewnych zdarzen. Czg$¢ statystyki, ktora zajmuje si¢ metodami sprawdzania
takich hipotez nazywa sig teoriq weryfikacji hipotez statystycznych lub teoria testow statystycz-
nych.
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Przyklad 5.1. Wyjmijmy z portmonetki dowolna monetg. Sprawdzenie, czy jest ona symetrycz-
na sprowadza si¢ do zweryfikowania hipotezy, Ze zmienna losowa przyjmujaca
warto$¢ 1, gdy wynikiem rzutu moneta jest orzet i warto$¢ 0 w przeciwnym przy-
padku, ma warto$¢ oczekiwana réwna 1/2. Hipoteza ta moze by¢ rownowaznie
sformutowana nastgpujaco: zdarzenie polegajace na wyrzuceniu orta jest rowne
1/2.

5.2. Pojecie probki

Rozwazmy przyktad 5.1. W celu sprawdzenia, czy moneta jest symetryczna, wykonujemy se-
ri¢ niezaleznych rzutdéw ta moneta. Niech X oznacza zmienna losowa przyjmuja wartos¢ 1, gdy
wynikiem rzutu jest orzet i warto$¢ 0 w przeciwnym przypadku. Niech X; oznacza zmienna lo-
sowa — wynik i-tego rzutu. Liczba wszystkich rzutéw niech wynosi n. Kazda ze zmiennych lo-
sowych X; ma jednakowy rozktad, taki jak zmienna losowa X i zmienne losowe X, sa niezalezne.
Zadanie polega na sformutowaniu pewnych wnioskéw o rozkladzie zmiennej losowej X na pod-
stawie wynikow X, X, ..., X, przeprowadzonych rzutow. Zmienne losowe X,, X,, ... , X, stano-
wig probke w naszym zagadnieniu.

Definicja 5.1. Niech X oznacza zmienna losowa. Probkq n-elementowq nazywamy ciag nieza-
leznych zmiennych losowych X, X,, ... , X, o jednakowym rozktadzie, takim jak
rozktad zmiennej losowej X.

Whioskowanie statystyczne polega na formutowaniu r6znych twierdzen o rozktadzie zmien-
nej losowej X na podstawie probki X, X, ..., X,.

5.3. Zagadnienia estymacji

Rozpatrzmy problem ogdlny. Niech X oznacza zmienna losowa o nieznanej dystrybuancie
F(X),aX,,X, ..., X,— probke dla zmiennej losowej X. Przypus¢my, ze zadanie polega na osza-
cowaniu pewnego parametru liczbowego ¢ w tym rozktadzie (np. warto$ci oczekiwanej, wa-
riancji, prawdopodobienstwa pewnego ustalonego zdarzenia, np. P(X> a), gdzie a oznacza pew-
na stalq).

Zaoszacowanie parametru ¢ przyjmiemy zaobserwowana warto$¢ pewnej funkcji okreslonej
na zbiorze wszystkich warto$ci z probki, tzn. funkcji, ktorej argumentami sa zmienne losowe X,
X,, ... , X,. Oznaczmy t¢ funkcjg¢ nastepujaco:

19,,1 = Lgn(Xl,Xz,...,Xn).

Funkcje .§n nazywamy estymatorem parametru 9.

Okreslajac funkcjg gn dla kazdej wartosci n, otrzymujemy ciag funkcji ISA',, (n=1,2,...,n).
Aby estymator §, moglby¢ praktycznie wykorzystany, musza by¢ spetnione pewne dodatkowe
warunki, ktore powinny zagwarantowac, ze obserwowane w probce wartosci 4, nie beda bardzo
odbiegaty od prawdziwych warto$ci parametru @. Ograniczymy si¢ do dwoch warunkow.
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Definicja 5.2. Jezeli dla kazdej dodatniej liczby &

tim P 3,-9|> ¢)-0,

n—» o
to estymator ISA',, nazywamy estymatorem zgodnym.
Definicja 5.3. Jesli
E(3,)= 9,

to estymator ISA',, nazywamy estymatorem nieobciqZzonym.

Przyklad 5.2. Niech dana bedzie zmienna losowa X i niech zadanie polega na oszacowaniu
prawdopodobienstwa p = P(X > a), gdzie a oznacza pewna stala. Niech X,
X,, ... , X, oznacza probke 1 zdefiniujmy nowe zmienne losowe

1, gdy X; >a,
0, gdy X; <a.

i
Okres$lmy nastgpnie estymator p, parametru p:

N 1
b= (it Bt T,

Pokaza¢, ze estymator p,, jest zgodnym 1 nieobcigzonym estymatorem parame-
tru p.

Z okreslenia zmiennych losowych Y, wynika, ze zdarzenie, iz zmienna losowa Y,
jestrowna 1 jest rownowazne zdarzeniu, ze zmienna losowa X, przyjmie warto$¢
wigksza od a. Poniewaz zmienne losowe X; sa niezalezne, wigc zdarzenia X; > a
sa tez niezalezne. Suma Y, + Y, + ... + ¥, moze by¢ wigc interpretowana jako
liczba zaj$¢ pewnego zdarzenia w schemacie Bernoulliego. W takim przypadku
jest spetnione tzw. prawo wielkich liczb Bernolliego:

Twierdzenie 5.1. Jezeli {X.} oznacza ciqg zmiennych losowych o wspolnym rozkladzie zero-je-
dynkowym, tj.

P(X;=1)=p, P(X;=0)=1-p
oraz

Y, = ZXi’
i=1

-2}

jest stochastycznie zbiezny do p.
Dowdd pomijamy. [

to ciqg

Innymi stowy: poniewaz zmienna Y, jest zmienng losowa o rozktadzie dwumia-
nowym, ktora przyjmuje wartosci k (k=0, 1, ..., n), a utamek k/n oznacza czgs-
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to$¢ wzgledna pojawienia si¢ okreslonego zdarzenia w n do§wiadczeniach prze-
prowadzonych wedlug schematu Bernoulliego, to mozemy powiedzie¢, ze

25}20.

Stad wynika, ze estymator p, jest estymatorem zgodnym.
Ponadto mamy

E(Y,)=1-P(X; >a)+0-P(X; <a) = p.

Ale wartos$¢ oczekiwana sumy zmiennych losowych jest rdwna sumie warto$ci
oczekiwanych tych zmiennych, wigc

k
4

lim P(
n

n—» o

n
EXYj+Yy+...4Y,)= D EY;)=np.
i=1

Korzystajac z twierdzenia 3.7 mamy
. 1 1
E(p,)= E —(i+ht ot X)) = —ETi+ st )= p,
a to oznacza, ze estymator p, jest estymatorem nieobcigzonym parametru p.
Wynik uzyskany dla parametru p z powyzszego przyktadu moze by¢ uogdlniony.

Twierdzenie 5.2. Srednia z prébki jest zgodnym i nieobciqzonym estymatorem wartoSci ocze-
kiwanej, jesli tylko ta wartos¢ oczekiwana istnieje.

Dowéd. Oznaczmy $rednig z probki przez X ,,. Mamy

E(Xn) :E(—(Xl +X2 + ... +Xn)j :_E(Xl +X2 + .. +Xn)
n n

:l(E(X1)+E(X2)+... +E(X,)) :l-n-E(X) = E(X),
n n

gdzie X oznacza zmienng losowa o takim samym rozkfadzie, jak X, X, ... , X, czyli jak probka.
Dowdd zgodnosci estymatora X, wynika z tzw. prawa wielkich liczb Chinczyna, ktdrego do-
wod pomijamy:

Twierdzenie 5.3. Niech X, X,, ..., X, oznacza ciqg niezaleznych zmiennych losowych o jedna-
kowym rozkladzie. Jezeli wartosc oczekiwana m = E(X) istnieje, to dla kazdej

liczby £> 0
X+ X+ ..+ X

n

lim P(‘ -m

n— o n




