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Rozklad gamma

Definicja 3.17. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad gamma, jesli jej funkcja gestosci
jest okreslona wzorem

0dla x<0,
f(x)=4 b

— xP7e™ {la x> 0,
I'(p)

gdzie b > 01 p > 0 oznaczaja pewne stale.

Przypomnijmy, ze funkcjq gamma nazywamy catk¢ Eulera drugiego rodzaju dana wzorem

o0
I'(p) = pr_l e *dx, p>0.
0

Mamy przy tym
F(p+D=p-T'(p)

oraz
T(n+1)=n!,

gdy warto$¢ n jest liczba naturalna.

Przyklad 3.7. Zmienna losowa X podlega rozktadowi gamma dlab=11p =2. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze zmienna ta przyjmie warto$¢ nie wigksza od 1 oraz wyzna-
czy¢ dystrybuante.

Zgodnie z definicja 3.17 funkcja ggstosci ma postaé

0dla x<0,

fx)=4_1
')

x-e ¥ dla x>0.

Poniewaz I'(2) = 1, wiec

e—2

e

1
1
P(Xsl):jx~e‘xdx=—(x~e‘x+e‘x)0= ~ 0,26
0

oraz

0 dla x<0,
F(x) = _x
I-(x+1)e * dla x>0.

Szczegolnym przypadkiem rozktadu gamma jest rozktad wyktadniczy, ktory otrzymujemy dla
b=Aip=1. Wowczas
0dla x<0,
A-e”™ dla x> 0.

f(X)={
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Rozklad beta

Definicja 3.18. Zmienna losowa X ma rozktad beta, jezeli jej ggstos¢ jest okre§lona wzorem

0 dla x<0,

! xP 1 1-x)9" dla 0<x<1,
B(p, q)
0 dla x>1,

f(x)=

gdzie p > 01 g > 0 oznaczaja pewne state.

Przypomnijmy, ze funkcjq beta nazywamy catke Eulera pierwszego rodzaju, ktora okresla

WZzOr
1

B(p.q)=[x""'(1-x)7"dx, p>0, ¢>0
0

oraz ze zachodza nast¢pujace zalezno$ci:

-1
B(p,q)= q—B(p, qg-1),
pt+qg-—1
I'(p)-I'(g)
B b :—7
(»>q) F(p+q() y
n— !
B(p,n)= ,
(p,n) p-(p+'l)-...-'(p+n—1)
B(m,n):(n_l)'(m_l)'.
(m+n-1)!

gdzie m i n oznaczaja liczby naturalne.

Przyklad 3.8. Zmienna losowa X podlega rozktadowi beta dla p = 3 1 ¢ = 2. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze przyjmie ona warto$¢ mniejsza od 0,1.
Na podstawie definicji 3.18 funkcja gestosci dana jest wzorem

0dla x<0 lub x>1,

S=1_1_ 20 4 da 0<x<1
B(3,2)
Poniewaz
I _(G+2-D!_ 41
B(3,2) 11-2! 2 ’
wigc
0.1 . Y
P(X<0,)=12 sz(l — X)dx = 12(—x3 ——x4j =0,0037.
0 3 4 0
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Rozklad Cauchy’ego

Definicja 3.19. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Cauchy’ego, gdy jej gestos¢ jest
okreslona wzorem
1 a
f()=— s,
T a”+(x—a)

gdzie @ > 0, a a oznacza dowolng liczbg rzeczywista, —o < x < +co.,

W przypadku a =0 1 &= 1 wykres gestosci jej nastepujacy:

f‘(x)“
1
a

/\

0\ x

Dla a = 0 dystrybuanta tego rozktadu ma postac

X X

a dt
F(x)=— 3 3 = —arctg—
Tt +a T o

I 1 x
=—+—arctg—.
2 a

—0o0

Rozklad Laplace’a

Definicja 3.20. Mowimy, e zmienna losowa X podlega rozktadowi Laplace’a, jesli jej gestosé
prawdopodobienstwa jest okre§lona wzorem

1
S (x) ZEﬂ'eXp(—/ﬂx )
gdzie 4> 01 —o0 <x < oo,

Wykres tej funkcji jest nastepujacy:

f(x)
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Rozklad Maxwella

Definicja 3.21. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Maxwella, gdy jej gestos¢ prawdo-
podobienstwa dana jest wzorem

0 dla x<0,

_ 3/2
JOV=1 3T 2 (= ax?) dla x>0,

Jz

przy czym A > 0.
Wykres powyzszej funkcji gestosci dla 4 = 1/2 jest nast¢pujacy:
A
fix) r

0.6F -

0]

A
It
1N
>
]

Zadania

1. Zmienna losowa X ma rozktad wedhug gestosci danej wzorem

0 dla x<0,
f(x)=1C-sinx dla ngsg,
0dla x>2=.

3

A. Obliczy¢ stata C.
B. Poda¢ dystrybuantg.
C. Obliczy¢ P(7/6 < X < 7/4).

2. Zmienna losowa X podlega rozktadowi wedlug gestosci danej wzorem

0 dla x<1,
f(x)=9Inx dla 1<x<aq,
0 dla x> a.
A. Obliczy¢ stata a.

B. Poda¢ dystrybuantg.
C. Obliczy¢ P(2 < X < e).
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3.

Strzatka minutowa zegara elektrycznego zmienia potozenie w koncu kazdej minuty. Jezeli
strzatka wskazuje a minut, to rzeczywisty czas ¢ jest zmienng losowa przyjmujaca wartosci
z przedziatu [a, a + 1]. Znalez¢ gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej ¢.

. Zmienna losowa przyjmuje wartosci z przedziatu [1, 7], przy czym prawdopodobienstwo

przyjecia przez nig wartosci z wycinka przedziatu [3, 4] jest pig¢ razy wigksze od prawdopo-
dobienstwa przyjecia wartosci z wycinka o tej samej dlugosci z przedziatu [1, 3), a takze
z przedziatu (4, 7]. Poda¢ gegstos¢, dystrybuantg 1 obliczy¢ P(3,6 < X < 4,7).

. Zmienna losowa X podlega rozktadowi wedtug trojkata utworzonego przez o$ Ox oraz proste

y=ax+aiy=-x+4. Dobra¢ odpowiednio stata a i poda¢ gestos¢ prawdopodobienstwa tej
zmienne;j.

. Zmienna losowa podlega rozktadowi wedtug trojkata utworzonego przez o§ Ox oraz proste

yv=ax(a>0)i y= —2a%x+4+/5. Dobraé odpowiednio stata a i poda¢ gestos¢ prawdo-
podobienstwa tej zmienne;.

. Zmienna losowa X podlega rozktadowi wedlug gestosci danej wzorem

0dla x<1,
f(x) = %dla 1<x<3,
0 dla x> 3.

Wyznaczy¢ dystrybuante oraz obliczy¢ P(1,4 < X < 2). Wykona¢ wykresy gestosci i dystry-
buanty. Zaznaczy¢ warto$¢ obliczonego prawdopodobienstwa na wykonanych wykresach.

. Zmienna losowa podlega rozktadowi wedtug trapezu rownoramiennego o podstawie x i kacie

nachylenia & = 7/6, przy czym a < x < b. Napisa¢ rOwnanie ggstosci.

. Zmienna losowa podlega rozktadowi wedtug trojkata rownoramiennego o podstawie a < x

< 3a. Napisa¢ rownanie gestosci.

10. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci x;, = 1, x, = 2 i x; = 4 z prawdopodobienstwami od-

powiednio 1/3, 1/4 1 5/12. Wyznaczy¢ wartos$ci dystrybuanty F(1), F(2,5), F(4) 1 F(6).

11. Pewna gra polega narzucie trzema monetami i otrzymaniu wygranej 10 zt w przypadku wy-

rzucenia trzech ortéw i przegraniu 6 zt w pozostatych przypadkach. Traktujac wygrana jako
zmienng losowa podac¢ jej funkcj¢ prawdopodobienstwa i dystrybuante.

3.4. Funkcje zmiennych losowych

Ograniczymy si¢ do podania twierdzenia.

Twierdzenie 3.3. Jezeli zmienna X jest zmiennq losowq, a funkcja g(x) jest funkcjq B-mierzal-

nq, to zmienna Y=g(X) jest tez zmiennq losowq.

Dowdd pomijamy. [
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Funkcje g(x) nazywa si¢ funkcja B-mierzalna, gdy okre§lony przez nier6wnos¢ g(x) <y zbidr
argumentow x jest zbiorem borelowskim dla kazdej wartosci y. W szczegdlnosci kazda funkcja
ciagta jest B-mierzalna.

3.5. Okreslenia momentow

Momenty sa charakterystykami liczbowymi rozktadéw zmiennych losowych, ktore umozli-
wiaja szybkie porownanie rozkladéw migdzy soba.

Definicja 3.22. Momentem rzedu l (1=1, 2, ...) wzgledem liczby ¢ zmiennej losowej X nazy-
wamy dla zmiennej losowej skokowej sume

ui = 2. (5 - ) p,
k
a dla zmiennej losowej ciagtej catke
+00
ui= [(x=o) f(x)x,

jesli odpowiednio szereg lub catka sa bezwzglednie zbiezne, gdzie p, oznacza
prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng losowa X warto$ci x,, a f{x) — ge-
stos$¢ prawdopodobienstwa.

Uwagi

1. Jesli zmienna losowa X jest skokowa o skonczonej liczbie punktéw skokowych x, lub ciagla
o0 gestosci ograniczonej 1 wigkszej od zera na przedziale skonczonym [a, b], to warunek bez-
wzglednej zbieznosci odpada, bo w pierwszym przypadku mamy do czynienia z suma skon-
czona, a w drugim — z catka oznaczona.

2. Z definicji wynika, ze moment zalezy tylko od rozktadu. Jesli zatem X, i X, oznaczaja dwie
zmienne losowe o tym samym rozktadzie, to momenty tych zmiennych sa réwne. Moze jed-
nak zdarzy¢ sig, ze rozktad nie ma momentow.

Definicja 3.23. Jezeli ¢ = 0, to moment nazywamy zwyklym i1 oznaczamy przez m,, tj.

my = Z xt p. dla zmiennej losowej skokowej,
k
+00

my = J.xl f(x)dx dla zmiennej losowej ciagle;.

—0o0

Definicja 3.24. Moment zwykty rz¢du pierwszego nazywamy wartosciq przecietng (wartosciq
oczekiwang, nadziejq matematycznq) 1 oznaczamy symbolem E(X), tj.

E(X)= Z x py dla zmiennej losowej skokowe;j,
k
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+00
E(X)= Ixf (x)dx dla zmiennej losowej ciagle;.

—00

Przyklad 3.9. Zmienna losowa X podlega rozktadowi P(X=x,) =p,, k=1, 2, ..., gdzie

N
pk 3k > k k °

Zbada¢ istnienie momentu rz¢du pierwszego.

Na podstawie definicji 3.24 nalezy obliczy¢ sumg iloczyndow warto$ci zmienne;j

losowej przez odpowiadajace im prawdopodobienstwa. Mamy

> 2 2 (-pF3k 2 -k
S wm Z_k( ) 22(
k=1 k=1 k=1

=-2-In2.

Poprzestanie na tych obliczeniach prowadzi do btgdnego wniosku, ze wartos§¢
oczekiwana istnieje. Mamy jednak

1
Sl p=23 =

co 0znacza, ze szereg nie jest bezwzglednie zbiezny (jest to szereg harmoniczny
rzgdu pierwszego).

Przyklad 3.10. Zmienna losowa X ma rozktad Cauchy’ego postaci

) =——

T 1+x

T, —0<x<+o.

Zbada¢ istnienie wartosci oczekiwanej w tym rozktadzie.
Mamy

Va2 f

co oznacza, ze rozktad Cauchy’ego nie ma momentu rzedu pierwszego. Wynika
z tego, ze rozktad ten nie ma zadnego momentu.

1n(1+x )

1+x 1+x

Definicja 3.25. Jesli w definicji 3.22 przyjmiemy ¢ = m, = E(X), to taki moment nazywamy mo-
mentem centralnym rzedu [ 1 oznaczamy przez y,, czyli

= Z(xk - my)! p; dla zmiennej losowej skokowej,
k

My = I(x— ml)l f(x)dx dla zmiennej losowej ciagle;.

—00
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Definicja 3.26. Moment centralny rzedu drugiego u, nazywamy wariancjq, a pierwiastek z nie-
go — odchyleniem standardowym. Wariancje oznaczamy przez o lub D *(X),
a odchylenie standardowe przez o lub D(X), tj.

D? (X)= Z [x; — E(X)]2 pr dla zmiennej losowej skokowe;,
k
+00
D? (X)= J[x - E(X)]2 f(x)dx dla zmiennej losowej ciagte;j.
Moment centralny mozna przedstawi¢ za pomoca warto$ci oczekiwane;j:
p = E(X~E(X)").

W przypadku zmiennej losowej skokowej mamy bowiem

= 2 G —m) pp = D Epk = E(©) = E(X-m))= E(X - E(X))),
k k

gdzie przyjgto oznaczenie (x; —m; )l = & . W przypadku zmiennej losowe;j ciaglej uzasadnie-
nie jest podobne.

Przyklad 3.10. Wyrazi¢ trzy pierwsze momenty centralne poprzez momenty zwykile.
Rozwazymy przypadek zmiennej losowej skokowej (dla zmiennej losowej ciag-
lej rozumowanie jest podobne). Mamy:

H = E(X- E(X))= %‘,(xk -m)py = %xkpk - ml%Pk = my - my =0,
#y = E(X - EQX)?) = 2(x = mp) py
= D XPpg - 2my 2 Xy py+ mi D py = my - 2mi + mi = my - mi,
k k k
p3 = E(X - E(X)*) = %(xk -m)*py
= %xipk - 3m1§,x1%l?k + 3m12§xkpk - m?%l’k
= my - 3mymy + 3m13 - m13 = my - 3mymy + 2m13.
Momenty m, = E(X) (warto$¢ oczekiwana) i i, = D *(X) (wariancja) odgrywaja duza role

w rachunku prawdopodobienstwa i statystyce matematycznej i dlatego ich wtasnos$ci rozwazymy
w kolejnych punktach.

3.6. Wiasnosci wartosci oczekiwanej

Definicja3.27. Wartosciq oczekiwang funkcji g zmiennej losowej X (funkcji g(X), gdzie X ozna-
cza zmienna losowa) nazywamy wyrazenie

E(g(x)) =Y g(xp) Pk
k
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gdy zmienna losowa X jest skokowa o punktach skokowych x, i skokach p, oraz
wyrazenie

E(2(x) = [ g(x)f (x)dx,

—0o0

gdy zmienna losowa X jest ciagla i ma gestos¢ f(x).
Uwaga: W powyzszej definicji szereg i catka powinny by¢ bezwzglednie zbiezne.
Podstawowe wtasnosci wartosci oczekiwanej podamy w kilku twierdzeniach.

Twierdzenie 3.4. Jesli g,(X) i g,(X) oznaczajq dwie jednoznaczne funkcje zmiennej losowej X
oraz jesli istniejq wartosci oczekiwane E(g,(X)) i E(g,(X)), to

E(g1(X)+g2(X)) = E(g1(X)) + E(g2(X)).

Dowéd. Rozpatrzymy przypadek zmiennej losowej skokowej (dla zmiennej losowej ciagtej do-
wad jest podobny). Zauwazmy przede wszystkim, ze warto$¢ oczekiwana sumy

E(g1(X)+gy(X)) =D (g1(xx) + & (xp ) i
3

istnieje, bo szereg z prawej strony jest bezwzglednie zbiezny, co wynika z nierownosci

Dl e+ g (x| e <D g1 | o + . g2 (ki) | pi
k k k

1 faktu, ze z zatozenia oba szeregi po prawej stronie tej nierownosci sa bezwzglednie zbiezne.
Z bezwzglednej zbieznosci szeregéw wynika ich zbieznos¢, a wige

D (g1 + & () =D g1(xp) + D, g2 (xx) = E(g1(X)) + E(g2 (X)) -
% k %

Twierdzenie 3.5. Wartos¢ oczekiwana stalej a rowna sie tej statej, tj.
E(a)=a.

Dowdd jest oczywisty. u
Twierdzenie 3.6. Zachodzi rownos¢
E((aX)"y=a"E(X"),

gdzie a oznacza pewnq statq, a n — liczbe naturalng.

Dowdd (dla zmiennej losowej skokowej). Mamy

E((@X)") =D (ax;)" pf =a" Y (xppp)" =a"E(X™). n
k k
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Bezposrednia konsekwencja twierdzen 3.4 — 3.6 jest

Twierdzenie 3.7. Wartos¢ oczekiwana przeksztatcenia liniowego zmiennej losowej X jest rowna
przeksztatceniu liniowemu wartosci oczekiwanej tej zmiennej, tj.

E(aX +b) = aE(X)+b,

gdzie a i b oznaczajq pewne state.

Twierdzenie 3.8. Jezeli zmienna losowa Y ma posta¢ Y = X - E(X), to E(Y) = 0.

Dowdd. Wartos¢ oczekiwana jest stala, a wige warto$¢ oczekiwana z tej wartosci jest niej rOwna
(na podstawie twierdzenia 3.5), czyli E(E(X)) = E(X). Uwzgledniajac twierdzenie 3.7 mamy

E(Y)=E(X-E(X))=E(X)—-E(E(X))=E(X)-E(X) =0. n

Twierdzenie 3.9 (nieréwnos¢ Schwarza). Jesli Xi Y oznaczajq zmienne losowe o rozktadach,
dla ktorych istniejq momenty zwykle rzedu pierwszego i drugiego, to

|E(X-7)|<VE(X?)-E(Y?).

Dowdd. Niech Z = (X -aY)? oznacza zmienna losowa z parametrem a, ktory jest liczba rzeczy-
wista. Na podstawie twierdzen 3.4 1 3.6 warto$¢ oczekiwana tej zmiennej losowej jest rowna

E(Z)=E(X -aY)?)= E(X*)+E(-2a-X-Y)+ E(a*Y?)
= E(X?)=2aE(X -Y)+a’E(Y?).
Warto$¢ oczekiwana E(Z) jest nieujemna, bo zmienna losowa Z jest nieujemna. Rozwiazmy nie-
rownos¢
E(X%)=2aE(X-Y)+a’E(Y?)>0.

Aby ta nierownosc¢ byta prawdziwa, wyrdznik A tego trojmianu kwadratowego (z uwagi na war-
to$¢ a) musi by¢ niedodatni, czyli

1
JA= (E(X-V)? -E(X?)-E(Y?)<0.
Z nierdwnosci tej wynika nierowno$¢ podana w twierdzeniu. u

Przyklad 3.11. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci x,, x,, ... , X,, kazda z jednakowym praw-
dopodobienstwem p. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana tej zmiennej losowe;.
Jezeli zmienna losowa X przyjmuje kazda z n wartosci z jednakowym prawdo-
podobienstwem p, ton * p =1, skad p = 1/n. Wowczas

n n 1 n
E(X)= Y xp=p D X =— D X,
k=1 k=1 =1

czyli warto$¢ oczekiwana podanej zmiennej losowej jest Srednia arytmetyczna.

Przyklad 3.12. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci x,, x,, ... , X; Z prawdopodobienstwami
odpowiednio n, p, n,p, ..., n,p. Obliczy¢ warto§¢ oczekiwana tej zmiennej.
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Suma wszystkich prawdopodobienstw musi by¢ rowna 1, ;.

mp+n,p+...+n;p=1,

skad
3 1

ny+ny +...+n;

Jesli oznaczymy n = n, + n, + ... + n,, to otrzymamy p = 1/n. Poszczegolne
prawdopodobienstwa beda zatem rowne
mon i

b 9 9

n n n

ktoére mozna interpretowac jako czestosci wzgledne sukcesow w n doswiadcze-
niach. Dla warto$ci oczekiwanej otrzymujemy

i n 1 i
E(X) = Zxk __k:_ Zxknk.
k=1 " Mo

Okazuje sig, ze w tym przypadku warto$¢ oczekiwana jest tzw. §rednig arytme-
tyczng wazona.

Zadania
1. Rzucamy sze$cienna kostka do gry. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana liczby wyrzuconych oczek.

2. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Jaka jest warto$¢ oczekiwana sumy otrzy-
manej liczby oczek na obu kostkach?

3. Zorganizowano dwa turnieje: I 1 II. Gracz moze wybra¢ tylko jeden z nich. Orientuje sig, ze
w turnieju I ma szans¢ wygrania pierwszej nagrody w wysokosci 1200 zt, drugiej — 800 zt
i trzeciej — 200 zt z prawdopodobienstwami odpowiednio 0,2, 0,6 10,1, a w turnieju II nagro-
dy o tej samej wysokos$ci ma szans¢ wygra¢ z prawdopodobienstwami odpowiednio 0,3, 0,2
10,4. W ktorym turnieju jest korzystniej uczestniczy¢ graczowi?

4. Zorganizowano nastgpujaca loteri¢: rzucamy trzema kostkami i w przypadku trzech szdstek
wygrywamy 100 zt plus stawke, a w przypadku dwoch széstek wygrywamy 10 zt plus stawke.
Ile powinna wynosi¢ stawka, aby gra byta sprawiedliwa?

Uwaga: Gra jest sprawiedliwa, gdy warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej opisujacej gre jest
réwna zero.

5. Wurnie mamy 6 kul biatych 14 czarne. Ciagniemy z urny kule ze zwrotem, a z do otrzymania
kuli biatej, lecz co najwyzej trzy razy. Obliczy¢ w tych warunkach warto$¢ oczekiwana liczby

ciagnieC.
6. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwanag dla rozktadu jednostajnego.

7. Zmienna losowa X podlega rozktadowi Bernoulliego. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana tej zmien-
nej.
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8. Zmienna losowa X podlega rozktadowi Poissona. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana tej zmienne;.

3.7. Wskazniki rozrzutu

Znajomo$¢ tzw. wskaznikow rozrzutu jest konieczna, gdy przy rozpatrywaniu dwu lub wigce;j
rozktadow zmiennej losowej stwierdza sig, ze wartosci oczekiwane w tych rozktadach sa takie
same, a trzeba rozstrzygna¢, ktory rozktad jest w danych warunkach lepszy. Na przyktad otrzy-
manie tych samych $rednich trafien przy strzelaniu do tarczy nie rozstrzyga, ktory ze strzelcow
jest lepszy. Decyzje mozna podja¢ po zbadaniu rozrzutéw, czyli skupien trafien wokoét celu.

Jednym ze wskaznikow rozrzutu jest odchylenie standardowe, czyli pierwiastek z wariancji.
W kolejnych twierdzeniach podano podstawowe wtasno$ci wariancji i odchylenia standardowe-

go.
Twierdzenie 3.10. Dla kazdej wartosci ¢ #+ m, zachodzi nierownos¢
D*(X) < E((X —¢)?).
Dowdd. Mamy
E(X~0)*)= E(X —my +my —c)*) = E(X =m)?) +2(m =) E(X —my) + E((my = 0)°).

Ale
E((X -m)?) = E((X - E(X))*)=D*(X),

na podstawie twierdzenia 3.8
E(X—=my)=E(X—-E(X))=0,

a na podstawie twierdzenia 3.5
E((m —0)*) = (m —c)?.

Zatem
E(X —c)?)=D*(X)+(m —c)* > D*(X)

dlac # m,. u

Twierdzenie 3.11. Dodanie stalej do wartosci zmiennej losowej nie zmienia jej wariancji, .
D?(X +b) = D*(X).
Dowdéd. Mamy

D*(X +b)=E((X +b— E(X +b))*) = E(X +b— E(X)— E(b))?)

| |
= E(X +b— E(X)-b)*) = E(X - E(X))*) = D*(X).

Twierdzenie 3.12. Jezeli Y = aX, to

D*(Y)=a’D*(X),
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Dowdd. Mamy

czyli
o =D(Y)=|al| D(X).

D?(Y) = D*(aX) = E((aX — E(aX))?) = E((aX)? - 2aXE(aX) + (E(aX))?)

= E((aX)?)-2E(aX - E(aX)) + (E(aX))?
= E((aX)?)-2E(aX)- E(aX) +(E(aX))? = E(aX)?) - (E(aX))?
=’ E(X?)-a*(E(X))* = a*(E(X?)- E*(X)) = a>D*(X),

co konczy dowod. [

Twierdzenie 3.13. Wariancja dowolnej statej b jest rowna zeru, tj.

D?(b) =0.

Dowo6d wynika bezposrednio z twierdzenia 3.5 1 definicji wariancji. u

Przyklad 3.13. Sklep ma do wyboru zakup z hurtowni jednej z dwoch partii konserw 4 1 B po

100 sztuk, kazda o jednakowej cenie i jakosci. Dane sa cigzary (w kg) puszek
partii 4 i B (odpowiednio 4, i B,) oraz liczby puszek n, o wadze 4, 1 m, o wadze
By

A, 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3
ny 3 2 36 21 28 9 1
B, 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3
n 10 10 21 18 15 22 4

Ktora parti¢ nalezy poleci¢ do wyboru?

Zmienna losowa dla kupujacych z partii 4 przyjmuje wartosci A, z prawdo-
podobienstwami 7, /100, a z partii B — warto$ci B, z prawdopodobienstwami
m, /100 (cigzary obu partii sa jednakowe 1 wynosza 100).

Mamy E(A) = E(B) = 1 (w kg), tzn nalezatloby sprzeda¢ puszke jako wazaca
1 kg. Mogloby wydawac sig, ze partie 4 1 B sa rownowazne. Lepsza jest jednak
ta paria, ktorej cigzary puszek sa bardziej zblizone do nominalnych (1 kg). Lep-
sza jest zatem paria, ktéra przy jednakowych wartosciach oczekiwanych ma
mniejszy rozrzut. Obliczamy zatem wariancje:

D?(A) = %[(0,7 ~1)?-3+(08-1)%-2+(0,9-1)%-36

+(1,0-1)% 21+ (,1-1)% 28+ (1,2-1)%-9
+(1,3-1)%-1]=0,0144

oraz
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D?*(B) = ﬁ[(m ~1)%-10+(0,8-1)%-10+(0,9-1)% 21
+(L,0-1D2 18+ (L1-1)2-15+(1,2-1)%-22
+(1,3-1)% -4] = 0,0290.
Poniewaz D*(4) < D*(B), wigc nalezy wybra¢ partig A.

Przyklad 3.14. Obliczy¢ wariancj¢ rozktadu jednostajnego.
Poniewaz

D*(X)= E(X*)—(E(X)* =my —m{,

a na podstawie zadania 6 po p. 3.6 wiemy, ze

m =E(X)=“;b,

wigc wystarczy obliczy¢ m,. Mamy

m :Toxzf(x): ! .?xzdx:l' ! ~x2b:l(a2+ab+b2)
) b-a: 3b-a la 3 '
Zatem
AV
DZ(X)=%(a2+ab+b2)—%(a2+2ab+b2)=%.

Zadania
1. Rzucamy sze$cienng kostka do gry. Obliczy¢ wariancjg liczby wyrzuconych oczek na kostce.

2. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Obliczy¢ wariancj¢ sumy liczb oczek otrzy-
manych na kostkach.

3. Obliczy¢ wariancje rozktadu Bernoulliego.
4. Obliczy¢ wariancjg¢ rozktadu Poissona.

5. Rzucamy dwie kos$ci do gry. Oznaczmy przez X, zmienna losowa przyjmujaca warto§ci rowne
liczbie oczek na pierwszej kostce, a przez X, zmienna losowa przyjmujaca wartos¢ 1, o ile na
pierwszej kostce jest piatka i na drugiej kostce jest piatka, natomiast warto$¢ 0 w pozostatych
przypadkach.

A. Znalez¢ rozktad zmiennej losowej X=X, + X, .

B. Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X i wykonac¢ jej wykres.

C. Obliczy¢ P(4 < X<6) oraz zaznaczy¢ obliczone prawdopodobiefistwo na wykresie dystry-
buanty.

D. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej losowej X.
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6. Mys$liwy ma trzy naboje 1 strzela do chwili trafienia do celu lub do chwili wystrzelenia wszy-
stkich naboi. Liczba naboi jest zmienna losowa.
A. Poda¢ rozktad tej zmiennej wiedzac, ze prawdopodobienstwo trafienia celu przy kazdym
strzale jest rowne 0,8.
B. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe.

7. A. Dla jakiej wartosci C funkcja

Cx? dla 0<x<3,

7 {0 dla x<01ix>3
jest gestoscia prawdopodobienstwa?

B. Znalez¢ dystrybuantg wyznaczonego rozktadu i wykonac jej wykres.

C. Obliczy¢ P(1 < X<4)izaznaczy¢ warto$¢ obliczonego prawdopodobienstwa na wykresie
dystrybuanty.

D. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang i odchylenie standardowe.

8. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci -2, 2 i 3 z prawdopodobienstwami odpowiednio 0,25,
0,510,25.
A. Znalez¢ rozklad zmiennej losowej Y = X2,
B. Obliczy¢ E(Y) i D(Y).



