Metody probabilistyczne i statystyka
wyktad 1

zadania

str. 8 zad. 1
Zbior podstawowy sktada sig¢ z 8 elementow.

ad a)
Zdarzeniami sprzyjajacymi sa: OOR, ORO, ROO, gdzie O oznacza wypadnigcie orfa, a R —resz-
ki. Szukane prawdopodobienstwo jest wigc rowne

3
P(A)=—.
(A) 2
ad b)
Zdarzenia sprzyjajace: OOO, OOR, ORO, ROO. Zatem
4 1
P(B)=—=—.
(B) 22
ad ¢)
Zdarzeniami sprzyjajacymi sa: OOR, ORO, ROO, ORR, ROR, RRO, RRR, a wigc mamy
7
P(C)=—.
(©) 2
str. 8 zad. 2

Zbidr podstawowy sktada si¢ z 20 elementéw, bo za pierwszym razem mozemy wybrac jedna
z pigciu cyfr, a za drugim razem — jedna z czterech pozostatych cyfr.

ad a)
Zdarzen sprzyjajacych jest 12, bo wybory odpowiadajace warunkowi zadania sa nastgpujace: 1
12,113,114,1i15,311,312,314,315,511,512,513,514. Zatem

12

P(A)=—2=06

ad b)
Zdarzen sprzyjajacych jest tez 12, ale wybory odpowiadajace warunkowi zadania sa tym razem
nastepujace: 113,115,211,213,215,311,315,411,413,415,511,513. Mamy wigc

P(B) = % = 0,6.

ad ¢)
Na zdarzenia sprzyjajace sktadaja si¢ wszystkie zdarzenia z p. a) i z p. b), czyli

P(C)= P(A+ B)= P(A)+ P(B)=0,6+0,6=03.



str. 9 zad. 3

WprowadZmy nastepujace oznaczenia zdarzen:
B, — wylosowanie kuli bialej z urny I,

C, — wylosowanie kuli czarnej z urny I,

B, — wylosowanie kuli biatej z urny II,

C, — wylosowanie kuli czarnej z urny II.

Jest oczywiste, ze

6 2 3 1 4 2 6 3
P(By)=—=—, P(C))=—=—, P(By))=—=—, P(C))=—=-—.
(1)93 (1)93 (2)105 (2)105

ad a)
2
P(Bl'Bz)=P(B1)'P(Bz)=(§j = 0,44.
ad b) 5
P(C,-Cy) = P(Cy)- P(Cy) = Gj ~ 011
ad ¢) 3
P(32-32-BZ):P(Bz)-P(Bz)-P(Bz):@) ~ 0,064,
ad d) 3
P(C2C2CQ)ZP(Cz)P(Cz)P(Cz)Z(gj %0,216
ad e)

Zdarzeniami sprzyjajacymi sa: B,B,C,, B,C,B,, C,B,B,. Sa to zdarzenia wykluczajace si¢. Zatem
P(BlBlCl + BICIBl + CIBIBI) = P(BlBICI) + P(BlclBl) + P(ClBlBl)
= P(By)- P(By)- P(Cy) + P(By)- P(Cy)- P(By) + P(Cy) - P(By)- P(By)

2
=3-(%j -l=£z0,44.
3 39

ad f)
Moga zdarzy¢ si¢ dwa przypadki: najpierw wyciagniemy kulg biata z urny I, a nastgpnie kulg
czarng z urny II lub na odwrét. Mamy wige

P(B|Cy + ByCy) = P(B1Cy) + P(ByCy) = P(By)- P(Cy) + P(By) - P(Cy)

23,218 Los3

ad g)
Prawdopodobienstwo wylosowania kazdej urny jest takie same i wynosi 1/2. Z kazdej urny

mozemy najpierw wylosowac kule biata, po czym czarng lub na odwrét. Mamy zatem



p=%- P(BICy + CiB)) + 2+ P(ByCy + CaBo)

[P(BICI)-F P(ClBl)]-I-— [P(32C2)+ P(Csz)]

[P(B))- P(C)) + P(C))- P(Bl>]+% [P(By)- P(Cy) + P(Cy)- P(By)]

2-=-= ~ 0,46.

ad h)
Zdarzenia B,C,C,, C,B,C, i C,C,B, wykluczaja sig, wigc

p=P(BC\C + CB|C + C\C1By) = P(B|C1Cy) + P(C1B|Cy) + P(C,CBy)

2 L2 (1) 2
=3-P(By)-|P(C :3-—-(—j =—~=0,22.
(B))-[P(C))] 33 5
ad i)
Prawdopodobienstwo wylosowania kazdej urny wynosi 1/2, wigc mamy

1

p:...:5~3~P(B1)-[P(C1)]2 +%'3'P(32)'[P(C2)]2 _ _ 368

1125

~0,32.
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Oznaczmy przez O zdarzenie polegajace na wyrzuceniu orla, a przez R — reszki.

ad a)

Zdarzenie A moze zaj$¢ na skutek realizacji jednego z nastepujacych wykluczajacych si¢ zdarzen:

A, — wystapienie tylko dwoch rzutéw, tj. przypadku OO lub RR,
A, — wystapienie tylko trzech rzutow, tj. przypadku ORR lub ROO,

A, — wystapienie tylko czterech rzutoéw, tj. przypadku OROO lub RORR itd..
Mamy:

payy_ L1 1, 11
22 22 2 2
I 11 111 1
P(A3): _____ + === =2 —3:_2,
222 222 T3
1 1 1
P(A)=—+ton L1
1 1 1 1

Zatem



P(A)=P(Ay + A3+ Ay +...+ A,)= P(Ay) + P(A3) + P(Ay) + ...+ P(4,)

I S S
Korzystajqc Z WZ0ru na sume »n WyraZ(')W Ciqgu geometrycznego, tJ
1 _
Sy=ay- 1 >
I-q

gdzie a, oznacza pierwszy wyraz tego ciagu, a ¢ —stosunek wyrazu nastgpnego do poprzedniego,
otrzymujemy (W naszym postepie wyrazy sa ponumerowane od 2 i jestichn - 1)

n—1
(3
1 2 1

S L =—- —1-
I’l—l 2 1_1 21’!—1 b
2
czyli
P(A)=1-21",
Zauwazmy, 7€
lim P(A4)=1.
n— ©

ad b)
P(B)=P(Ay + Ay + Ag +...+ Ay, +...)
= P(Ay)+ P(Ay) + P(A4g) +...+ P(4y,) +...
U L S S
2 23 2% 27

OtrzymalisSmy ciag geometryczny nieskonczony (szereg geometryczny), w ktory a, = 1/2 oraz
q = 1/2. Korzystajac z wzoru na sumg wyrazow takiego ciagu, tj.

S = ,
1-¢
mamy ostatecznie
2
P(B)=—.
(B) 3
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Aby mozna zbudowac trojkat, suma dwoch odcinkéw musi by¢ wigksza od trzeciego. Rozwazmy
odcinek [0, 1] 1 niech punkty dzielace maja wspotrzedne x i y.

| ] ] ]
I 1 T 1

0 x hY 1

Aby powstal trojkat, musza by¢ spetnione nast¢pujace warunki:



a+b>1-(a+b),

a+[1-(a+b)]>b,

b+[1-(a+b)]>a,
czyli

a+b>l,
2

b<l,
2

1
a<—.

2
Stad, po podstawieniu wspolrzednych, mamy

>_3
7 2

1

<x+—,

7 2
xX<—.

Jest oczywiste, ze musza by¢ takze spetnione nierdwnosci
y<l 1 x>0,

a wigc otrzymujemy

O<x<l,

2
L (1)
2 b

1
<X+-—.
4 2

Poniewaz wielkosci x 1 y moga by¢ dobrane symetrycznie, wigc po ich zamianie uzyskamy ana-
logiczne nieréwnosci

1
O<y<—,
Y 2
l<x<1 (2
2 2

1
xX<y+-—.
4 2

Nierownosci (1)1(2) wyznaczaja obszary zakre$lone na rysunku. Stad szukane prawdopodobien-
stwo jest rowne (pole zakreslone) / (pole kwadratu) = 1/4.



=x+—
4 2

1) 1

2)

A 4

2 |—
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Aby moneta przykryta czesciowo co najmniej dwa kwadraty, jej sSrodek nie moze upas¢ w czar-
nym kwadracie zaznaczonym na ponizszym rysunku.

-~

.
2a

Bok tego kwadratu jest rowny 2a - 2r. Szukane prawdopodobienstwo jest rtowne stosunkowi pola
catego kwadratu o boku 2a pomniejszonemu o pole czarnego kwadratu do pola calego kwadratu,
czyli

4a? - (2a - 21/)2 _r(2a-r)

4a2 a2




