XIV. DRGANIA

14.1. Ruch harmoniczny

Swiat jest pelen ciat, ktore wykonuja drgania, czyli poruszaja sig na przemian w jedna strong
1 z powrotem. Drgania te mierzy si¢ za pomoca czgstotliwosci. Czgstotliwosé drgan v jest to
liczba petnych drgan (cykli) wykonywanych w ciagu kazdej sekundy. Jej jednostka w uktadzie
SI jest herc (Hz), przy czym

1 Hz = 1 pelne drganie na sekunde = 1 s7".

Okres ruchu T jest to czas, w jakim jest wykonywane jedno petne drganie:

1
T=—.
v
Kazdy ruch powtarzajacy si¢ w regularnych odstgpach czasu nazywamy ruchem okresowym.
Bedziemy rozwazac ruch, w ktorym zalezno$¢ przemieszczenia x ciata od czasu jest opisana

wzorem
x(t) = x,, cos(wt + @), (14.1)

w ktorym wielko$ci x,,, @i ¢ oznaczaja pewne state. Ruch okresowy, opisany tym réwnaniem,
nazywamy ruchem harmonicznym. Poniewaz funkcja cosinus zmienia okresowo swe wartosci
miedzy +1 a - 1, wigc wartos¢ x,, wyznacza odleglosc¢, na jaka czastka odbiega od poczatku osi.
Wielko$¢ te¢ nazywamy amplitudq drgan.

Stata wnazywa si¢ czestosciq kotowq ruchu. Aby pozna¢ jej znaczenie, przyjmijmy we wzo-
rze (14.1) ¢=0. Przemieszczenie x(¢) musi osiagnac swa poczatkowa warto$¢ po czasie rOwnym
jednemu okresowi drgan 7, czyli warto$¢ x(¢) musi by¢ réwna x(¢ + T) dla kazdej wartosci ¢, co
oznacza, 7¢

x, cosawt =x, cosw(t+T).

Wartosci funkcji cosinus beda ponownie takie same, gdy jej argument (faza drgan) wzro$nie
o 2 rradianow, czyli
o(t+T)=owt+2r,

skad
ol =2r,

a wiec

a):z—ﬂ:Zm/.
T

Jednostka czestosci kotowej w uktadzie SI jest radian na sekundg.
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Ostatnia stata ¢ nazywa si¢ fazq poczqtkowq. Jej ujemna warto$¢ daje przesunigcie wykresu
przemieszczenia w lewo, a dodatnia — w prawo (zob. rys. 14.1).

X rozne amplitndy, jednakowe czgstotliwosen 1 okresy x jednukowe amplitudy, rozne czgstotliwodci i okrusy
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Rézniczkujac wzor (14.1) otrzymujemy wyrazenie na predkosc¢ ciata wykonujacego ruch har-
moniczny:
a’x(l) d
v(t) =

., cos(at + @)],

czyli
v(t) = —wx,, sin(wt + @). (14.2)

Wielkos$¢ stojaca przed funkcja sinus wyznacza zakres zmian predko$ci — zmienia si¢ ona w gra-
nicach od +wx,, do - wx,, .

Znajac predkos¢ w ruchu harmonicznym i wykonujac ponowne roézniczkowanie, otrzymamy
wzdr na przyspieszenie drgajacego ciata:

dv(t) — L sin(ot + §),

a(t) = dt

czyli
a(t)=-w’x, cos(at + ¢),

skad po uwzglednieniu zaleznos$ci (14.1) dostajemy
a(t) = -’ x(1). (14.3)

Z drugiej zasady dynamiki Newtona mozna obliczy¢ sil¢ dziatajaca na ciato, by nada¢ mu
przyspieszenie wyrazone wzorem (14.3). Mamy

F=ma=m(-0’x)=—-(mao?)x.

Znak minus oznacza, ze kierunek sily dziatajacej na czastke jest przeciwny do kierunku jej prze-
mieszczenia. Oznacza to, ze sita powodujaca ruch harmoniczny jest sita zwrotna, ktora stara si¢
zawrdci¢ poruszajaca si¢ czastke do punktu réwnowagi x = 0. Mozemy zatem powiedzie¢, ze
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ruch harmoniczny jest to ruch, jaki wykonuje ciato o masie m, na ktore dziata sita proporcjonalna
do przemieszczenia, ale o przeciwnym znaku.

Zauwazmy, ze z podobna sytuacja mieliSmy do czynienia przy opisywaniu uktadu sktadaja-
cego si¢ z klocka i1 sprezyny. Zgodnie z prawem Hooke’a sita zwigzana z przemieszczeniem

klocka ma postaé
F =—kx.

Poréwnujac oba te wzory, mozemy powiazac stata sprezystosci £ z masa klocka i czgstoscia ko-
towa jego ruchu harmonicznego:

k=mo-.

Znajac wigc mase drgajacego klocka, mozna obliczy¢ czgstos¢ kotowa jego ruchu harmonicz-
nego:

®=|— (14.4)

T:27z\/i.
k

Uktad klocek-sprezyna opisany tymi rownaniami tworzy tzw. liniowy oscylator harmoniczny,
przy czym stowo liniowy oznacza, ze sita F jest proporcjonalna do przemieszczenia x.

1 okres drgan:

14.2. Energia w ruchu harmonicznym

Energia oscylatora liniowego zmienia si¢ nieustannie z energii kinetycznej w potencjalna i na
odwrot, podczas gdy ich suma, czyli energia mechaniczna E, pozostaje stata. Energia potencjalna
oscylatora liniowego w calosci jest zwiazana ze spr¢zyna. Jej wartos¢ zalezy od stopnia
rozciagnigcia lub $ci$nigeia sprezyny, czyli od wielkosci x(7). Jak pamigtamy (zob. p. 7.1), ener-
gia potencjalna uktadu klocek-spr¢zyna jest dana wzorem

1, >
E =—kx",
)
skad po uwzglednieniu zaleznosci (14.1) otrzymujemy
E =Ll *(wt + @) (14.5)
» =5 K cos” (w . .

Energia kinetyczna uktadu klocek-spr¢zyna w catosci jest zwiazana z klockiem. Jej warto$¢
zalezy od tego, jak szybko porusza si¢ klocek, czyli od predkosci v(¢). Uwzgledniajac wzor
(14.2) mamy

E, = %mv2 =%ma)2xi sin” (ot + @).

Na podstawie wzoru (14.4) zamiast w” mozemy podstawi¢ k / m, a stad

E = %kxi sin’ (ot + ). (14.6)
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Sumujac wyrazenia (14.5) 1 (14.6) mamy

E=E,+E, = %kxi cos” (ot + ¢) + %kxi sin® (ot + @)
= %kxi [cos® (wt + @) + sin® (ot + @)] = %kxi.

Ze wzoru tego wynika, ze energia mechaniczna oscylatora liniowego jest stata i nie zalezy od
czasu.

14.3. Wahadta i ruch po okregu

W tym punkcie zajmiemy si¢ oscylatorami harmonicznymi, w ktorych ,,sprezystosé” jest
zwiazana z sila grawitacyjna, a nie ze spre¢zystymi wiasciwosciami rozciaganej sprezyny.

Rozwazmy wahadto matematyczne majace postac ciata (cigzarka) o masie m zawieszonego
na jednym koncu nierozciagliwej linki o znikomo matej masie i o dtugosci L, ktorej drugi koniec
Jjestumocowany. Cigzarek kotysze sig swobodnie w plaszczyznie rysunku (zob. rys. 14.2). Jezeli
linka jest odchylona od pionu o kat &, na cigzarek dziata naprezenie linki 7 isita cigzko$ci F, .
Site F’ o rozktadamy na sktadowa radialna F,cos 0 sktadowa styczna do toru zakreslanego przez
cigzarek F,sin@. Sktadowa styczna powoduje powstanie przywracajacego stan rownowagi mo-
mentu sity wzgledem punktu zawieszenia wahadta, gdyz zawsze dziata przeciwnie do wychyle-
nia cigzarka 1 wymusza jego powrot do centralnego polozenia. Potozenie to nazywa si¢ pofo-
Zeniem rownowagi, gdyz nieruchome wahadto pozostawatoby w nim w spoczynku.

Fg cos@

1 \
L ta skladowa
Fgsin@ tylko napina

ta skladowa ~ ni¢
zawraca ¥
cigzarek F
do polozenia
réwnowagi

Rys. 14.2. Wahadlo matematyczne

Jak pamigtamy (zob. p. 10.2), moment sity M =rL1F mozemy zapisa¢ w postaci

M =—-L(F, sin0),
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gdzie znak minus oznacza, ze moment sity powoduje zmniejszenie kata €, a L oznacza ramig
sktadowej stycznej sity F,sin @wzgledem punktu zawieszenia wahadta. Poniewaz z drugie;j stro-
ny M = Ia, gdzie I oznacza moment bezwtadnosci, a & — przyspieszenie katowe wzgledem tego
punktu, wigc

— L(mgsinf) = Ila,

przy czym site ciezkoSci zastapiliSmy wyrazeniem mg. Jezeli zalozymy, ze kat @ jest maty, to
funkcje sin@mozna przyblizy¢ przez kat Owyrazony w radianach. Korzystajac z tego przyblize-
nia otrzymujemy
mgL
a=-"80 (14.7)
1
Powyzszy wzor oznacza, ze przyspieszenie katowe @ wahadla jest proporcjonalne do jego prze-
mieszczenia katowego 6, ale ma przeciwny znak. Tak wigc cigzarek wahadta porusza si¢ w pra-
wo (jak na rys. 14.2), jego przyspieszenie skierowane w lewo wzrasta, dopoki ci¢zarek nie
zatrzyma si¢ i nie zacznie poruszac si¢ w lewo.

Przez poréwnanie wyrazen (14.3) i (14.7) otrzymamy wzor na czgsto$¢ kotowa wahadta:

wz‘/—m‘gL.
1

Jesli nastepnie podstawimy to wyrazenie do wzoru w = 27/ T, to mozemy wyznaczy¢ okres

drgan wahadta. Mamy
’ 1
T=2n |—. (14.8)
mgL

Cata masa wahadta matematycznego jest skupiona w ci¢zarku o masie m znajdujacym si¢
w odlegtoéci L od punktu zawieszenia. Poniewaz moment bezwladnosci I = mr?, wiec dla
rozwazanego wahadta mamy / = mL?. Po podstawieniu tego wyrazenia do zalezno$ci (14.8)
otrzymujemy ostatecznie prosty wzor na okres drgan wahadla matematycznego poruszajace-

go si¢ w zakresie matych katow:
L
T=2r \/: . (14.9)
g

Rzeczywiste wahadto, zwane wahadlem fizycznym, moze mie¢ skomplikowany rozktad
masy. Na rys. 14.3 przedstawiono pewne wahadto fizyczne odchylone w jedna strong o kat €.
Sita cigzkosci F', dziata na $rodek masy C, ktéry znajduje si¢ w odlegtosci 4 od punktu zawie-
szenia O. Pomiedzy wahadlem matematycznym i fizycznym jest tylko jedna istotna roznica.
W wahadle fizycznym moment sity zwiazany ze sktadowa sity cigzkosci F,sin #ma ramig o dtu-
gosci h wzgledem punktu zawieszenia, a nie ramig rowne dtugosci linki L. Jesli zatem we wzorze
(14.8) zastapimy L przez h, to otrzymamy wzor na okres ruchu wahadta fizycznego postaci

1
T=2r1 |—. (14.10)
mgh

Podobnie jak w wahadle matematycznym, / oznacza moment bezwtadnosci wahadta wzgledem
punktu O, ale w tym przypadku nie wyraza sig on prostym wzorem mL?, gdyz zalezy od ksztaltu
wahadta fizycznego (cho¢ nadal jest proporcjonalny do masy m).
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wahadlo \
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Rys. 14.3 Wahadlo fizyczne

Kazdemu wahadhu fizycznemu, drgajacemu wokoét danego punktu zawieszenia O z okre-
sem T, odpowiada wahadlo matematyczne o dtugosci L, drgajace z tym samym okresem 7.
Wielkos$¢ L, nazywa si¢ diugosciq zredukowanq wahadlta fizycznego i mozna ja wyznaczyc¢ ze
wzoru (14.9). Punkt znajdujacy si¢ w odleglosci L, od punktu zawieszenia O nazywamy srod-
kiem wahan wahadta fizycznego dla danego punktu zawieszenia.

Wahadlo fizyczne mozna wykorzysta¢ do pomiaru przyspieszenia ziemskiego g w réznych
punktach na powierzchni Ziemi. Rozwazmy przypadek wahadta w postaci jednorodnego preta
o dlugosci L, ktory jest unieruchomiony na jednym koncu. Dla takiego wahadta odlegtos¢ 4 od
punktu zawieszenia do srodka masy wynosi L / 2. Moment bezwtadnos$ci tego wahadla wzgle-
dem prostopadtej osi przechodzacej przez $rodek masy jest rowny mL?/ 12. Korzystajac z twier-
dzenia Steinera (zob. p. 9.4) mamy

2
I=1g, +mh _ Lo +m(le _ L.
12 2 3

Jesli wyrazenie to podstawimy do rdwnania (14.10) i uwzglednimy podana wartos¢ 4, a nastep-
nie rozwigzemy to réwnanie wzgledem g, to otrzymamy
8L
37%
Ze wzoru tego wynika, ze do wyznaczenia przyspieszenia ziemskiego w miejscu, w ktérym znaj-
duje si¢ wahadto, wystarczy zmierzy¢ dlugos¢ L i okres 7.

Okazuje sig, ze ruch harmoniczny jest zwiazany z ruchem jednostajnym po okrggu. Pierwszy
zauwazyt to Galileusz, ktory w 1610 roku, postugujac si¢ skonstruowanym przez siebie telesko-
pem, odkryt cztery gtowne ksigzyce Jowisza. Zauwazyt on, iz wydaje sig, ze kazdy ksi¢zyc po-
rusza si¢ tam 1 z powrotem wzgledem planety w sposéb harmoniczny (dysk planety byt central-
nym punktem ruchu). Obecnie formutuje sig to nieco $cislej, a mianowicie, ze ruch harmoniczny
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mozna opisa¢ jako ruch rzutu punktu poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym po okrggu na
$rednicg okregu, po ktorym ten ruch odbywa sig.

¥y y ] y
czgstka P' porusza T\@X,
sig po okrggu | ot +¢
e o
m
1o | Pl 2 |
at +¢1 ot +¢— ]| 1 ot +¢— 1 |
¢ x - H d
Ol x(r) P (7] v(t) P (7] a(t) P
P to rzut P’
przemiesz-
czajgcy sig g g
ruchem e ol rovpiecst
harmonicznym PiP PiP i
a) b) c)

Rys. 14.4. ZwiazKki mi¢dzy ruchem harmonicznym i ruchem jednostajnym po okregu

Zilustrowano to narys. 14.4, na ktérym przedstawiono czastkg P’ poruszajaca sig po okrggu
ruchem jednostajnym ze stala predkoscia katowa w. Promien x,, okregu jest rtowny dlugosci wek-
tora potozenia czastki. W dowolnej chwili potozenie katowe czastki jest rowne wt + @, gdzie
@ oznacza potozenie katowe w chwili # = 0.

Rzutem potozenia czastki P’ na o$ x jest punkt P, ktorego ruch bgdziemy analizowaé. Rzut
wektora potozenia czastki P’ na o$ x daje wspotrzedna x(7) punktu P. Mamy

x(t) = x,, cos(at + @),

czyliwzor (14.1). Oznacza to, ze jezeli czastka P’ porusza si¢ ruchem jednostajnym po okrggu,
to rzut jej potozenia P przemieszcza si¢ ruchem harmonicznym wzdhuz §rednicy okregu.

Narys. 14.4 b) przedstawiono predkos¢ v czastki P'. Jak pamigtamy (zob. p. 9.3), dlugos¢
wektora predkosci wynosi wx,,, a jego rzut na o$ x opisuje wyrazenie

v(t) = —wx,, sin(wt + @),

czyli wzor (14.2). Znak minus wzial si¢ stad, ze predkos¢ punktu P na rys. 14.4 b) jest skie-
rowana w lewo, a wigc przeciwnie do kierunku osi x.

Przyspieszenie dosrodkowe a czastki P’ jest przedstawione na rys. 14.4 ¢). Diugos¢ wek-
tora przyspieszenia dosrodkowego wynosi w’x,,, a jego rzut na o$ x opisuje wyrazenie

a(t) = —a)zxm cos(wt + @),

czyli wzor (14.3).

14.4. Ruch harmoniczny ttumiony

Jezeli ruch oscylatora stabnie na skutek dziatania sit zewngtrznych, to taki oscylator nazywa-
my oscylatorem ttumionym, a jego drgania nazywamy tumionymi. Prosty oscylator thumiony
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przedstawiono na rys. 14.5. Sktada si¢ on z klocka o masie m, ktory drga w pionie zawieszony
na sprezynie o statej sprezystosci k. Do klocka jest przyczepiony pret zakonczony topatka zanu-
rzona w cieczy (zaktadamy, ze elementy te maja znikomo mata masg). Gdy topatka porusza si¢
w gor¢ 1 w dot, ciecz wywiera na nig (i na caty uktad) sitg¢ oporu.

X iy S2lywne
| zawieszenic

v

=3

= stala

_-i sprezystosci k

masa m

Hfopatka

stala dumicnia b

Rys. 14.5. Prosty oscylator ttumiony

Zatozmy, ze sita oporu ﬁo , jaka dziata ciecz, jest proporcjonalna do wartosci predkosci v
topatki i1 klocka. Dla sktadowej wzdhuz kierunku x mamy zatem

gdzie b oznacza stalg thumienia, ktora zalezy od wtasciwosci fopatki i cieczy. Znak minus wska-
zuje, ze sita F, przeciwdziala ruchowi.

Sprezyna dziata na klocek sita F, = - kx. Jezeli zatozymy, ze sita cigzkosci jest znikomo mata
w porownaniu z sitami F, 1 F, to druga zasad¢ dynamiki Newtona dla sktadowej wzdtuz osi x
mozna zapisa¢ w postaci

—bv — kx =ma.
Po podstawieniu v = dx / dt i a = d*x / df* otrzymujemy rownanie rdzniczkowe
d’ d
m 2x +bE 4 ke =0.
dt dt
Rozwigzanie tego rownania ma postac
x(t) = x,, exp(=bt / 2m)cos(w't + ¢), (14.11)

gdzie x,, oznacza amplitudg, a @' — czgsto$¢ kolowa oscylatora thumionego dana wzorem
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kK b?

m  4m?

!

Zauwazmy, ze gdy b = 0 (brak ttumienia), wzor ten okresla czgstos¢ kotowa oscylatora niettu-
mionego, a wzor (14.11) sprowadza si¢ do wzoru (14.1). Ponadto jesli stala thumienia jest mata,
czyli b<<+km, to o' = w.

Energia mechaniczna oscylator niettumionego jest stata 1 wynosi (zob. p. 14.2)
1
E=—kx..
2

W przypadku oscylatora thumionego energia mechaniczna nie jest stala i maleje z czasem. Jesli
thumienie jest stabe, to mozemy znalez¢ zaleznos$¢ E(¢), zastgpujac w powyzszym wzorze wiel-
kos$¢ x,, amplituda drgan thumionych x,,exp(-bt / 2m). Otrzymujemy przyblizony wzor

E(t)~ %kx,i exp(=bt / m),

z ktorego wynika, Ze energia, podobnie jak amplituda, maleje wyktadniczo z czasem.

14.5. Drgania wymuszone i rezonans

Gdy na uktad drgajacy o czgstosci kotowej drgan wlasnych w dziata sita zewngtrzna wymu-
szajaca drganie z czgstoscig kotowa w,,,,, to uktad wykonuje drgania z czgstoscia kotowa .

Wartos$¢ amplitudy drgan x,, w skomplikowany sposob zalezy od czgstosci kotlowych w,,,,, 1 w.

Amplituda zmian predkosci drgan v,, jest najwigksza, gdy jest spelniony warunek rezonansu

@ = O
Wyrazenie to jest rowniez przyblizonym warunkiem tego, by amplituda drgan x,, byla naj-
wigksza.

Zadania

1. Cialo drgajace ruchem harmonicznym potrzebuje 0,25 s na przejscie z punktu, w ktorym ma
zerowa predkosé do nastgpnego takiego punktu. Odleglto$¢ migdzy tymi punktami jest
rowna 36 cm. Wyznaczyc¢:

a) okres,
b) czestotliwose,
c¢) amplitudg drgan.

2. Wyznaczy¢ maksymalne przyspieszenie platformy drgajacej z amplituda 2,2 cm i czgsto-
tliwoscia 6,6 Hz.

3. Glosnik wytwarza dzwigk za pomoca drgajacej membrany. Amplituda jej drgan nie moze
by¢ wigksza niz 1 um. Dla jakiej czgstotliwosci warto$¢ przyspieszenia membrany a jest
rowna g? Czy dla wigkszych czg¢stotliwosci warto$¢ a jest wigksza, czy mniejsza niz g?
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4.

10.

11.

Potozenie ciata drgajacego ruchem harmonicznym jest opisane wzorem

x = (6 m)cos[(37 rad / s)t + 7 / 3 rad}.

Wyznaczy¢:

a) predkose,

b) przyspieszenie,

¢) faz¢ ruchu w chwili # = 2s.
Wyznaczy¢ rowniez:

d) czestotliwosc,

e) okres drgan.

. Oscylator ma posta¢ klocka o masie 0,5 kg umocowanego na sprezynie. Po wprawieniu

w drgania o amplitudzie 35 cm oscylator powtarza swoj ruch co 0,5 s. Wyznaczy¢:

a) okres,

b) czestotliwose,

¢) czestos¢ kotowa,

d) stata sprezystosci,

¢) maksymalna predkosé,

f) warto$¢ maksymalnej sily, jaka spr¢zyna wywiera na klocek.

Okresli¢, jaka cze$¢ catkowitej energii ma postac:

a) energii kinetycznej,

a jaka

b) energii potencjalne;j,

gdy przemieszczenie w ruchu harmonicznym jest réwne potowie amplitudy x,,.

¢) Znalez¢ przemieszczenie, przy ktorym energia uktadu jest rowno podzielona migdzy
energi¢ kinetyczna i1 potencjalng (wyrazi¢ je w postaci utamka amplitudy).

Wyznaczy¢ energi¢ mechaniczng uktadu klocek-sprezyna, wiedzac, Ze stala sprgzystosci
wynosi 1,3 N/ cm, a amplituda drgan jest rowna 2,4 cm.

Znajdujace sig¢ na poziomej, idealnie gladkiej powierzchni ciato o masie 5 kg doczepiono
do sprezyny o statej sprezystosci £ = 1000 N / m. Ciato odsunigto poziomo od polozenia
rownowagi na odlegtos$¢ 50 cm i nadano mu predkos¢ poczatkowa 10 m/ s w kierunku po-
lozenia réwnowagi. Wyznaczy¢:

a) czestotliwos¢ ruchu,

b) poczatkowa energi¢ potencjalng uktadu cialo-sprgzyna,

¢) poczatkowa energi¢ kinetyczna,

d) amplitude drgan.

Wahadto sktada si¢ z jednorodnego krazka o promieniu »= 10 cm i masie 500 g oraz jedno-
rodnego preta o dlugosci L = 500 mm 1 masie 270 g (zob. rys. 14.6).

a) Obliczy¢ moment bezwltadno$ci wahadta wzgledem punktu zawieszenia.

b) Wyznaczy¢ odlegtos¢ migdzy punktem zawieszenia i Srodkiem masy wahadta.

¢) Obliczy¢ okres drgan wahadta.

Akrobata siedzacy na trapezie wykonuje wahania tam i z powrotem z okresem 8,85 s. Jezeli
wstanie, to srodek uktadu trapez-akrobata podniesie si¢ 0 35 cm. Jaki bgdzie wowczas okres
drgan uktadu? Potraktowa¢ uktad trapez-akrobata jak wahadlo matematyczne.

Amplituda stabo ttumionego oscylatora maleje w kazdym cyklu drgan o 3%. Jaka czgs¢
energii mechanicznej jest tracona w kazdym cyklu drgan?
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Rys. 14.6. Zadanie 9

12. W ukladzie przedstawionym na rys. 14.5 masa klocka wynosi 1,5 kg, a stala sprezystosci
jest réwna 8 N/ m. Site thumiaca opisuje wyrazenie - b(dx / dt), gdzie b =230 g/ s. Poczat-
kowo klocek zostat pociagnigty na odlegtos¢ 12 cm 1 puszczony swobodnie.

a) Wyznaczy¢ czas, po ktorym amplituda drgan spadnie do jednej trzeciej wartosci poczat-
kowe;.
b) Ile okresow drgan wykona klocek w tym czasie?



XV. FALE

15.1. Fale poprzeczne

Wyrdzniamy trzy gtoéwne rodzaje fal:

® fale mechaniczne (np. fale na wodzie, fale dzwickowe, dale sejsmiczne), ktére moga istnie¢
wylacznie w osrodku materialnym (np. w wodzie, w powietrzu, w skale),

® fale elektromagnetyczne,do ktorych zaliczamy $wiatlo widzialne i nadfioletowe, fale radiowe
1 telewizyjne, mikrofale, promieniowane rentgenowskie oraz fale radarowe; fale te nie po-
trzebuja zadnego osrodka materialnego i poruszaja si¢ w prozni z ta sama predkoscia rowna
predkosci §wiatta (¢ =299 792 458 m / s),

® fale materii, ktore sa zwiazane z elektronami, protonami i innymi czastkami elementarnymi.

Fale mechaniczne podlegaja zasadom dynamiki Newtona. Wyrézniamy wsrdd nich fale po-
przeczne i podtuzne. Poprzeczne fale mechaniczne sa to fale, w ktorych czastki drgaja w kie-
runku prostopadtym do kierunku rozchodzenia sig¢ fali (przyktadem moga by¢ fale na napigte;j
lince). Fale, w ktorych czastki drgaja w kierunku rownolegltym do kierunku rozchodzenia sig fali
nazywa si¢ falami podtuznymi.

Aby opisac¢ falg, potrzebujemy funkcji opisujace;j jej ksztalt, czyli zaleznosci postaci
y=nh(x,t).
Funkcja taka opisuje poprzeczne przemieszczenie y elementu fali zalezne od czasu ¢ i potozenia x
tego elementu. W ogolnosci sinusoidalny ksztatt fali moze by¢ opisany zar6wno za pomoca

funkcji sinus, jak i cosinus, bo obie daja ten sam ksztatt. Dalej bedziemy postugiwac si¢ funkcja
sinus.

W chwili ¢ przemieszczenie y elementu znajdujacego si¢ w punkcie x dane jest wzorem

y(x,t) =y, sin(kx — wt). (15.1)

Wielkos$¢ y,, nazywamy amplitudq fali (zob. rys. 15.1). Okresla ona bezwzgledna warto$¢ maksy-
malnego przemieszczenia elementu wzgledem jego polozenia rownowagi.

MI/\C/\

he— A ——

Rys. 15.1 Fala sinusoidalna
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Argument kx - wt nazywa si¢ fazq fali. Gdy fala przechodzi przez pewien element znajduja-
cy si¢ w punkcie x, faza zmienia si¢ liniowo wraz z czasem ¢. Oznacza to, ze warto$¢ funkcji
sinus réwniez zmienia sig, oscylujac w granicach od +1 do - 1. Funkcja ta i zalezna od czasu faza
fali odpowiadaja drganiom elementu.

Dtlugosciq fali A nazywamy odlegtos$¢ (mierzona rownolegle do kierunku rozchodzenia si¢
fali) migedzy kolejnymi powtdrzeniami ksztattu fali. Ze wzoru (15.1) dla ¢# = 0 otrzymujemy

y(x,0)=y,, sinkx.
Poniewaz przemieszczenie y musi by¢ takie samo na obu koncach odcinka odpowiadajacego dtu-
gosci fali, czyli w punktach x = x, oraz x = x, + A,, wiec z powyzszego wzoru mamy
v, sinkx, =y, sink(x, + 1) =y, sin(kx, + kA).
Warto$ci funkcji sinus powtarzaja si¢ co 2 7 rad, a wige z powyzszej zalezno$ci otrzymujemy

kA=2m, czyli
2

A

Wielkos¢ k nazywamy liczbq falowq. Jej jednostka w uktadzie SI jest radian na metr.

k (15.2)

Pojedynczy element fali porusza si¢ w gorg 1 w dot ruchem harmonicznym, opisanym wzorem
(15.1) przy zatozeniu x = 0, czyli

»(0,¢) =y, sin(—wt) = -y, sinwt.
Okres T fali definiujemy jako czas, w ciagu ktorego dowolny element wykona jedno petne drga-
nie. Na podstawie powyzszego wyrazenia mamy

-y, sinwt, ==y, sinw(t, +T)=-y, sin(wt, + oT).

Zaleznos¢ ta moze by¢ spetniona tylko wtedy, gdy w7 = 2 7, czyli
2z
7

Wielkos¢ w nazywa si¢ czestosciq kolowq. Jej jednostka w uktadzie SI jest radian na sekundg.
Z czgstoscia kotowa jest zwiazana czestotliwos¢ fali v, ktora definiujemy jako 1/ 7. Mamy

o (15.3)

1 o
vV=—=—.
T 2rx
Biegnaca fala sinusoidalna opisana rownaniem (15.1) ma w otoczeniu punktu x = 0 ksztatt
pokazany na rys. 15.2 a). Dla x = 0 przemieszczenie wynosi y = 0, a nachylenie krzywej jest

maksymalne. Rownaniu temu mozna nadaé postac ogélniejsza, wprowadzajac tzw. faze poczqt-
kowq @, czyli przesuniecie wzdtuz osi x (zob. rys. 15.2 b)):

y=y, sin(kx — ot + @).

Dodatnia faza @ oznacza przesunigcie wykresu w ujemnym kierunku osi x, a ujemna — w kie-
runku dodatnim tej osi.
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zmiana fazy poczatkowej ¢
powoduje przesuni¢cie fali
¥y

(AR

y

b *
.
¥

\V/Iva

Rys. 15.2. Zmiana fazy poczatkowej

W ciagu czasu At fala przesuwa si¢ na odlegto$¢ Ax. lloraz roznicowy Ax / At (w granicy po-
chodna dx / df) jest predkosciq fali. W celu jej wyznaczenia zauwazmy, ze punktowi o ustalone;j
fazie odpowiada co chwila inny element fali. Z rownania (15.1) otrzymujemy jako warunek sta-
tosci fazy wyrazenie

kx — ot = const. (15.4)
Roézniczkujac to wyrazenie mamy
d
= 0,
dt
czyli
dx o
V=—=—,
d k
Uwzgledniajac zaleznosci (15.2) 1 (15.3) mozemy zapisa¢ wzor na predkos¢ fali nastgpujaco:
A
v=2-2Z_3v
k T

Wz6ér (15.1) opisuje falg biegnaca w dodatnim kierunku osi x. Fale biegnaca w kierunku prze-
ciwnym jest opisana rownaniem

y(x,t) =y, sin(kx + wt).

Dla takiej fali warunek (15.4) ma postac
kx + et = const,

skad dostaniemy
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Znak minus potwierdza, ze fala rzeczywiscie porusza si¢ w ujemnym kierunku osi x.

Okazuje sig, ze predko$¢ fali w napigtej linie zalezy od wtasciwosci liny, a nie od wlasciwosci
fali (jak na przyktad czgstotliwosci czy amplitudy). W celu wyprowadzenia wzoru na t¢ predkos¢
rozwazmy pojedynczy symetryczny impuls biegnacy wzdtuz liny. Dla wygody wybieramy uktad
odniesienia, w ktorym impuls jest stacjonarny, czyli poruszamy si¢ razem z impulsem w taki
sposob, by byl on niezmienny. W takim uktadzie odniesienia lina przesuwa si¢ wzgledem nas
z prawa na lewo z predkoscia v (zob. rys. 15.3).

—~{o -

™~

T

Rys. 15.3. Symetryczny impuls w ukladzie odniesienia, w ktorym impuls jest stacjonarny

Rozwazmy maly odcinek liny o dtugosci A/, znajdujacy si¢ wewnatrz impulsu, tworzacy tuk
okregu o promieniu R i obejmujacy kat 2 & wokot srodka tego okregu. Rozwazany odcinek liny
jestrozciagany stycznie na obu jego koncach przez sity rowne co do wartosci naprezeniu liny 7.
Poziome sktadowe tych sit znosz¢ wzajemnie, a suma sktadowych pionowych daje sit¢ radialna /'

0 wartos$ci

F=2(Tsin0)~ T(20) = T%l,

przy czym przyblizyliSmy tu sin@przez € (co jest stuszne dla matych katow 6) oraz skorzysta-
lismy ze zwiazku 20= Al / R.

Masa elementu liny jest dana wzorem
Am = uAl,
gdzie u oznacza liniowa ggstos¢ liny.

W chwili przedstawionej na rys. 15.3 element A/ liny porusza si¢ po tuku okr¢gu. Ma on za-
tem przyspieszenie dosrodkowe skierowane do $rodka tego okrggu, ktére jest dane wzorem

a=—.
R

Na podstawie drugiej zasady dynamiki Newtona (sita = masa - przyspieszenie) mamy zatem
TAI ?

\%
2 (uAD) —.
2 (u )R
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Rozwiazujac to rownanie wzgledem predkosci v otrzymujemy

co oznacza, ze predkos¢ fali w idealnej napr¢zonej linie zalezy wytacznie od naprg¢zenia i ggstos-
ci liniowej liny, a nie zalezy od czgstotliwosci fali.

15.2 Energia i moc fali biegnacej w linie

Gdy wytwarzamy fal¢ w naciagnigtej linie, musimy dostarczy¢ energi¢ niezb¢dna do ruchu
liny. Fala biegnaca przenosi t¢ energi¢ w postaci energii kinetycznej i potencjalne;j.

Energia kinetyczna dFE,, jaka ma element liny o masie dm, jest dana wzorem
1.
dE, =Edmu , (15.5)

gdzie u oznacza predkos$¢ poprzeczna drgajacego elementu liny. Aby wyznaczy¢ wielko$¢ u,
rozniczkujemy rownanie (15.1) wzgledem czasu przy statej wartosci x:

:Q:
ot

Korzystajac z tej zaleznosci i podstawiajac dm = udx, przeksztalcamy wzor (15.5) do postaci

u —wy,, cos(kx — wt).
dE, = %(,udx)(—a)ym )? cos® (kx — wt).

Dzielac to wyrazenie przez dt, otrzymujemy szybkos¢ zmian energii kinetycznej elementu liny,
czyli szybkos¢, z jaka energia kinetyczna jest przenoszona przez falg. Mamy

dE 1
k= —wvw’y? cos® (kx — ot),
dt 2
gdzie v = dx / dt. Srednia szybko$¢, z jaka jest przenoszona energia kinetyczna, wynosi
dE kj 1 5 2p 2 1 2 2
=—uw-y,[cos” (kx - wt)], =—wo’y,, 15.6
( = S HO"Y ( )] ety (15.6)

sr

przy czym uwzglednilis$my tu, ze §rednia wartos¢ kwadratu funkcji cosinus wzigta po catkowite]
liczbie okresow jest rbwna 1/2.

Energia potencjalna sprezystosci jest rOwniez przenoszona przez falg z taka sama szybkoscia,
dana wzorem (15.6). Srednia moc, czyli srednia szybkos$¢, z jaka oba rodzaje energii sa przeno-
szone przez falg, wynosi zatem

dE 1
PS,:Z(—"j =—wa’y,.
a ). 207

Czynniki p oraz v w tym wyrazeniu zaleza od materiatu i naprezenia liny, a czynniki woraz y,,
— od sposobu powstawania fali.
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15.3. Rownanie falowe

Gdy fala przechodzi przez jakikolwiek element napigtej liny, element ten porusza si¢ w
kierunku prostopadtym do kierunku rozchodzenia sig fali. Wykorzystujac druga zasadg dynamiki
Newtona, mozna wyprowadzi¢ rownanie rozniczkowe, ktore opisuje fale biegnace dowolnego
rodzaju.

styczna —,

|.._ d.\’_ - L SR X
a) b)

Rys. 15.4. Element napigtej liny i dzialajaca sila

Narys. 15.4 a) przedstawiono element liny o masie dm 1 dtugo$ci / w pewnej chwili, gdy fala
rozchodzi si¢ wzdluz osix w napigtej w tym kierunku linie o ggstosci liniowej . Sita F, dziata-
jaca na prawy koniec elementu ma warto$¢ rowna naprezeniu liny 71 jest skierowana ku gorze.
Sita F| dzialajaca na lewy koniec elementu ma takze warto$¢ rowna naprezeniu liny 7, ale jest
skierowana nieznacznie ku dotowi. Kierunki tych sit sa wigc przeciwne. Ich wypadkowa ma
sktadowa skierowang ku gorze, a wigc jest zrodlem skierowanego w gorg przyspieszenia a, .
Z drugiej zasady dynamiki Newtona wynika, ze

F.

2y

- F,=dm-a,. (15.7)

Masg elementu dm mozna wyrazi¢ przez gestos¢ liniowa liny 1 dlugo$¢ elementu /, czyli
dm = pl. Element jest nachylony wzgledem osi x nieznacznie, wobec czego mozna przyjaé, ze
[ = dx. Mamy wigc

dm = udx.
Przyspieszenie a, jest rtowne pochodnej drugiego rzedu przemieszezenia y wzglgdem czasu,
czyli
d*y
a,=—:r-.
dt

Zrys. 15.4 b) wynika, ze sita F, jest styczna do elementu liny na jego prawym koncu. Sto-
sunek sktadowych sity jest rowny nachyleniu elementu na tym koncu (wspdtczynnikowi kie-
runkowemu stycznej), ktore oznaczymy przez N,. Mamy zatem

F.
N, =—%, (15.8)
F2x

Dhugos¢ wektora mozna wyrazi¢ przez jego sktadowe:

F, :,/fo + Fzzy,
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T=.F~ +F22y,

bo F, = T. Poniewaz zatozyliSmy, ze element liny jest nieznacznie nachylony, to F,y << F,x
1 mozemy ostatnie rownanie napisa¢ w postaci

T=F,,.

czyli

Podstawiajac to wyrazenie do rownania (15.8) znajdujemy, ze

F,, =TN,.

Podobne rozumowanie dla lewego konca elementu liny daje

F, =1TN,.
Jesli wzory te podstawimy do réwnania (15.7), to otrzymamy

2
TN, = TN, = (ud) =2
t

czyli
N,-N, pud 2)’
dx T dr*
Element liny jest bardzo krotki, wigc nachylenia stycznych do niego na obu koncach (N, 1 N,)
r6znia si¢ nieznacznie, w przyblizeniu o rézniczke dN, przy czym N oznacza nachylenie styczne;j
w dowolnym punkcie, czyli

(15.9)

d
N=%
dx
Jesli w rownaniu (15.9) zastapimy N, - N, przez dN i skorzystamy z powyzszego roOwnania, to
otrzymamy

dN_,udzy
dx T dt*’
czyli
d(dy/dx) pud’y
dc T di*’
skad
Oy _pdy
ox* T ot

Przeszli$my tu do pochodnych czastkowych, gdyz po lewej stronie rownania mamy rézniczko-
wacé tylko wzgledem x, a po prawej — wyltacznie wzgledem ¢. Uwzgledniajac, ze v= /T / u
(zob. p. 15.1), otrzymujemy ostatecznie
3y 1 3y
ox?  v: ot

(15.10)

Roéwnanie to nazywa si¢ rownaniem falowym 1 opisuje rozchodzenie si¢ fal dowolnego rodzaju.
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15.4. Interferencija fal

Gdy w tym samym o$rodku rozchodza si¢ dwie (lub wigcej) fale, przemieszczenie kazdej
czastki tego osrodka jest suma przemieszczen powodowanych przez kazda z fal, zgodnie z zasa-
da superpozycji.

Zatézmy, ze dwie fale biegna rownoczesnie wzdtuz tej samej napigtej liny. Niech y,(x, ?)
1y,(x, t) oznaczaja przemieszczenia tej liny spowodowane przez kazda z fal osobno. Przemiesz-
czenie liny w sytuacji, gdy fale naktadaja sig, bedzie ich suma algebraiczna, tj.

y(x’t):yl(xst)'i_yz(x’t)'

Sumowanie przemieszczen wzdluz liny oznacza, ze naktadajace si¢ fale dodaja si¢ algebraicznie
tworzac fale wypadkowq. Jest to przyktad zasady superpozycji, Gdy impulsy fal naktadajg sig,
wypadkowy impuls stanowi ich sumg, a nakladajace si¢ fale w zaden sposéb nie wptywaja na
siebie wzajemnie.

Zatozmy, ze wysytamy dwie fale o takiej samej dlugosci fali i amplitudzie, biegnace w tym
samym kierunku wzdluz napigtej liny. Wypadkowa fala zalezy od tego, jaka jest wzgledna faza
obu fal, czyli od tego, o ile jedna fala jest przesunigta wzgledem drugie. Niech pierwsza fala bg-
dzie opisana réwnaniem

yi(x,t) =y, sin(kx — wt),
a druga, przesunigta wzgledem pierwszej, wzorem
Vo (x,t)=y,, sin(kx — ot + ).

Obie fale roznia si¢ jedynie w fazie o staly kat @, ktory nazywa si¢ przesunigciem fazowym.

Zgodnie z zasada superpozycji, fala wypadkowa jest suma algebraiczna dwoéch interferuja-
cych (naktadajacych sig¢ na siebie) fal, a jej przemieszczenie wynosi

y(xs t) = yl(x: t)+y2(x> t)
=y, sin(kx — wt) + y, sin(kx — ot + ¢).

Poniewaz sumg sinusow dwoch katow a i f mozna przedstawi¢ w postaci

a+ﬂCOSa;ﬂ,

sina + sin f =2sin

otrzymujemy stad

y(x, t):(Zym cosgj sin(kx—a)t+§j. (15.11)

Jak wida¢ z tego wzoru, fala wypadkowa jest rowniez fala sinusoidalng biegnaca w dodatnim
kierunku osi x.

Fala wypadkowa rozni si¢ od fal interferujacych pod dwoma wzgledami:

® jcj przesunigcie fazowe jest rowne ¢/ 2,

® jcj amplituda jest rowna warto$ci bezwzglednej wyrazenia w nawiasach przed funkcja sinus
we wzorze (15.11), czyli
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¢

2y, coS—|.
Ym >

Ym =

Analiza tego wzoru prowadzi do trzech ciekawych przypadkow:

® ¢=0-interferencja, ktora daje najwigksza wartos¢ amplitudy (interferencjg taka nazywamy
interferencjq catkowicie konstruktywngq),

® ¢ = m(180°) —amplituda fali wypadkowej jest rowna zeru, czyli nie obserwujemy zadnego
ruchu (interferencjg taka nazywamy interferencjq catkowicie destruktywnq),

® $=2m/3(120°) — amplituda fali wypadkowej jest rowna amplitudzie fal interferujacych.

15.5. Fale stojace i rezonans

Wynikiem interferencji dwdch jednakowych fal sinusoidalnych rozchodzacych si¢ w przeciw-
nych kierunkach jest fala stojaca. Dla takich fal mamy

»i(x, 1) =y, sin(kx — wr)

Yy (x,t) =y, sin(kx + wt),

skad (z zasady superpozycji)

y(xa t) = yl(x9 t) +y2(x9 t)
=y, sin(kx — wt) + y, sin(kx + wt)
=(2y,, sinkx)coswt.

Wyrazenie to nie opisuje fali biegnacej,a wiasnie fal¢ stojaca.

Bezwzgledna warto$¢ wielko$ci w nawiasie mozemy uwazaé za amplitudg drgan elementu
liny znajdujacego si¢ w punkcie x. W przypadku biegnacej fali sinusoidalnej amplituda fali jest
taka sama dla wszystkich elementow liny. Tutaj amplituda zmienia si¢ wraz z potozeniem. Na
przyktad amplitude o warto$ci zero mamy dla takich warto$ci kx, dla ktorych sin kx = 0, czyli
dla wartosci spelniajacych warunek

kx=nrz, n=0,1,2,....

Podstawiajac do tego wyrazenia k = 2/ A, otrzymujemy potozenia punktéw o zerowej ampli-
tudzie (punkt takie nazywamy wezfami)

x:ni, n=0,1,2,....

Zauwazmy, ze sasiednie wezly sa oddalone o 4/ 2, czyli o potowe dlugosci fali.

Amplituda fali stojacej osiaga maksimum réwne 2y,, dla takich wartosci kx, dla ktorych
| sin kx | = 1. Sa to wartos$ci spetniajace warunek

kxz(n+%j7r, n=0,1,2,....
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Po podstawieniu k=2 7/ A, otrzymujemy potozenia punktéw o najwigkszej amplitudzie (punkty
takie nazywa si¢ strzatkami)

x=(n+l)i, n=0,1,2,....
2)2

Strzatki sa oddalone o 4/ 2 i znajduja si¢ w potowie odlegtosci miedzy weztami.

Rozwazmy teraz strung rozpigta miedzy dwoma zaciskami. W wyniku wytworzenia ciaglej
fali sinusoidalnej o pewnej czgstotliwosci nastepuje ciaglte odbijanie sig fal od zaciskow i wiele
fal naktada si¢ na siebie. Przy pewnych cze¢stotliwosciach w wyniku interferencji powstaje fala
stojaca o bardzo duzej amplitudzie. O takiej fali méwimy, ze powstaje ona w wyniku rezonansu,
a o strunie — ze rezonuje przy pewnych czestotliwo$ciach zwanych czg¢stotliwo§ciami rezonan-
sowymi.

Zat6zmy, ze struna ma dtugos¢ L. Aby znalez¢ wzor na czgstotliwosci rezonansowe, zauwaz-
my, ze na obu koncach struny musza znajdowac si¢ wezty, gdyz konce struny sa umocowane
1 nie moga drga¢. Najprostszy mozliwy ksztalt zawiera jedna petle ze strzatka znajdujaca sie
w potowie dtugosci struny. Zatem w tym przypadku dlugos$¢ fali wynosi 4= 2L. Druga prosta
fala stojaca, spelniajaca warunek, by na koncach struny fala miata wezty, jest fala o dtugosci
A= L, ktora ma strzatki w odlegtosci L /2 od lewego zacisku i L /2 od prawego zacisku itd. Fala
stojaca w strunie o dtugosci L moze by¢ zatem utworzona przez fale o dtugosci rownej jedne;j
z nastgpujacych wartosci:

2L

A=—, n=12,3,....
n

Czestotliwosci rezonansowe odpowiadajace tym dtugosciom fali wynosza
v=—=n—1, n=1,2,3,...,
2L

gdzie v oznacza predkos¢ fali biegnacej w strunie.

Zadania

1. Wzdtuz liny rozchodzi sig fala
y(x,t) = (6 mm)sin[kx + (600 rad / s)¢ + ¢].

W jakim czasie dowolny punkt tej liny zmienia swe przemieszczenie z y = +2 mm na
y=-2mm?

2. Fala ma czgstos¢ kotowa 110 rad / s 1 dlugos¢ fali 1,8 m. Obliczy¢:
a) liczbe falowa,
b) predkos¢ fali.

3. Sinusoidalna fala biegnie wzdtuz liny. Czas, w jakim poszczegolne punkty przechodza od
swojego maksymalnego potozenia do zera, wynosi 0,17 s. Wyznaczy¢:
a) okres,
b) czestotliwosc.
Dhugosc¢ fali jest rowna 1,4 m.
¢) Wyznaczy¢ predkos¢ fali.
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4.

10.

Masa przypadajaca na jednostke dtugosci napigtej liny wynosi 5 g / cm, a naprgzenie liny
jest rowne 10 N. W linie wzbudzona falg sinusoidalna o amplitudzie 0,12 mm 1 czgstotli-
wosci 100 Hz, biegnaca w kierunku ujemnych wartosci x. Wyznaczy¢:

a) Vs

b) £,

C) w,

d) znak przed w.

. Liniowa gesto$¢ liny wynosi 1,6 - 10* kg / m. Fala poprzeczna w linie jest opisana wzorem

y=(0,021m)sin[(2 m " )x + (30s™")z].

Podac¢:
a) predkos¢ fali,
b) naprgzenie liny.

. Korzystajac z rGwnania falowego, obliczy¢ predkos¢ fali o réwnaniu

y(x,£) = (2 mm)siny/(20m ™ )x — (4 sz

Dwie identyczne fale biegnace w tym samym kierunku s przesunigte w fazie o 7/ 2 rad.
Znalez¢ amplitude fali wypadkowej 1 wyrazi¢ ja za pomoca amplitudy y,, fal sktadowych.

. Zamocowana na obu koncach lina ma dtugos¢ 8,4 m i masg 0,12 kg. Lina zostata naciag-

nigta sita 96 N 1 wprawiona w drgania.

a) Okresli¢ predkosc¢ fal w linie.

b) Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa dtugos¢ fali stojace;.
c) Poda¢ czgstotliwosc¢ tej fali.

Poda¢ trzy najmniejsze czestotliwosci fal stojacych w drucie o dtugosci 10 m i masie 100 g,
ktorego naprezenie wynosi 250 N.

Linarozpigta mi¢gdzy dwoma sztywnymi wspornikami, znajdujacymi si¢ w odlegtosci 75 cm
od siebie, ma czgstotliwosci rezonansowe 420 Hz i 315 Hz, przy czym zadna posrednia
czestotliwos$¢ nie jest rezonansowa. Okresli¢:

a) najmniejsza czgstotliwos¢ rezonansowa,

b) predkos¢ fali.



