V. SILA | RUCH

5.1. Pierwsza i druga zasada dynamiki Newtona

Sity sa wielko$ciami wektorowymi. Ich wartosci bezwzgledne (moduty) mierzymy wielko$cia
przyspieszenia, jakie te sity nadaja cialu o masie jednego kilograma. Sita, ktora takiemu ciatu
nadaje przyspieszenie rowne 1 m/s*, ma modut réwny 1 N (jednemu niutonowi). Kierunkiem
wektora sity jest kierunek wywolywanego przez nia przyspieszenia. Dodawanie sit odbywa si¢
na podstawie algebry wektorowej. Wypadkowa sit dziatajacych na ciato to suma wektorowa
wszystkich sit, jakie dzialaja na to ciato.

Predkos¢ ciata moze ulec zmianie, czyli moze ono przyspieszy¢, tylko w wyniku dziatania
na nie jednej lub kilku sit ze strony innych cial. Jest to pierwsza zasada dynamiki Newtona.

Pierwsza zasada dynamiki Newtona. Jesli na cialo nie dziala zadna sita, to nie moze zmie-
ni¢ si¢ jego predkos¢, czyli nie moze ono przyspieszyc.

W praktyce na ciato dziata wiele sit. Jesli dodamy wektorowo wszystkie sity, to otrzymamy
sitl¢ wypadkowa, ktorej dzialanie na ciato jest takie samo, jak taczne dziatanie sit sktadowych.
Uzywajac pojecia sity wypadkowej, podana zasad¢ mozna sformulowac bardziej poprawnie.

Pierwsza zasada dynamiki Newtona. Jesli wypadkowa sit dziatajacych na ciato jest réwna
zeru, to nie moze zmienic si¢ jego predkos¢, czyli nie moze ono przyspieszyc.

Pierwsza zasada dynamiki Newtona nie obowiazuje we wszystkich uktadach odniesienia, ale
zawsze mozna znalez¢ taki uktad, w ktérym zasada ta jest stuszna. Takie uktady nazywa si¢ iner-
cjalnymi uktadami odniesienia lub krocej: uktadami inercjalnymi. Mozemy powiedzie¢, Ze iner-
cjalny uktad odniesienia to taki uktad, w ktorym spetnione sa zasady dynamiki Newtona. Za
inercjalny uktad odniesienia mozna na przyktad uwaza¢ ukltad zwiazany z Ziemia pod
warunkiem, ze pominiemy jej ruch obrotowy.

Ta sama sita moze nada¢ r6znym ciatom rézne przyspieszenia. Na przyktad pod dziataniem
tej samej sity pitka tenisowa bedzie miata wigksze przyspieszenie niz pitka lekarska. Wynika to
z faktu, ze przyspieszenie jest odwrotnie proporcjonalne do masy ciata. Masa ciala jest ta jego
cecha, ktora wiaze sitg przytozona do ciata z uzyskiwanym przez nie wowczas przyspieszeniem
(nie da si¢ jej prosciej zdefiniowac). Odwrotna proporcjonalnos¢ sity do masy prowadzi do
drugiej zasady dynamiki Newtona.
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Druga zasada dynamiki Newtona. Sita wypadkowa dziatajaca na cialo jest rowna iloczyno-
wi masy tego ciala i jego przyspieszenia.

Zasadg t¢ mozna zapisa¢ w postaci nastgpujacego rownania:
F,,, =ma. (5.1
Roéwnanie (5.1) jest rOwnowazne trzem rownaniom dla sktadowych wzdhiz kazdej z osi uktadu
wspotrzednych Oxyz:
Fwyp,x =ma,, Fwyp’y =ma,, Fwyp’z =ma,.

Kazde z powyzszych rownan wiaze sktadowa sity wzdtuz jednej z osi uktadu ze sktadowa
przyspieszenia wzdhuz tej samej osi. Sktadowa przyspieszenia wzdtuz danej osi uktadu wspot-
rz¢dnych jest zwiazana z suma sktadowych sit wzdhuz tej osi, a nie ze sktadowymi sit wzdtuz
innych osi.

Z réwnania (5.1) wynika, ze jesli wypadkowa sit dziatajacych na ciato jest rowno zeru, to
przyspieszenie ciala a = 0. Jesli zatem ciato jest w spoczynku, to bedzie spoczywac nadal, a je-
$li porusza sig, to bedzie nadal w ruchu ze stala predkoscia. W tym przypadku sity dziatajace na
ciato rownowaza sig, ale nie oznacza to, ze sily przestaja istnie¢ — sity nadal dziataja na ciato.

Zbioér dwoch lub wickszej liczby ciat nazywamy uktadem cial, a sil¢ dziatajaca na dowolne
znich ze strony cial nienalezacych do tego uktadu nazywamy sifq zewnetrznq. Jesli ciata uktadu
sa ze soba sztywno potaczone, to ich uktad mozna traktowac jako jedno ciato ztozone, na ktore
dziata sita wypadkowa F, . ktora jest suma wektorowa wszystkich sit zewngtrznych.

Jedna z waznych sil jest sita ciezkosci (grawitacji) F .- Jestto sita z jaka dane ciato jest przy-
ciagane przez inne ciato. Na Ziemi sita cigzkosci jest skierowana pionowo w dot. Jesli zatozymy,
ze uklad zwiazany z Ziemia jest inercjalny, wartos¢ bezwzgledna sity F, mozna zapisa¢ w po-
staci

F, =mg, (5.2)

gdzie m oznacza masg ciala, a g — przyspieszenie ziemskie. Dla sity cigzkosci druga zasadg dy-
namiki Newtona mozna zapisa¢ w postaci wektorowej nastepujaco:

—

Fg = —Fg_] = —mg] = mg,
gdzie j oznacza wektor jednostkowy osi y, ktora jest skierowana pionowo w gorg,a g oznacza
wektor przyspieszenia ziemskiego, ktory jest skierowany pionowo w dot.

Warto$¢ bezwzgledna sity potrzebnej do zapobiezenia spadkowi ciata, mierzonej przez obser-
watora na Ziemi, nazywamy ciezarem ciala. Bedziemy go oznacza¢ przez W. Zatem zgodnie
z rbwnaniem (5.2) mamy

W =mg.
Roéwnanie to wiaze cigzar ciata z jego masa, przy czym nalezy zauwazy¢, ze cigzar ciata jest to
warto$¢ sity 1 jest to inna wielko$¢ fizyczna niz masa ciala.

Innym, waznym rodzajem sity jest sita normalna F v - Jestto sita dzialajaca na cialo ze strony
powierzchni, na ktora ciato naciska. Sita normalna jest zawsze prostopadta do powierzchni. Jesli
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o$ y uktadu wspotrzednych jest skierowana pionowo w gorg, to poniewaz sity F g 1 F 'y TOwno-
waza si¢ mamy

Fy—-F,=ma,,

skad po uwzglednieniu wzoru (5.2) dostajemy

Fy —mg=ma,.

Warto$¢ silty normalnej wynosi zatem

Fy=mg+ma,=m(g+a,).

Gdy wprawimy cialo w ruch §lizgowy na pewnej powierzchni, ruchowi temu przeciwdziata
oddziatywanie migdzy cialem i powierzchnia. Opory ruchu mozna opisa¢ za pomoca jedne;j si-
ty f, ktora nazywamy silq tarcia lub krotko tarciem. Sita ta jest skierowana wzdtuz powierz-
chni, ale przeciwnie do kierunku, w ktérym ciato porusza si¢. Dalsze informacje o tarciu znajdu-
jasig wp. 5.3.

Jeszcze innym rodzajem sity jest naprezZenie T. Sila ta dziala na przyktad na cialo przymo-
cowane do nici, ktdra jest naciagnigta tak, ze jest wyprostowana. Ni¢ uwazamy czgsto za pozba-
wiong masy (co oznacza, ze jej mas¢ mozna pomina¢ w pordwnaniu z masa ciala) i nieroz-
ciagliwa.

5.2. Trzecia zasada dynamiki Newtona
Gdy dwa ciata odpychaja sig lub przyciagaja, czyli gdy kazde z nich dziata na drugie z pewna

sifa, to mowimy, ze oddziatuja one ze soba. Jesli ciato 4 dziata na ciato B sita Fj,, to cialo B
dziala na cialo 4 sila ', przy czym

Jest to trzecia zasada dynamiki Newtona.

Trzecia zasada dynamiki Newtona. Gdy dwa ciata oddzialuja ze soba, to sity, jakimi dzialaja
one na siebie, maja taka sama warto$¢ bezwzgledna 1 przeciwne kierunki.

Sity te nazywamy sitami akcji i reakcji.

5.3. Tarcie

Sity tarcia wystgpuja powszechnie. Gdyby$my nie potrafili im przeciwdzialaé, zatrzymatyby
kazde poruszajace sig cialo i nie pozwolity obraca¢ si¢ zadnemu wirnikowi.
Gdy sita F wprowadza cialo w ruch §lizgowy, na ciato dziata ze strony podtoza sita tarcia.

Jest ona rownolegla do podtoza i skierowana tak, by przeciwdziataé poslizgowi. Zrodtem tarcia
jest wiazanie ciala z podtozem.
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Jesli ciato nie $lizga sig po podlozu, to dziata na nie sita tarcia statycznego f ;. Jestonarow-
na co do warto$ci skladowej sity /° rownoleglej do podtoza, ale jest przeciwnie skierowana.
Gdy sktadowa sity F rosnie, to sita tarcia f tez ro$nie. Maksymalna warto$¢ sity tarcia f

Wwynosi
fs,max ::usFN’ (53)

gdzie u, oznacza wspoélczynnik tarcia statycznego, a F — warto$¢ sity normalnej. Gdy
sktadowa sity F' rownolegta do podtoza przekracza wartos¢ f cialo zaczyna §lizgac si¢
po podtozu.

, max °

Jesli ciato $lizga sig, to dziala na nie sita tarcia kinetycznego ]7 .- Wielkos¢ sity tarcia szybko
wowczas maleje do stalej wartosci

Je = Fy,

gdzie u, oznacza wspolczynnik tarcia kinetycznego.

Przyklad

Do klocka o masie 8 kg przytozono site o wartosci /=12 N pod katem &= 30° w d6t od pozio-
mu. Wspolczynnik tarcia statycznego migdzy klockiem i podtozem wynosi u, = 0,7, a wspol-
czynnik tarcia kinetycznego jestrowny u, = 0,4. Czy klocek zacznie sig Slizga¢, czy tez pozo-
stanie nieruchomy? Ile wynosi warto$¢ sity tarcia dzialajacej na klocek?

F,
~& 35
F
b)
Fy
klocek
S IF
Fs % }: F
4 Hi
c) d)

Rys. 5. Sily dzialajace na klocek

Sity dziatajace na klocek przedstawiono na powyzszym rysunku. Aby stwierdzi¢, czy klocek
slizga sig 1 nastgpnie wyznaczy¢ dzialajaca silg tarcia, musimy najpierw porownac sktadowa F',
sily przytozonej i maksymalna warto$¢ sity tarcia f Z trojkata prostokatnego przedstawio-
nego na rys. 5 b) mamy

F. = Fcosf=(12N)cos30°~ (12 N) - 0,866 ~ 10,4 N.

, max *
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Z réwnania (5.3) wynika, ze aby wyznaczy¢ f .. musimy najpierw obliczy¢ warto$¢ F). Sita
normalna dziata pionowo, wigc zastosujemy druga zasadg dynamiki dla pionowych sktadowych
sit dzialajacych na klocek (zob. rys. 5 ¢)), czyliwzor F, | =ma,. Sitacigzkosci ma wartos¢
mg i dziata w dot. Sita przytozona do klocka ma sktadowa pionowa réwna F, = F' sin@ i tez

dziala w dot. Zatem dla wypadkowej sktadowej sity wzdtuz osi y mamy

Fy —mg—Fsinf@=m-0,

bo a, = 0. Z rbwnania tego dostajemy

Fy, =mg— Fsind.

Zatem
.fs, max — :usFN = /us (mg + FSIHQ)

=0,7-((8kg)(9,8m/s*) + (12 N)sin30°)
=0,7-(78,4N + 6 N) ~59,I N.

Wartos$¢ sktadowej sity zewnetrznej F. = 10,4 N, ktéra probuje klocek wprowadzi¢ w ruch, jest
wige mniejsza niz f, .., a to oznacza, ze klocek pozostanie nieruchomy. Druga zasada
dynamiki dla sktadowych wzdluz osi poziomej x (zob. rys. 5 d)) ma zatem postac

F.—f, =m0,

bo a, =0, skad wynika, ze f = F, =10,4 N. u

5.4. Sita oporu i predkos¢ graniczna

Gdy ciato i powietrze (lub jaki$ ptyn) poruszaja si¢ wzgledem siebie, to na ciato dziata sita
oporu D utrudniajaca ten ruch wzgledny i skierowana w kierunku przeciwnym przeptywu po-
wietrza (ptynu) wzgledem ciata. Wartos$¢ sity D jest zwiazana z pr¢dkoscia ruchu wzglednego v
oraz wyznaczonym doswiadczalnie wspodtczynnikiem oporu aerodynamicznego C zaleznos$cia

D= %CpSVZ , (5.4)

gdzie p oznacza gestos¢ (czyli mase jednostki objetosci), a S — pole przekroju poprzecznego
ciala (tzn. pole przekroju prostopadtego do kierunku wektora predkosci v). Wspotczynnik
oporu C, ktorego wartos¢ jest zwykle zawarta w granicach od 0,4 do 1, jest tylko w przyblizeniu
staly dla danego ciala, gdyz dla bardzo duzej zmiany predkosci v wartos¢ C tez moze ulec
zmianie.

Gdy ciato o obtym ksztalcie spada w powietrzu z predko$cia poczatkowa rowna zeru, to sita
oporu D jest skierowana do gory. Jej warto$¢ wzrasta stopniowo od zera, w miarg jak ciato na-
biera predkosci. Poniewaz sita D jest skierowana przeciwnie do sity ciezkosci £, , po pewnym
czasie sily te zrownowaza si¢. Zwiazek tych sit z przyspieszeniem ciala opisuje druga zasada dy-
namiki Newtona dla sktadowych wzdtuz pionowej osi y:

D—Fg =ma,,
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gdzie m oznacza masg ciata. W chwili, gdy sity zrbwnowaza si¢ mamy a, = 0, czyli dalej pred-
ko$¢ ciata nie bedzie wzrastata i ciato bedzie spadato ze stata predkoscia zwana predkosciq gra-
nicznq v,. Aby ja wyznaczy¢, korzystamy ze wzoru (5.4) i mamy

2F,
v, = . (5.5)
CpS
Przyklad

Kropla deszczu o promieniu R = 1,5 mm spada z chmury, ktéra znajduje si¢ na wysokosci
h=1200 m nad ziemia. Wspotczynnik oporu aerodynamicznego C dla tej kropli wynosi 0,6. Za-
t6zmy, ze kropla ma ksztatt kuli przez caty czas lotu. Ile wynosi predkos$¢ graniczna tej kropli
wody, jesli gestos¢ wody p, jest rowna 1000 kg/m’, a gestos¢ powietrza p, wynosi 1,2 kg/m*?

Kropla osiaga predkos¢ graniczna v,, gdy sita cigzkosci jest rtOwnowazona przez site oporu po-
wietrza, tak ze przyspieszenie kropli jest rowne zeru. Aby skorzysta¢ ze wzoru (5.5), musimy
zna¢ pole przekroju poprzecznego S kropli 1 warto$¢ sity cigzkosci F,. Kropla jest kulista, a wige
pole przekroju S jest polem kota o takim samym promieniu, jak kula, czyli jest rowne 7R*. Sita
cigzkosci F, jest rtowna mg, a wigc musimy wyznaczy¢ masg m. Poniewaz kropla jest kula, wige
jej objetos¢ wynosi
v=2a
3

Gestos¢ wody w kropli jest to masa jednostkowej objetosci, czyli p,, = m/V. Mamy zatem
F, =mg=Vp,g ==k’
g_mg_ pwg_gﬂ- PwE
1 po podstawieniu do wzoru (5.5) otrzymujemy
v, = ZFg = 87TR3pr = 8Rpwg
Cp,S \3Cp,zR’ 3Cp,

_[8-(1,5-107° m)(1000 kg / m*)(9,8 m/ %)
3.0,6-(1,2 kg / m?)
~74m/s~27km/h.

Zauwazmy, ze wysoko$¢ chmury nie ma zadnego wplywu na wynik. u

5.5. Ruch jednostajny po okregu

Jak pamigtamy z p. 4.5, w ruchu ciata po okrggu z predkoscia o statej wartosci v przyspiesze-
nie dosrodkowe ma stala warto$é rowna a =v*/R, gdzie R oznacza promien okregu. Przyspiesze-
nie to jest skutkiem dzialania na ciato wypadkowej sity dosrodkowej o wartosci

2
my

F="2
R
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gdzie m oznacza masg ciata. RoOwnanie to wynika z drugiej zasady dynamiki Newtona.

Poniewaz warto$¢ predkosci v jest stata, wige stale sa rOwniez warto$ci przyspieszenia i sily.
Kierunek przyspieszenia dosrodkowego i sity dosrodkowej nie jest jednak staty. Zmienia si¢ on
w sposob ciagly 1 zawsze wskazuje na $rodek okregu.

Zadania

1. Na cialo o masie 3 kg lezace na podtodze, po ktérej moze ono poruszac si¢ bez tarcia, dzia-
faja tylko dwie sity poziome. Jedna z nich ma warto$¢ 9 N 1 jest skierowana na wschod,
a druga ma warto$¢ 8 N 1 dziala pod katem 62° na péinoc od kierunku zachodniego. Wy-
znaczy¢ warto$¢ przyspieszenia tego ciala.

2. Cialo wzorcowe o masie 1 kg doznaje przyspieszenia o wartosci 2 m/s?, ktore jest skierowa-
ne pod katem 20° wzgledem dodatniego kierunku osi x. Wyznaczy¢:
a) sktadowa x,
b) sktadowa y sity wypadkowej dzialajacej na to ciato.
¢) Zapisac te site wypadkowa za pomoca wektoréw jednostkowych.

3. Salami o masie 11 kg wisi na lince potaczonej z zaczepem wagi sprezynowej, ktora z kolei
wisi na innej lince przymocowanej do sufitu. Jakie jest wskazanie wagi wyskalowane;j
w jednostkach cigzaru?

4. Elektron poruszajacy sie poziomo z predkoscia 1,2 - 10’ m/s wchodzi w obszar, w ktorym
dziata na niego stala sita pionowa o wartoéci 4,5 - 107'* N. Masa tego elektronu wynosi
9,11 - 107" kg. O ile zmieni si¢ w pionie potozenie elektronu w czasie, gdy przebedzie on
w poziomie droge 30 mm?

5. Klocek zostat pchnigty z predkoscia poczatkowa v, = 3,5 m/s w gore¢ wzdhuz rowni pochyte;j,
po ktorej moze poruszaé si¢ bez tarcia. Réwnia jest nachylona do poziomu pod katem
0=32°.

a) Jak daleko wzniesie si¢ klocek wzdtuz rowni?
b) Ile czasu zajmie mu dotarcie do punktu najwigkszego wzniesienia?
c¢) Jaka predkos¢ bedzie miat klocek w chwili powrotu do podnéza rowni?

6. Towarowy wagon kolejowy zaladowano luzno skrzyniami o statycznym wspotczynniku tar-
cia wzgledem podtogi wagonu rownym 0,25. Pociag jedzie z predkoscia 48 km/h. Ma on
zatrzymac si¢ w taki sposob, aby skrzynie nie $lizgaty si¢ po podlodze. Jaka moze by¢
najkrétsza droga hamowania, jesli pociag bedzie poruszat si¢ podczas hamowania ruchem
jednostajnie przyspieszonym?

7. Na podtodze stoi komoda, ktérej masa wraz z zawartoscia wynosi 45 kg.
a) Jaka minimalna sit¢ nalezy przytozy¢ poziomo do tej komody, aby ruszy¢ ja z miejsca,
jesli wspotezynnik tarcia statycznego miedzy komoda i podtoga jest rowny 0,457
b) Jaka bedzie wartos$¢ tej minimalnej sity, gdy z komody wyjmie si¢ szuflady 1 ubrania
o facznej masie 17 kg?

8. Pewna osoba pcha poziomo skrzynig o masie 55 kg, dzialajac sita 220 N, aby przesunaé ja
po podtodze. Wspotczynnik tarcia kinetycznego miedzy skrzynia i podtoga wynosi 0,35.
a) Jaka jest warto$¢ sity tarcia?
b) Jaka jest warto$¢ przyspieszenia skrzyni?
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10.

11.

12.

13.

. Klocek o masie 3,5 kg jest pchany po poziomym podiozu sita F o wartoci 15 N, ktora

tworzy z poziomem kat 40°. Wspodtczynnik tarcia kinetycznego migdzy klockiem i podto-
zem wynosi 0,25. Wyznaczy¢ warto$¢:

a) sity tarcia dziatajacej na klocek ze strony podtoza,

b) przyspieszenia klocka.

Predkos$¢ graniczna skoczka (przed otwarciem spadochronu) wynosi 160 km/h, gdy przyj-
muje on w locie pozycje orta, a jest rowna 310 km/h, gdy spada glowa w dot. Zaktadajac,
ze wspOlczynnik oporu aerodynamicznego Cnie zalezy od pozycji skoczka, wyznaczyc¢ sto-
sunek przekroju poprzecznego S skoczka w pozycji wolnego i szybkiego lotu.

Na nieruchomej karuzeli w wesotym miasteczku, w odlegtosci 5,4 m od jej osi drzemie kot.
W pewnej chwili karuzela rusza i rozpedza si¢ do normalnej predkosci, przy ktorej petny
obrét zajmuje urzadzeniu 6 s. lle przynajmniej musi wynosi¢ wspotczynnik tarcia statycz-
nego migdzy kotem i platforma karuzeli, aby kot nie zeslizgiwat si¢ po platformie?

Ile wynosi najmniejszy promien krzywizny zakr¢tu na ptaskim torze, ktory moze pokonaé
rowerzysta z predkoscia 29 km/h, jesli wspotczynnik tarcia statycznego migdzy oponami
roweru i torem wynosi 0,327

Wielbiciel ruchu po okregu o masie 80 kg jedzie na diabelskim mtynie o promieniu 10 m
z predkoscia o wartosci 6,1 m/s.

a) Ile wynosi okres ruchu karuzeli?

Jaka warto$¢ ma sita normalna dziatajaca na pasazera ze strony siedzenia, gdy wagonik
przechodzi przez:

b) najwyzszy punkt swego toru,

¢) jego punkt najnizszy?
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6.1. Energia kinetyczna

Energia kinetyczna jest to energia zwigzana ze stanem ruchu ciata. Im szybciej ono poru-
sza si¢, tym wigksza jest jego energia kinetyczna. Gdy ciato pozostaje w spoczynku, jego energia
kinetyczna jest rOwna zeru.

Energig kinetyczna ciata o masie m, poruszajacego si¢ z predkoscia o warto$ci v, znacznie
mniejsza od predkosci §wiatta, definiujemy jako

1
E, = Emvz. (6.1)

Jednostka energii kinetycznej jest dzul (J), przy czym 1 J = 1 kg - m* / s>, co wynika bezpo-
$rednio z powyzszego wzoru.

6.2. Praca

Praca jest to energia przekazana ciatu lub od niego odebrana na drodze dziatania na ciato sita.
Praca W wykonana przy przemieszczeniu ciata w wyniku dziatania na nie sita /° wynosi

W=chos¢=l3-c?, (6.2)

gdzie wektor d jest przemieszczeniem ciala, a ¢ oznacza kat migdzy wektorami Fid.
Jednostka pracy, podobnie jak energii kinetycznej, jest dzul. Z wzoru (6.2) wynika, ze dzul moze
by¢ przedstawiony jako iloczyn niutona i metra (1 J =1 N - m). Do obliczenia pracy wykonane;
przez sitg nad ciatem w czasie jego przemieszczenia potrzebna jest tylko sktadowa sity F wkie-
runku przemieszczenia ciata d.

Zauwazmy, ze z wzoru (6.2) wynika takze, ze jesli kat ¢ jest mniejszy od 90°, to wartos¢
cos @ jest dodatnia, a wigc praca jest rowniez dodatnia, a gdy kat ¢ jest wiekszy od 90° (ale nie
wigkszy od 180°), to warto$¢ cos ¢jest ujemna, a wigc i praca jest ujemna. Oznacza to, ze praca
wykonana przez sitg jest dodatnia, gdy skladowa sity w kierunku przemieszczenia jest skie-
rowana zgodnie z wektorem przemieszczenia, jest za$ ujemna, gdy ta sktadowa jest skierowana
przeciwnie do wektora przemieszczenia. Praca jest rtowna zeru, gdy sita nie ma sktadowej w kie-
runku przemieszczenia.

Gdy na ciato dzialaja dwie sity lub wigksza ich liczba, to catkowita praca wykonana nad
cialem jest suma prac wykonanych przez poszczegolne sity, ktora jest rowna pracy wykonanej
przez wypadkowa F  tych sil.

wyp
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Catkowita praca wykonana nad ciatem jest rowna zmianie jego energii kinetycznej. Mamy

W:AEk :Ekkonc - E

k pocz

gdzie E, ,,.. oznacza energig poczatkowa ciala, a £,
mozna tez zapisa¢ w postaci

— jego energi¢ koncowa. Zwiazek ten

konc

Ei i =FE +W.

k pocz
Przyklad

Podczas burzy skrzynia $lizga sig po gladkiej, pokrytej olejem nawierzchni parkingu, doznajac
przemieszczenia d = (=3 m)i . Przez caly czas towarzyszacy burzy wiatr dziata na skrzynie sita
F =(2N)i+ (-6 N)j. Ile wynosi praca wykonana przez sitg wiatru nad skrzynia podczas jej
przemieszczania i ile wynosi energia kinetyczna skrzyni po przemieszczeniu jej o wektor d,
jesli na poczatku ruchu byta ona réwna 10 J?

Ruch skrzyni mozna opisac jako ruch czastki przy stalej sile wiatru. Z wzoru (6.2) mamy
W=F-d=[2N)i+(-6N)j]-[(-3m)i]
=(2N)(=3m)i-i+ (-6 N)(-3m)j-i=-6J.

Oznacza to, ze sita wiatru wykonata nad skrzynia pracg ujemna o wartos$ci 6 J, czyli zmniejszyta
jej energig kinetyczna. Mamy zatem

Etone = Ex poe: T W=(101)+(-61)=417.

Poniewaz energia kinetyczna skrzyni zmniejszyla sig, wige ruch skrzyni zostal spowolnionym

6.3. Praca wykonana przez site ciezkosci

Na podstawie poprzedniego punktu mozemy stwierdzi¢, ze praca W, wykonana przez sitg
cigzkosci F, nad cialem 0 masie m przy jego przemieszczeniu o wektor d wynosi

W, = mgd cosg, (6.3)

gdzie ¢ oznacza kat pomigdzy wektorami £, i d.

Praca W_,,, wykonana przez sitg zewngtrzna nad ciatlem podnoszonym lub opuszczanym jest
zwigzana z praca W, wykonana przez silg cigzkosci i zmiana energii Kinetycznej ciata AE;, row-

naniem

AE'k = Ekkonc - Ekpocz = VVzewn + Wg'
Jesli Ey type = E poez» 10 POWY2Zsze rownanie sprowadza sig do zaleznosci W, = —W, , co

oznacza, ze sila zewnetrzna dostarcza ciatu tyle energii, ile sila cigzkosci od niego odbiera.

Przyklad

Winda o masie m = 500 kg jedzie w dot z predkoscia v,,,.. = 4 m/s, gdy nagle podtrzymujaca ja
lina zaczyna zes$lizgiwac si¢ z bgbna, w wyniku czego winda zaczyna spadac ze statym przyspie-
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szeniem g = g/ 5. Jaka praca W, zostata wykonana nad winda przez silg cigzkos$ci F , podczas
spadku windy na drodze d = 12 m?

Mozemy windg potraktowac¢ jako czastkg i do obliczenia pracy W, zastosowaé wzor (6.3).
Kat ¢ migdzy kierunkami sity F 1 przemieszezenia d windy wynosi 0°, wige

W, = mgd cos0°= (500 kg)(9,8 m/s”)(12 m) = 5,88-10" J ~ 59 kI.
Ile wynosi praca W, wykonana nad winda podczas jej spadku na drodze 12 m przez sit¢ T , jaka
lina windy ciagnie windg w gorg?
Prace t¢ wyznaczymy z wzoru (6.2), przy czym najpierw musimy skorzysta¢ z drugiej zasady

dynamiki Newtona zapisanej dla sktadowych wzdtuz osi y. Mamy

T—Fg:ma,

skad
T'=F, +ma=mg+ma=m(g+a).

Zatem
W, =Td cos¢ =m(a + g)d cosg.

We wzorze tym nalezy podstawi¢ a = - g/5 (przyspieszenie jest skierowane w dot) oraz ¢p=180°
(kat migdzy kierunkami sit 7 1 F’ < ). Otrzymujemy

W, = m(—§+ g)dcosqﬁ = %mgd cos¢

= %(500 kg)(9,8 m/s*)(12 m)cos180°= —4,7-10% J = —47 kJ.

Zauwazmy, ze warto$¢ Wy nie jest przeciwna do wartosci W,. Jest tak dlatego, ze winda spada
ruchem przyspieszonym, a zatem zmienia si¢ jej predkos¢, czyli jej energia kinetyczna te ulega
Zmianie.

Ile wynosi catkowita praca wykonana nad winda podczas jej spadku?

Praca catkowita jest suma prac wykonanych przez wszystkie sity dziatajace na windg, czyli

W=W,+Wp~59K]-47kJ] =12KIJ.

Ile wynosi energia kinetyczna windy pod koniec jej spadku z wysokosci 12 m?

Energia kinetyczna windy zmienia si¢, gdyz nad windq wykonywana jest praca. Mamy

+W=lmv2 +W

k pocz ocz
4 2 4

Ekkonc =E

z%(SOOkg)(4 m/s)’ +12kI =4kJ +12kJ =16 kJ.
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6.4. Praca wykonana przez site sprezystosci

Dla wielu sprezyn mozna z dobrym przyblizeniem przyjac, ze sita ]E; , jaka dziata sprezyna,
jest proporcjonalna do przemieszczenia d swobodnego konca spr¢zyny od jego potozenia dla
sprezyny nieodksztatconej. Sita ta dane jest zaleznoscia

F, =—kd,

zwana prawem Hooke’a. Znak minus oznacza, ze sita spr¢zystosci jest zawsze skierowana prze-
ciwnie do przemieszczenia swobodnego konca spr¢zyny. Stata k, zwana stalq sprezZystosci, jest
miarg sztywno§$ci sprezyny. Im stata ta ma wigksza warto$¢, tym sprezyna jest bardziej sztywna.
Jednostka sprezystosci k jest niuton na metr.

Jesli o$ x jest rownolegla do dtugosci sprezyny, a jej poczatkiem (x = 0) jest potozenie swo-
bodnego konca spre¢zyny nieodksztatconej, to prawo Hooke’a przybiera postac

F. =—kx.
Jesli wspotrzedna x jest dodatnia (tzn. sprezyna jest rozciagnigta wzdtuz osi x w prawo), to war-
tos¢ F_jest ujemna (tzn. sita sprezystosci dziata w lewo), a jesli wspotrzedna x jest ujemna (tzn.
sprezyna jest Sci$nigta w lewo), to wartos¢ F', jest dodatnia (tzn. sita spr¢zystosci dziata w pra-
Wo) — zob. rys. 6. Zauwazmy, ze sita sprezystosci jest sita zmienna, gdyz jej wielkos¢ 1 kierunek
zaleza od potozenia x swobodnego konca sprezyny. Sita ta zalezy w sposob liniowy od potoze-
nia x.

klocek
przymo-
cowany

do sprezyny

I X

-

v dodatnie

: d
¥, ujemna )T:’_D

[P Ve

Y ujemne
F. dodatnia

Rys. 6. Sprezyna
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Nakazdym dostatecznie matym odcinku sita sprezystosci jest stata i dlatego na kazdym znich
mozemy obliczy¢ prace z wzoru (6.2). Mamy przy tym @ = 180°, a wiec cos ¢ = - 1. Zatem
praca wykonana na kazdym dostatecznie matym odcinku j jest rowna - F,,Ax. Catkowita pra-
ca W, wykonana przez sprezyng na odcinku od x,,,.. do x;,,. jest suma tych prac, czyli

ocz

W, = Z (_ijAx)-

W granicy, przy Ax - 0, mamy

W= [Fode= [y =k [xde== k| ==k = )
a wiec
Lo 1,
W o=k’ ——kx

2 pocz 9 konc *

Z wzoru tego wynika, ze praca W, wykonana przez sitg sprezystosci jest dodatnia, gdy po-
tozenie koncowe klocka jest blizsze konca sprezyny nieodksztatconej (x = 0) niz jego potozenie
poczatkowe. Gdy potozenie koncowe klocka jest dalsze punktu x = 0, wtedy jest ona ujemna.
Praca ta jest rowna zeru, gdy potozenia koncowe i poczatkowe klocka sa jednakowo odlegle od
punktu x = 0.

Jezelibedziemy przemieszczac klocek wzdtuz osi x, to bedziemy dziata¢ na niego sita ﬁzewn .
Podczas ruchu klocka sita ta wykonuje nad klockiem pracg W_,,,,, a sita sprezystosci — pracg W..

Zmiana energii kinetycznej klocka pochodzaca od tych dwoch prac wynosi

AE"k:E“kkonc_lz‘ _W +VVS’

k pocz = "7 zewn

przy czym Eione 0znacza energig kinetyczna na kogcu przemieszczenia k@ocka, a Ey ... —na
jego poczatku. Jesli na poczatku i na koncu przemieszczenia obie energie sa rowne zeru, to
podane réwnanie upraszcza si¢ do postaci

W, =W

zewn s*

Roéwnanie to oznacza, ze jesli klocek przymocowany do sprezyny jest w spoczynku na poczatku
1 na koncu przemieszczenia, to praca wykonana nad klockiem podczas jego ruchu przez site
zewnetrzng jest przeciwna do pracy wykonanej nad nim przez site sprezystosci.

6.5. Moc

Moc to szybkos¢, z jaka sita wykonuje prace. Jesli w czasie Af zostanie wykonana praca W,
to moc $rednia jest rowna ilorazowi pracy i przedziatlu czasu, tj.

_
sr At'

Z kolei, moc chwilowa jest to szybkos¢ wykonywania pracy w danej chwili. Mozna ja zapisa¢
jako

(6.4)
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P
dt

Jednostka mocy jest wat (W), ktory jest rowny dzulowi na sekunde. Czasem uzywa si¢ tez jed-
nostki o nazwie kon mechaniczny (KM). Mamy przy tym 1 KM = 746 W.

Szybkos¢, z jaka sita wykonuje pracg nad czastka, mozemy rowniez wyrazi¢ przez tg silg
i predkos¢ czastki. Dla czastki poruszajacej si¢ po linii prostej, na ktora dziala stata sita /' skie-
rowana pod pewnym katem ¢ do tej linii, z rOwnania (6.4) mamy
dW _ Fcos¢dx
dt dt

P= :Fcos¢ﬂ:Fvcos¢,
dt
czyli R
P=F-v.

Zadania

1. Proton o masie m = 1,67 - 10"’ kg porusza si¢ w akceleratorze po linii prostej z przyspie-
szeniem 3,6 - 10" m / s>. W chwili poczatkowej ma on predko$¢ 2,4 - 10’ m / s. Obliczy¢:
a) predkos¢,
b) wzrost energii kinetycznej protonu po przebyciu przez niego drogi 3,5 cm.

2. Rakieta Saturn V i pojazd kosmiczny Apollo, ktory jest przez nia wynoszony w przestrzen,
maja taczna mase 2,9 - 10° kg. Ile wynosi ich energia kinetyczna po osiagnigciu predkosci
o wartosci 11,2 km / s?

3. Jedyna sita dziatajaca na poruszajacy si¢ w ptaszczyznie xy pojemnik o masie 2 kg ma war-
to$¢ 5 N. W chwili poczatkowej pojemnik ma predkos$¢ o warto$ci 4 m/ s skierowana w do-
datnim kierunku osi x, a w pewnej chwili pdzniejszej jego predko$¢ ma warto$€¢ 6 m/ s i jest
skierowana w dodatnim kierunku osi y. Jaka pracg¢ wykonata nad pojemnikiem przylozona
do niego sita migdzy tymi dwiema chwilami?

4. Sifa o wartosci 12 N i statym kierunku wykonuje pracg nad czastka podczas przemieszcze-
nia tej czastki o wektor d = (21 — 4j + 3k) m. Wyznaczy¢ kat migdzy sita i przemieszcze-
niem, jesli zmiana energii kinetycznej czastki wyniosta przy tym:

a) 307,
b) -30J.

5. Smigtowiec wylawia z oceanu astronautke o masie 72 kg, wciagajac ja za pomoca liny na
wysokos$¢ 15 m. Astronautka porusza si¢ przy tym z przyspieszeniem g/ 10. Jaka prace wy-
kona nad astronautka:

a) sila przylozona ze $migtowca,

b) dzialajaca na nia sita ciezkos$ci?

Jak bedzie w chwili dotarcia astronautki do §migloweca jej:
c¢) energia kinetyczna,

d) predkosc?

6. Prostopadloscienna brytalodu zeslizguje si¢ bez tarcia po rowni nachylonej do poziomu pod
katem €= 50°, a pracownik chtodni dziata na nig za pomoca liny skierowanej w gore
wzdhuz réwni sita /' o warto$ci 50 N. Gdy bryta zeslizguje sig¢ o d = 0,5 m, jej energia ki-
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10.

netyczna wzrasta o 90 J. Jaki byltby przyrost energii kinetycznej bryty na tej samej drodze,
gdyby lina nie byta przymocowana do bryty?

. Klocek 1 sprezyna sa ze soba potaczone. Jesli przemiescimy klocek do punktu x =4 cm, to

do utrzymania go w tym punkcie bgdzie potrzebna sita o wartosci 360 N. Przemieszczamy
klocek do punktu x = 11 cm i puszczamy go swobodnie. Jaka pracg wykona sprezyna nad
klockiem przy przemieszczeniu go do punktu:

a) x =3 cm,

b) x=-3 cm,

c) x=-5cm,

d) x=-9cm?

. Na ciato o masie 15 kg, znajdujace si¢ poczatkowo w spoczynku, dziata sita o wartosci 5 N.

Wyznaczy¢ pracg wykonana przez tg site¢ w czasie:

a) pierwszej,

b) drugie;j,

¢) trzeciej sekundy ruchu ciata,

d) moc chwilowa,pochodzaca od tej sity, pod koniec trzeciej sekundy ruchu.

Sita zewnetrzna o wartosci 122 N skierowana ukosnie w goére pod katem 37° do poziomu
ciagnie po poziomej podtodze kloc o masie 100 kg ze stata predkoscia o wartosci S m / s.
Jaka pracg wykonuje ta sita nad klocem w jednostce czasu?

Winda wraz z tadunkiem ma mase 3 - 10° kg. Jadac do gory, winda pokonuje odleglo$é
210 m w czasie 23 s, przy czym porusza si¢ z pr¢dkoscia o stalej warto$ci. Jaka pracg nad
winda wykonuje §rednio w jednostce czasu sila dziatajaca na nig ze strony liny?
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7.1. Energia potencjalna

Energia potencjalna jest do$¢ ogodlna nazwa pewnych rodzajow energii i jest zwiazana z kon-
figuracja uktadu ciat (wzajemnym ich potozeniem), ktore oddziatuja ze soba (tzn. dziataja mig-
dzy nimi sity). Energia ta jest zwiazana z tzw. silq zachowawczq. Sitg nazywamy zachowawcza,
gdy catkowita praca wykonana przez nig nad ciatem przebywajacym droge zamknigta (czyli o
tym samym potozeniu poczatkowym i koncowym) jest rowna zeru. Innymi stowy: sila jest za-
chowawcza, jesli praca wykonana przez nia nad czastka poruszajaca si¢ miedzy dwoma
punktami nie zalezy od tego, po jakim torze si¢ ona porusza. Przyktadami sit zachowawczych
sq sita cigzkosci 1 sita sprezystosci. Przyktadem sity niezachowawczej jest sita tarcia kinetycz-
nego.

Energia potencjalna to energia zwiazana z konfiguracja uktadu, na ktory dziata sita zacho-
wawcza. Gdy sita ta wykonuje nad jednym z cial uktadu prace W, to zmiana energii potencjalne;j
uktadu AE, jest rowna

Jesli ciato porusza sig z punktu x,,.. do punktu x;,,., a sita moze zaleze¢ od potozenia, zmiana

energii potencjalnej uktadu jest rowna
Xkone

AE =-— j F(x)dx. (7.1)

p

x pocz

Energi¢ potencjalna uktadu ztozonego z Ziemi i niezbyt od niej odleglego ciata nazywamy
grawitacyjnq energiq potencjalng. Gdy czastka o masie m przemieszcza sig z punktu y,,.. do
punktu y;,,. (pionowo wzdhuz osi y o kierunku dodatnim do gory), sifa cigzkosci F, wykonuje
nad nig pracg. W celu wyznaczenia towarzyszacej temu zmiany energii potencjalnej, w rowna-
niu (7.1) nalezy podstawi¢ —mg, poniewaz sita F, ma warto$¢ mg i jest skierowana wzdtuz osiy
w dot. Otrzymujemy

AE, = —yTnC(—mg)dy = mgyTn;’y = mgy

Yy pocz y pocz

Ykone

S
y pocz

skad wynika, ze
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AE‘p = mg(ykonc - ypocz) = mgAy (72)

Znaczenie fizyczne maja jedynie zmiany AE, grawitacyjnej energii potencjalnej. Dla wygody
obliczen i1 rozwazan przyjmuje si¢ zwykle, ze konfiguracji uktadu czastka-Ziemia, w ktorej
czastka znajduje si¢ na wysokosci y nad Ziemia, odpowiada grawitacyjna energia potencjal-
na E,. Rownanie (7.2) zapisuje si¢ wowczas w postaci

Ep _Eppocz :mg(y_ypocz)

1 uznajemy, ze energia £, .. jest grawitacyjng energia potencjalng uktadu w konfiguracji od-
niesienia, w ktorej czastka znajduje si¢ w punkcie odniesienia y,,... Zazwyczaj przyjmuje sig,

2 E,,.=01y,,. =0. Ostatnie rtbwnanic mozna wowczas zapisa¢ w postaci

E,(y)=mgy.

Wynika z niego, ze grawitacyjna energia potencjalna uktadu czastka-Ziemia zalezy jedynie od
polozenia y czastki w pionie, liczonego wzglgdem punktu odniesienia y =0 (czyli jej wysokosci),
a nie zalezy od jej polozenia w poziomie.

W przypadku ukfadu klocek-sprezyna, gdy klocek przemieszcza sig z punktu x,,.. do punk-
tu x,,,.,» dziala na niego sita sprezystosci F' = -kx. Podstawiajac t¢ wielko$¢ do rownania (7.1)
otrzymujemy

Xkonce Xkone 1 X kone

AE, =~ [(~hodx=k J-xdxzakxz

X e
X pocz X pocz pocz

skad
1, » 1, 5
AEp = Ekxkonc - Elocpocz‘
Aby powiaza¢ energig potencjalna E, z potozeniem klocka x, wybieramy jako konfiguracjg
odniesienia stan uktadu, gdy sprezyna jest nicodksztalcona, a klocek znajduje si¢ w punkcie
X, = 0. Otrzymujemy wowczas

‘pocz

1,
Ep(x)=5kx .

7.2. Zachowanie energii mechanicznej

Energia mechaniczna uktadu jest suma jego energii kinetycznej E; i energii potencjalnej £,
tj.

Epeern =E, +E,.

Uktad nazywamy izolowanym, gdy Zadne sity zewngtrzne nie powoduja zmian energii w ob-
rebie uktadu. Jesli w uktadzie izolowanym prace wykonuja jedynie sity zachowawcze, to energia
mechaniczna uktadu nie moze ulega¢ zmianie. Jest to tre$¢ zasady zachowania energii mecha-
nicznej, ktdra mozna przedstawi¢ rOwnaniem
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E,, +Ep2 =F,, +Ep1,

przy czym wskazniki 1 i 2 odnosza si¢ do dwoch réznych chwil w trakcie procesu wymiany
energii.

Gdy sita zachowawcza wykonuje prace W nad jednym z ciat uktadu, to AE, = W. Z drugiej

strony AE', = —W, skad wynika, ze AE, = —AE . Zasadg zachowania energii mechanicznej
mozna zatem zapisa¢ w postaci rownania
AE, ., =AE, + AE , =0.

7.3. Praca wykonana nad uktadem przez site zewnetrzng

Gdy na uktad dziata sita zewngtrzna, to praca wykonana przez t¢ sitg jest rOwna energii prze-
kazanej uktadowi lub odebranej od niego. Gdy na uktad dziata wigcej niz jedna sita, to energia
przekazana uktadowi lub odebrana od niego jest rowna pracy wykonanej przez wypadkowa tych
sit.

Pod nieobecnos$¢ tarcia praca wykonana nad uktadem i zmiana jego energii mechanicznej sa
sobie rowne, czyli
W=AE,., =AE, + AE .
Gdy w uktadzie dziala sita tarcia kinetycznego, to zmienia si¢ energia termiczna uktadu, ktora
jest zwiazana z chaotycznym ruchem atomow i czastek ciat uktadu. Praca wykonana nad ukta-
dem jest wowczas rowna

W=AE mech +AE term >

przy czym zmiana energii termicznej AE,,,,, jest zwiazana z warto$cia sity tarcia f, i wartoscia
przemieszczenia d pod wptywem sily zewngtrznej zalezno$cia

AE‘term = fkd

7.4. Zasada zachowania energii

Calkowita energia uktadu E, czyli suma jego energii mechanicznej i energii wewngetrznej,
w tym termicznej, moze ulec zmianie tylko wtedy, gdy energia zostanie dostarczona do uktadu
lub od niego odebrana. Jest to zasada zachowania energii.

Jesli nad uktadem jest wykonywana praca W, to

W=AE=AE,,, +AE,, +AE

term wewn *

Dla uktadu izolowanego, dla ktérego praca W = 0, mamy stad

AE, ., +AE,, +AE =0

term wewn
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oraz

Epenr=E AE,, —AE

mech, 1 term wewn >

gdzie wskazniki 1 i 2 odnosza si¢ do dwdch réznych chwil.

Szybkos¢ zmiany energii uktadu nazywa si¢ mocq. Jesli w przedziale czasu Af energia zmie-
nia si¢ o AE, to moc $rednia zwiazana z dziataniem sity jest rOwna

_aE
sr At >
a moc chwilowa wynosi
dE
P=—.
dt

Na wykresie energii £ jako funkcji czasu # moc jest rowna nachyleniu krzywej w danej chwili.

Zadania

1. Ile wynosi stata sprezystosci sprezyny, ktora ma energig potencjalna sprezystosci réwna 25 J
po Scisnigciu jej o 7,5 cm w stosunku do jej dtugosci w sytuacji, gdy nie jest odksztatcona?

2. Osoba stojaca w oknie upuszcza podrecznik o masie 2 kg, znajdujacy si¢ poczatkowo na
wysokosci D = 10 m nad poziomem ulicy, tak aby mogta go ztapa¢ kolezanka stojaca na
chodniku i trzymajaca wyciagnigte rece na wysokosci d = 1,5 m nad poziomem ulicy.

a) Jaka pracg W, wykona nad podrecznikiem sita cigzkosci podczas jego lotu do rak kole-
zanki?

b) Jaka bedzie w czasie tego lotu zmiana grawitacyjnej energii potencjalnej AE, uktadu
podrecznik-Ziemia?

Jesli przyjmiemy, ze grawitacyjna energia potencjalna £, uktadu jest rOwna zeru na pozio-

mie ulicy, to ile ona wynosi, gdy:

¢) osoba wypuszcza podrecznik z rak,

d) podrecznik dociera do rak kolezanki?

3. Platek lodu o masie 2 g zostaje puszczony swobodnie na krawgdzi miski o ksztalcie potkuli
o promieniu 7 rownym 22 cm. Platek zeslizguje si¢ po powierzchni miski bez tarcia.
a) Jaka pracg wykona nad ptatkiem sita cigzkosci do chwili, gdy dotrze on na dno miski?
b) Ile wyniesie zmiana energii potencjalnej uktadu ptatek-Ziemia w czasie tego ruchu?
c¢) lle wynosi energia potencjalna ptatka na krawedzi miski, jesli przyjeto, ze wynosi ona
zero na dnie miski?

4. Kula kamienna o masie 5 g zostaje wystrzelona pionowo w gore z pistoletu sprezynowego.
Sprezyne trzeba $cisnac o 8 cm, jesli kulka ma dotrze¢ do tarczy znajdujacej si¢ 20 m nad
potozeniem kulki na $ci$nigtej sprezynie.

a) Ile wynosi zmiana grawitacyjnej energii potencjalnej AE, , uktadu kilka-Ziemia w cza-
sie wznoszenia sig¢ tej kulki o 20 m?

b) Ile wynosi zmiana energii potencjalnej AE, | sprezyny w czasie wystrzelenia kulki?

c¢) Ile wynosi stata sprezystosci sprezyny?



50

VII. Energia potencjalna i zachowanie energii

. Cigzaréwka majaca zepsute hamulce pedzi w dot zbocza. W chwili, gdy predkos¢ pojazdu

osiaga wartos¢ 130 km / h, kierowcy udaje si¢ skierowaé go na droge wznoszaca si¢ pod

katem 6= 15°, po ktdrej cigzardwka jedzie bez tarcia. Masa ciezarowki wynosi 1,2 - 10*kg.

a) Ile musi wynosi¢ co najmniej dtugos¢ tej drogi L, aby w czasie ruchu po niej cigzaréwka
zwolnila az do predkosci rownej zeru?

Czy minimalna dtugo$¢ drogi L wzrosnie, zmaleje, czy pozostanie bez zmiany, jesli:

b) zmniejszymy masg cigzarowki,

¢) zmniejszymy predkos¢ cigzardwki?

Robotnik pcha skrzynig o masie 27 kg po poziomej podtodze, dziatajac na nia sita skiero-
wang pod katem 32° w dot od poziomu. Wiedzac, ze skrzynia porusza si¢ ze stata pred-
koscia 1 przebywa droge 9,2 m, a wspotczynnik tarcia kinetycznego migdzy skrzynia i
podtoga wynosi 0,2, wyznaczyc¢:

a) pracg wykonang przez silg, jaka robotnik dziata na skrzynig,

b) wzrost energii termicznej uktadu skrzynia-podtoga.

. Niedzwiadek o masie 25 kg zeslizguje si¢ po pniu sosny. Jego predkos¢ poczatkowa na

wysokos$ci 12 m nad ziemia wynosi 5,6 m/s.

a) Ile wynosi zmiana grawitacyjnej energii potencjalnej uktadu niedzwiadek-Ziemia w cza-
sie zjazdu niedzwiadka na ziemig?

b) Ile wynosi energia kinetyczna niedzwiadka w chwili dotarcia do ziemi?

c¢) Ile wynosi $rednia sita tarcia dziatajaca na niedzwiadka w czasie jego ruchu?

. Podczas lawiny kamiennej nieruchomy poczatkowo blok skalny o masie 520 kg zeslizgu-

je sig po zboczu o dlugosci 500 m 1 wysokosci 300 m. Wspotczynnik tarcia kinetycznego

migdzy blokiem i zboczem wynosi 0,25.

a) Przyjmujac, ze grawitacyjna energia potencjalna E, uktadu blok-Ziemia jest rtowna zeru
u podnoza stoku, wyznaczy¢ warto$¢ E, przed zeslizgnigciem sig bloku.

b) Ile energii zostaje zamienione w energi¢ termiczng w czasie ruchu bloku?

¢) Ile wynosi energia kinetyczna bloku u podnoza stoku?

d) Jaka ma on wtedy predkosé?
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8.1. Srodek masy
Srodkiem masy dla uktadu n czastek nazywamy punkt o wspétrzednych
x —Limx b% —LG:my z —Limz
SM mu = (A B4 SM mu = 10 SM mu ~ 170

gdzie x;, y,, z, 0znaczaja wspotrzedne polozenia i-tej czastki o masie m,, a m, oznacza catkowita
masg uktadu. W zapisie wektorowym srodek masy uktadu mozna przedstawi¢ rownaniem

ui=1

Srodek masy ciata lub uktadu ciat to punkt, ktéry porusza sie tak, jak gdyby byta w nim sku-
piona cata masa ukladu oraz wszystkie silty zewngtrzne byly przytozone w tym wtasnie punkcie.

8.2. Druga zasada dynamiki Newtona dla uktadu czastek

Ruch $rodka masy kazdego uktadu czastek jest opisany druga zasada dynamiki Newtona dla
uktadu czastek, czyli rownaniem

—

Fwyp =m,agy

gdzie ﬁwyp oznacza wypadkowa wszystkich sit zewngtrznych, jakie dziataja na uktad, m, — cal-
kowita mase uktadu, a ag,, oznacza przyspieszenie srodka masy uktadu.

8.3. Ped

Dla pojedynczej czastki definiujemy ped p jako
p=mv.
Jest to wektor, ktory ma kierunek taki sam, jak predkos$¢ czastki. Korzystajac z pojgcia pgdu, mo-
zemy druga zasade dynamiki Newtona sformutowaé nastgpujaco: szybko$¢ zmian pedu jest row-
na wypadkowej sit dziatajacych na czastk¢ i ma kierunek tej sity, co mozna zapisa¢ w postaci
roéwnania
= dp
F P

wyp :E‘
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Dla uktadu czastek analogiczne rownania sa nast¢pujace:

_ .= dP
szquM 1 FWyp:E.

Pierwsze rownanie oznacza, ze ped uktadu czastek jest rowny iloczynowi catkowitej masy ukta-
du oraz predkosci jego srodka masy.

8.4. Zderzenie i poped sity

Druga zasada dynamiki w postaci zawierajacej ped, zastosowana do ciata bioracego udziat
w zderzeniu, prowadzi do zwiazku

ﬁkonc _ﬁpocz = Aﬁ: J,
gdzieréznica p,,,. — P ,,.. = Ap jest zmiang pedu ciata, a J oznacza poped sity F (1), jaka
dziata na ciato podczas zderzenia. Jest on zdefiniowany nastg¢pujaco:

J= tTCF(z)dz.

t

pocz

Jesdlisita F'(¢) ma w czasie zderzenia warto$¢ $rednia F,, a zderzenie trwa czas At, to w przy-

padku jednowymiarowym mamy A

J=F,At (8.1)

Wyobrazmy sobie strumien pociskoOw o jednakowych pgdach, ktory pada na stanowiace cel
unieruchomione ciato (zob. rys. 8.1).

-k

I

— -
@0 d e |}
pociskt P

Rys. 8.1. Strumien pociskow uderzajacych w cel

Zatézmy, ze strumien pociskow o jednakowych masach m i pedach mv porusza si¢ wzdtuz
osix. Oznaczmy przez n liczbg pociskéw zderzajacych sig z celem w przedziale czasu Az. Ruch
pociskéw zachodzi tylko w kierunku osi x, a wigc mozemy rozwazac tylko sktadowe wzdtuz tej
osi. W wyniku zderzenia ped pociskow zmienia si¢ 0 Ap. L.aczna zmiana pedu n pociskéw pada-
jacych w czasie At wynosi nAp. Laczny poped sity J, jakiego doznaje cel w czasie A ma row-
niez warto$¢ nAp, jest skierowany wzdtuz osi x, a jego kierunek jest przeciwny do kierunku
zmiany pgdu, co mozna zapisa¢ jako
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J =—-nAp,

gdzie znak minus oznacza, ze wektory J i Ap maja przeciwne kierunki. Z rownania (8.1) ma-
my

-—Ap= A, (8.2)

réwnanie to okresla zaleznos$¢ F,, od n / At, czyli czgstosci zderzen pociskow z celem, a takze
od Av, czyli zmiany predkos$ci tych pociskow przy zderzeniu.

Jesli przy zderzeniu pociski zostaja zatrzymane, to do rOwnania (8.2) musimy zamiast Av

podstawié
Av = Vkonc - vpocz = O —vV=-V,
gdzie przez v,,,.. (= v) i vy, (= 0) 0znaczono odpowiednio predkos¢ pocisku przed zderzeniem
1 po zderzeniu. Jesli pociski odbijaja si¢ od celu w tyt, bez zmiany wartosci ich predkosci, to
Viene = —V 1 Otrzymujemy
AV=Vine =Vpoes =V —V="2V.

W przedziale czasu At do celu docieraja pociski o tacznej masie Am = nm. Korzystajac z tego

oznaczenia, rGwnanie (8.2) mozna zapisa¢ w postaci

:—A—mAv.

At

Rownanie to podaje zaleznos$¢ F,, od Am / At, czyli od szybkosci, z jaka dociera do celu masa
pociskow.

sr

Przyklad

Narys. 8.2 a) przedstawiono widok z gory toru kierowcy samochodu wyscigowego i jego po-
jazdu podczas zderzenia samochodu ze $cianka ograniczajaca tor wyscigowy.

Ppocz Y poped sity jest
rowny zmianie

ped przed

i po zderzeniu

Rys. 8.2. Zderzenie samochodu wysScigowego ze §cianka ograniczajaca tor

Tuz przed zderzeniem pojazd jechat z predkoscia v,,.. = 70 m / s po linii prostej tworzacej ze
$cianka kat 30°. Tuz po zderzeniu jego predko$¢ wynosita v,,,. = 50 m /s, a prosty tor pojazdu
tworzyl ze $cianka kat 10°. Masa kierowcy wynosi 80 kg.
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Nalezy wyznaczy¢ poped sity J dziatajacej na kierowcg w tym zderzeniu.

Poped sity J mozemy wyznaczy¢ ze zmiany pgdu kierowey p (zob. rys. 8.2 b)). Mamy

J= Prone — ppocz =MYione — mvpocz = m(vkonc - vpocz )
Rownanie to zapisujemy dla sktadowych x 1 y:

Jx = m(vkonc,x - vpocz,x)
= (80kg)[(50 m/ s)cos(—10°) —(70m/s)cos30°]~-910kg-m/s,
Jy = m(vkonc,y - Vpocz, y)

= (80 kg)[(50m/ s)sin(—10°) — (70 m/ s)sin30° ]~ -3500 kg- m/s.
Poped sity jest zatem rowny
J =(=910i — 3500j)kg-m /s,

co oznacza, ze jego warto$¢ (modul) wynosi

J=1J? +J? ~3600kg-m/s,

a kat tworzony przez wektor J z dodatnim kierunkiem osi x jest réwny
Iy
0 = arctgl| — | = 75,4°.
JX

Taki sam jest tangens kata o 180° wigkszego i musimy wybra¢ kat spelniajacy warunki zadania.
Wystarczy narysowac wektor J (zob. rys. 8.2 ¢)) i z rysunku widaé, ze warunki zadania spetnia
kat 8= 75,4° + 180° = 255,4°, ktéry mozna takze zapisac jako 6= -104,6°.

Jesli zderzenie trwato 14 ms, to jaka byla §rednia wartos$¢ sity dziatajacej w tym zderzeniu na
kierowce?

Z réwnania (8.2) mamy
Fo J 3600kg-m/s
Tt 0,014 s

Korzystajac z wzoru F' = ma 1 pamigtajac, ze m = 80 kg, mozemy stwierdzi¢, ze $rednie przy-
spieszenie kierowcy podczas tego zderzenia wynosito okoto 3,22 - 10° m / s%, czyli 329 g, co
oznacza, iz kierowca nie mogt przezy¢ tego wypadku.

~2,6-10° N.

8.5. Zachowanie pedu

Jesli uktad jest zamknigty iizolowany, tak ze wypadkowa dziatajacych na uktad sit zewngtrz-
nych jest rowna zeru, to ped uktadu P jest staty, nawet jesli pedy czastek uktadu zmieniaja sig,
tzn. _

P = const.
Jest to zasada zachowania pedu, ktora mozna rowniez zapisa¢ w postaci zawierajacej ped poczat-

kowy 1 koncowy uktadu:
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Ppocz = Pkonc .

Podane réwnania sa rdwnaniami wektorowymi, a zatem kazde z nich jest rtOwnowazne trzem
réwnaniom wyrazajacym zachowanie pedu wzdhuz trzech osi uktadu wspétrzednych Oxyz. W za-
leznosci od tego, jakie sity dzialaja na uktad, ped moze nie by¢ zachowany wzdtuz wszystkich
trzech kierunkow, a tylko wzdtuz jednego lub dwoch znich. Prawdziwe jest jednak stwierdzenie,
ze jesli wypadkowa sit zewngtrznych dzialajacych na uktad zamknigty ma wzdtuz pewnej osi
sktadowa rowna zeru, to sktadowa pedu uktadu wzdhuz tej osi nie ulega zmianie.

8.6. Ped i energia kinetyczna w zderzeniach

W zderzeniach niesprgzystych dwdch ciat energia kinetyczna tych ciat nie jest zachowana..
Jesli uktad jest zamknigty i izolowany, to catkowity moment pedu musi jednak by¢ zachowany,
co mozna wyrazi¢ za pomoca rOwnania wektorowego

pl,pocz + pZ,pocz = pl,konc + p2, konc >

w ktorym wskazniki pocz i konc odnoszg do wielkosci przed i po zderzeniu.

Jesli ciata poruszaja si¢ wzdtuz jednej prostej, to zderzenie zachodzi w jednym wymiarze i za-
sade zachowania pedu mozna zapisa¢ za pomoca sktadowych wzgledem tej prostej (osi):

nm, +m, =MV kone T MV kone -

vl, pocz VZ, pocz

Gdy po zderzeniu ciala stykaja sig ze soba, to zderzenie jest catkowicie niesprgzyste 1 po zde-
rzeniu ciata poruszaja si¢ z taka sama predkoscia v.

Zderzenie ciat uktadu nie wplywa na potozenie §rodka masy uktadu zamknigtego 1 izolowa-
nego. W szczego6lnosci w wyniku zderzenia nie zmienia si¢ predkos$¢ srodka masy v, .

8.7. Zderzenia sprezyste w jednym i dwéch wymiarach

Zderzenie sprgzyste to takie zderzenie, w ktorym energia kinetyczna uktadu zderzajacych si¢
cial jest zachowana. Gdy uktad jest zamknigty i1 izolowany, to zachowany jest tez ped ukladu.

W przypadku jednowymiarowym mozemy rozwazac¢ zderzenia sprezyste z nieruchoma lub
ruchoma tarcza. Zatlozmy, ze mamy dwa ciata o masach odpowiednio m, 1 m,. W pierwszym
przypadku (zob. rys. 8.3) ciato 0 masie m, porusza sig z predko$cia poczatkowa v, pocz » adrugie
ciato pozostaje w spoczynku (v, pocz = 0). JeSli zatozymy, ze ten uktad dwoch ciat jest zam-
knigty 1 izolowany, to z zasady zachowania pgdu wynika, ze

mlvl,pocz = mlvl, konc + m2v2, konc. (83)
Skoro zderzenie jest sprezyste, to jest rowniez zachowana catkowita energia kinetyczna, czyli

2 1 2
—m — My,

1 2
% = +—m,v . 8.4
7 1, pocz 2 , konc 2 2 Y2, konc ( )
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to jest ogdlny schemat
przed zderzenia sprezystego
P z nieruchomg tarcza

m 1 m 2z
pocisk cel
. Vikote Bokoic
po zderzeniu ——  c——
9—9 x
my mj

Rys. 8.3. Zderzenie sprezyste z nieruchoma tarcza

Z réwnan (8.3) 1 (8.4) mozemy wyznaczy¢ predkosci koncowe obu cial. Z rdwnania (8.3)
mamy

ml (vl, pocz Vl, konc) = m2v2, konc >
a z rbwnania (8.4) dostajemy

_ 2
ml (vl, pocz vl, konc )(vl, pocz + vl, konc) - mZ v2, konc *

Dzielac stronami te rownania, po niewielkich przeksztatceniach otrzymujemy

m, —m
" 2
Vl, konc Vl, pocz
my + m,
oraz
2m,
v2, kone — Vl, pocz *
my + m,

Zauwazmy, ze z drugiego rownania wynika, ze predkos¢ v, ;. jest zawsze dodatnia, czyli ze
ciato o masie m,, ktdre poczatkowo jest nieruchome, po zderzeniu zawsze porusza si¢ do przodu.
Z kolei z pierwszego rownania wynika, ze cialo o masie m, porusza si¢ po zderzeniu do przodu,
jesli m, > m,, ale odbija si¢ od tarczy, gdy m, <m,.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym oba ciala przed zderzeniem znajduja si¢ w ruchu (zob.
rys. 8.4). Zasada zachowania pgdu przybiera teraz postac

mlvl,pocz + m2v2, pocz = mlvl, konc + m2v2, konc > (85)

a zasada zachowania energii kinetycznej moze by¢ zapisana jako

1 1,

2 2
—m,v +—m,V =—m,Vv
171, pocz 272, pocz 171, konc
2 P 2 P 2

1
+ 5 MyV3 fone - (8.6)

Aby rozwiaza¢ ten uklad wzgledem predkosci koncowych obu cial, przeksztalémy réwna-
nie (8.5) do postaci

m, (Vl, pocz vl, konc) =—m, (VZ, pocz VZ, konc )’
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to jest ogélny schemat
zderzenia spr¢zystego
z ruchoma tarcza

— -
Vlpocz Ypocz
h

my

Rys. 8.4. Czolowe zderzenie sprezyste dwéch cial

a rownanie (8.6) do postaci
ml (vl, pocz Vl, konc )(Vl, pocz + Vl, konc) = _m2 (VZ, pocz V2, konc )(v2, pocz + V2, konc )

Dzielac stronami te rownania, po niewielkich przeksztatceniach otrzymujemy

Vl, kone — Vl, pocz + V2, pocz
my + m, m, + m,
oraz
VZ, kone — vl, pocz + VZ, pocz *
my + m, my + m,

Zauwazmy, ze przypisanie cialom wskaznikow 1 i 2 jest catkowicie dowolne — ich zmiana nie
zmienia rownan.

Gdy dwa ciata zderzaja si¢ ze soba, nie poruszajac si¢ przed zderzeniem wzdhuz tej samej osi
(czyli gdy zderzenie nie jest czotowe), ich zderzenie zachodzi w dwoch wymiarach. W uktadzie
zamknigtym 1 izolowanym obowiazuje zasada zachowania pedu, ktora mozna tez zapisa¢ w po-
staci dwoch réwnan dla sktadowych wzdluz kazdej z osi uktadu wspotrzednych, w ktorym
opisujemy zderzenie. W przypadku zderzenia sprezystego musi tez by¢ zachowana energia kine-
tyczna uktadu, co nam daje trzecie roOwnanie.

zderzenie niccentralne,
w ktérym zachowany
jest i ped, i energia

.
lkonc

Rys. 8.5. Sprezyste zderzenie niecentralne dwéch cial, w ktorym cialo o masie m, jest przed zderzeniem
nieruchome
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Na rys. 8.5 przedstawiono zderzenie niecentralne pocisku i tarczy, ktora przed zderzeniem
nie porusza si¢. Popedy sit dziatajacych migdzy tymi ciatami sprawiaja, ze po zderzeniu ciala
poruszaja si¢ w kierunkach tworzacych z osia x katy &, i 6,. Zasada zachowania pedu dla skta-
dowych wzdluz osi x ma postac¢

mlvl,pocz = mlvl, konc COos 91 + m2v2, konc Cos 02 s (87)
a dla sktadowych wzdtuz osi y
0= _mlvl, kone S1I 01 + m2v2, kone S1I 02 . (88)

W przypadku zderzenia spr¢zystego zasada zachowania energii kinetycznej daje rownanie

sz = lmvz
A "™V, pocz T X VA, kone
2 P 2

1
+- m, V% konc * (89)

2 ’

W réwnaniach (8.7), (8.8)1(8.9) wystepuje siedem zmiennych: dwie masy m, i m,, trzy pred-
KoSCi V| oz s Vikone 1 V2, kone OFaz dwakaty 6, i 6,. Jesli znamy przynajmniej cztery z tych
wielkosci, to pozostate mozemy wyznaczy¢ z tych rownan.

Zadania

1. Na poziomej plaszczyznie znajduja si¢ dwie czastki. Czastka o masie 2 kg znajduje si¢
w punkcie o wspotrzednych x = -1,2 m iy = 0,5 m, a czastka o masie 4 kg — w punkcie
0 wspotrzednych x = 0,6 miy = -0,75 m. Wyznaczy¢:
a) wspohrzedna x,
b) wspoétrzedna y
punktu, w ktorym nalezy umiesci¢ czastkg o masie 3 kg, aby srodek masy uktadu tych trzech
czastek znajdowat si¢ w punkcie o wspotrzednych x =-0,5miy=-0,7 m.

2. Jeden kamien upuszczono swobodnie w chwili = 0, a drugi, o masie dwa razy wigkszej niz
pierwszy, upuszczono swobodnie z tego samego punktu w chwili # = 100 ms.
a) W jakiej odleglosci od punktu wypuszczenia kamieni znajduje si¢ $rodek ich masy
w chwili £ = 300 ms (zaktadamy, ze zaden z kamieni nie spadt jeszcze na ziemig)?
b) Ile wynosi predkos¢ ruchu srodka masy kamieni w tej chwili?

3. Gigantyczna oliwka (o masie m, = 0,5 kg) znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych,
a gigantyczny orzech brazylijski (o masie m, = 1,5 kg) — w punkcie o wspotrzednych
x=1miy=2m. W chwili #= 0 na oliwke¢ zaczyna dziala¢ sita F; =(21+3j) N, ana
orzech sita F, = (=31 — 2j) N. Wyznaczy¢ przemieszczenie $rodka masy uktadu $liwka-
-orzech od chwili =0 do chwili # =4 s i zapisa¢ je za pomoca wektorow jednostkowych.

4. Cigzarowka o masie 2100 kg, jadaca na péinoc z predkoscia 41 km / h, skreca w pewnej
chwili na wschdd 1 przyspiesza do predkosci 51 km / h.
a) Ile wynosi zmiana energii kinetycznej cigzaro6wki przy tym manewrze?
Jakie sa przy tym:
b) wartosc¢,
¢) kierunek zmiany pgdu cigzarowki?

5. Kula o masie 1,2 kg spada pionowo na podtoze i ma w chwili zetknigcia z podtozem pred-
ko$¢ 25 m / s. Predkos¢ kuli tuz po odbiciu ma warto$¢ 10 m/ s.
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10.

a) Ile wynosi poped sily dzialajacej na kulg w czasie jej zetknigcia z podtozem?
b) Ile wynosi §rednia warto$¢ sity dziatajacej na podtoze ze strony kuli, jesli czas zetknig-
cia si¢ kuli z podtozem wynosi 0,02 s?

. Kula o masie 0,4 kg porusza si¢ poczatkowo z predkoscia 14 m / s w dodatnim kierunku

osix. W pewnej chwili zaczyna na nia dziata¢ przez 27 ms sita o ujemnym kierunku osi x.
Sita nie ma statej wartosci, a jej poped ma warto$¢ 32,4 N - m. Wyznaczyc¢:

a) warto$¢ predkosci,

b) kierunek ruchu tej kuli w chwili, w ktorej ta sila juz na nia nie dziala,

c¢) $rednia wartos¢ sity,

d) kierunek popedu sity dziatajacej na kulg.

Lezacy na podtodze cztowiek o masie 9 kg rzuca w bok po podtodze kamien o masie 68 g,
nadajac mu predkosé 4 m / s. Z jaka predkoscia zaczyna si¢ woéwczas sam $lizga¢ po po-
dtodze, jesli zarowno on, jak i kamien poruszaja si¢ po podtodze bez tarcia?

Pocisk o masie 10 g uderza w wahadlo balistyczne o masie 2 kg 1 grzeznie w nim, w wyniku
czego $rodek masy wahadta wznosi si¢ w pionie o 12 cm. Oblicz warto$¢ predkosci po-
czatkowej pocisku.

. Wozek o masie 340 g poruszajacy si¢ bez tarcia po liniowym torze z poduszka powietrzna

zpredkoscia poczatkowa 1,2 m/ s ulega zderzeniu sprezystemu z nieruchomym poczatkowo
wozkiem o nieznanej masie. Po zderzeniu pierwszy wozek porusza si¢ w tym samym
kierunku co poczatkowo z predkoscia o wartosci 0,66 m / s.

a) Wyznaczy¢ masg drugiego wozka.

b) Jaka predkos¢ ma drugi wozek po zderzeniu?

¢) lle wynosi predkos¢ srodka masy uktadu tych dwoch wozkow?

Mamy dwie czastki: czastke @ (czastka 1 — pocisk) 1 jadro tlenu (czastka 2 — tarcza). Po
zderzeniu czastka @ rozprasza si¢ pod katem 6, = 64°, a jadro tlenu zostaje odrzucone pod
katem 6, = 51° z predko$cia 1,2 - 10° m / s. Masa czastki & wynosi (w atomowych jed-
nostkach miary) 4 u, a masa jadra tlenu jest rowna 16 u. Wyznaczy¢:

a) poczatkowa,

b) koncowa wartos¢ predkosci czastki a.



