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Z definicji tej wynika, ¿e istnieje skalar 8, taki ¿e Av = 8v. Liczbê 8 nazywamy wartoœci¹
w³asn¹ macierzy A. Wartoœci w³asne macierzy A s¹ pierwiastkami wielomianu charakterystycz-
nego

Definicja 4.3. Liczbê

igdzie wielkoœci 8  s¹ wartoœciami w³asnymi macierzy A, nazywamy promieniem
spektralnym macierzy A i oznaczamy D(A).

Rozwa¿my teraz ci¹g wektorów x , x , ... okreœlony nastêpuj¹co:(0) (1)

gdzie M oznacza pewn¹ macierz kwadratow¹, a w – pewien wektor. Dla ci¹gu tego mo¿na udo-
wodniæ

Twierdzenie 4.4. Przy dowolnym wektorze x  ci¹g okreœlony wzorem (4.15) jest zbie¿ny do je-(0)

dynego punktu granicznego wtedy i tylko wtedy, gdy D(M) < 1.

Dowód tego twierdzenia mo¿na znaleŸæ m. in. w podrêczniku [3].

Jeœli ci¹g {x } jest zbie¿ny do pewnego wektora  to wektor ten spe³nia równanie(i)

Z twierdzenia 4.4 wiadomo, ¿e jeœli D(M) < 1, to równanie x = Mx + w posiada jednoznaczne
rozwi¹zanie. Wynika st¹d wynika sposób konstruowania metod iteracyjnych stosowanych do
rozwi¹zania uk³adu równañ liniowych Ax = b. Wystarczy mianowicie tak dobraæ macierz M, by
by³ spe³niony warunek zbie¿noœci D(M) < 1 i warunek zgodnoœci wektora

z rozwi¹zaniem  uk³adu równañ Ax = b.

Teoretycznie wystarczy wzi¹æ dowoln¹ macierz M tak¹, by D(M) < 1, a nastêpnie obliczyæ
wektor

który wynika z warunku zgodnoœci (I oznacza macierz jednostkow¹). Z zale¿noœci (4.16) mamy
bowiem

i jeœli wektor  ma byæ jednoczeœnie rozwianiem uk³adu Ax = b, to  Jednak taki sposób
postêpowania wymaga³by wyznaczenia macierzy odwrotnej do macierzy A, co jest kosztowne.
Dlatego w praktyce postêpujemy odwrotnie: przyjmujemy, ¿e wektor w jest równy Nb, gdzie N
oznacza pewn¹ macierz kwadratow¹. Z warunku zgodnoœci mamy wówczas (por. równanie
(4.17))

czyli

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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a wiêc

tj.

Otrzymujemy w ten sposób rodzinê metod iteracyjnych postaci

która umo¿liwia wyznaczenie wektora  (rozwi¹zania uk³adu Ax = b), jeœli tylko D(I ! NA) < 1.

Macierz N mo¿na wyznaczyæ w ró¿ny sposób. Dwie najpopularniejsze metody iteracyjne
opieraj¹ siê na rozk³adzie macierzy A na sumê L + D + U, gdzie L oznacza macierz poddiagonal-
n¹, D – macierz diagonaln¹, a U – macierz naddiagonaln¹.

Przyk³ad 4.2

Dla macierzy

mamy

    #

Je¿eli w zale¿noœci (4.18) przyjmiemy  tj.  otrzymamy metodê
Jacobiego:

Stosowanie tego wzoru wymaga, by na g³ównej przek¹tnej macierzy A by³y elementy nie-
zerowe. Jeœli takie elementy s¹ na g³ównej przek¹tnej macierzy A, to przed zastosowaniem wzo-
ru (4.19) nale¿y odpowiednio poprzestawiaæ wiersze. Zwykle postêpujemy nastêpuj¹co (zob.
[3]):

! spoœród kolumn, w których na g³ównej przek¹tnej znajduje siê element zerowy, wybieramy
tê, w której jest najwiêksza liczba zer,

! w kolumnie tej wybieramy element o maksymalnym module i tak przestawiamy wiersze, by
element ten znalaz³ siê na g³ównej przek¹tnej, po czym wiersz ten ustalamy i nie bierzemy
go w dalszym ci¹gu pod uwagê,

! spoœród pozosta³ych kolumn, w których na g³ównej przek¹tnej znajduje siê element zerowy,
wybieramy tê, w której jest najwiêksza liczba zer itd.

Uwagi:

1. Jeœli w ka¿dej kolumnie macierzy A znajduje siê taka sama liczba elementów zerowych, to
wystarczy postêpowaæ tak, jak przy wyborze elementu podstawowego w metodzie eliminacji
Gaussa.

2. Zamiana wierszy w macierzy A nie gwarantuje zbie¿noœci metody Jacobiego, tj. spe³nienie
warunku D(!D (L + U)) < 1.!1

(4.18)

(4.19)
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Przyk³ad 4.3 ([3])

Dana jest macierz

Na g³ównej przek¹tnej elementy zerowe znajduj¹ siê w pierwszej, trzeciej i czwartej kolumnie.
Najwiêksza liczba zer (trzy) znajduje siê w kolumnie trzeciej. W kolumnie tej elementem o
maksymalnym module jest element w pierwszym wierszu (w tym przyk³adzie jest to jedyny nie-
zerowy element w wybranej kolumnie). Przestawiamy zatem wiersze pierwszy i trzeci, otrzymu-
j¹c w wyniku macierz

W macierzy A  ustalamy wiersz trzeci i pomijamy go w dalszym badaniu wartoœci elementów,(1)

co zaznaczyliœmy przez przekreœlenie odpowiednich elementów.

Na g³ównej przek¹tnej znajduje siê jeszcze element zerowy w czwartej kolumnie, w której ele-
mentem o najwiêkszym module jest element w drugim wierszu. Przestawiaj¹c wiersze drugi oraz
czwarty, otrzymujemy macierz

do której mo¿emy ju¿ zastosowaæ wzór (4.19). #

Je¿eli w zale¿noœci (4.18) przyjmiemy N = (D + L) , tj. M = !(D + L) U, otrzymamy metodê!1 !1

Gaussa-Seidla:

Wzór ten móg³by sugerowaæ wystêpowanie obliczanego wektora x  z obu stron równania. Jeœli(i+1)

jednak wypiszemy wszystkie równania w postaci skalarnej, to oka¿e siê, ¿e przy obliczaniu
pierwszej wspó³rzêdnej wektora x  z prawej strony odpowiedniego równania nie wystêpuje(i+1)

11ta wspó³rzêdna. Mo¿na wiêc wyznaczyæ  dziel¹c to równanie przez a . Przy obliczaniu
 z prawej strony odpowiedniego równania wystêpuje jedynie ju¿ obliczona wczeœniej sk³a-

dowa  itd..

Powy¿ej przedstawiliœmy jedynie dwie iteracyjne metody rozwi¹zywania uk³adu równañ li-
niowych, ale nawet przy dwóch metodach powstaje pytanie: która metoda jest lepsza, czyli szyb-
ciej zbie¿na. Odpowiedzi¹ na to pytanie jest

(4.20)
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Twierdzenie 4.5. Je¿eli

to

Innymi s³owy: Jeœli metoda Jacobiego jest zbie¿na i promieñ spektralny jej macierzy M jest
dodatni, to metoda Gaussa-Seidla jest asymptotycznie szybciej zbie¿na. Dowód tego twierdzenia
mo¿na znaleŸæ m. in. w monografii R. S. Vargi pt. Matrix Iterative Analysis (Prentice-Hall,
Englewood Cliffs 1965).

Zauwa¿my, ¿e powy¿sze twierdzenie nie rozstrzyga, która metoda jest lepsza (szybciej zbie¿-
na, o ile w ogóle jest zbie¿na) w przypadku, gdy promieñ spektralny macierzy M w metodzie Ja-
cobiego jest równy 0.

Przyk³ad 4.4

Rozwa¿my uk³ad równañ liniowych z macierz¹

Rozk³adaj¹c tê macierz na sumê L + D + U mamy

St¹d dla metody Jacobiego otrzymujemy

JWartoœci w³asne macierzy M  znajdujemy przez rozwi¹zanie równania

Mamy

1 2 3Zatem 8  = 8  = 8  = 0 i 
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W metodzie Gaussa-Seidla mamy

St¹d

Rozwi¹zuj¹c równanie

1 2 3 GSotrzymujemy 8  = 0, 8  = 8  = 2, sk¹d D(M ) = 2, a to oznacza, ¿e metoda Gaussa-Seidla nie jest
zbie¿na. #

Zadania

1. Stosuj¹c metodê eliminacji Gaussa (bez wyboru elementu podstawowego) rozwi¹zaæ uk³ad
równañ

Ile dzia³añ nale¿y wykonaæ?

2. Rozwi¹zaæ uk³ad równañ z zadania 1 stosuj¹c rozk³ad Choleskiego. Jaka jest liczba wszyst-
kich dzia³añ?

3. Wykazaæ, ¿e dla macierzy

metoda Jacobiego nie gwarantuje zbie¿noœci przy dowolnie wybranym przybli¿eniu pocz¹t-
kowym.

4. Dla jakich wartoœci " uk³ad równañ
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mo¿na rozwi¹zaæ metod¹ Gaussa-Seidla przyjmuj¹c dowolny punkt pocz¹tkowy?

5. Zbadaæ zbie¿noœæ metody Gaussa-Seidla dla uk³adu równañ liniowych z macierz¹

6. Czy dla uk³adu równañ liniowych z macierz¹ podan¹ w zadaniu 5 metoda Jacobiego jest
zbie¿na przy dowolnym wyborze pocz¹tkowego przybli¿enia?



V. RÓWNANIA NIELINIOWE

I UK£ADY RÓWNAÑ NIELINIOWYCH

5.1. Wprowadzenie

Rozpatrzmy zadanie obliczenia pierwiastków rzeczywistych równania

gdzie w ogólnym przypadku f : E 6 F (zbiory E i F mo¿na rozwa¿aæ bardzo ogólnie). Gdy

iE = F = R , to odwzorowanie f : R  6 R  jest opisane za pomoc¹ n funkcji rzeczywistych fn n n

io zmiennych x  (i = 1, 2, ... , n):

Poniewa¿ tylko w bardzo nielicznych przypadkach mo¿na analitycznie obliczyæ pierwiastek >
równania (5.1), wiêc zwykle stosuje siê metody przybli¿one. Metody te (iteracyjne) dla danego
pocz¹tkowego przybli¿enia x  pozwalaj¹ obliczyæ dalsze wartoœci przybli¿one x  (i = 1, 2, ...)(0) (i)

wartoœci > za pomoc¹ pewnej funkcji iteracyjnej M : E 6 E:

Powstaj¹ przy tym nastêpuj¹ce problemy:

! jak znaleŸæ odpowiedni¹ funkcjê iteracyjn¹ M,
! przy jakich warunkach ci¹g przybli¿eñ {x } jest zbie¿ny,(i)

! jak szybko jest zbie¿ny ci¹g {x }?(i)

5.2. Metoda po³owienia

Rozwa¿my równanie skalarne

Za³ó¿my, ¿e funkcja f jest ci¹g³a na odcinku [a, b], wewn¹trz którego znajduje siê dok³adnie
jeden pierwiastek i na którego koñcach funkcja ma przeciwne znaki, tj. f(a)f(b) < 0.

W celu znalezienia przybli¿onej wartoœci pierwiastka, dzielimy przedzia³ [a, b] na po³owy
punktem

(5.1)
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 Zapis C [a, b] oznacza przestrzeñ funkcji ci¹g³ych wraz z pochodnymi do rzêdu drugiego.21

Je¿eli f(x ) = 0, to punkt x  jest szukanym pierwiastkiem. Jeœli f(x ) � 0, to z dwóch przedzia-(1) (1) (1)

³ów [a, x ] i [x , b] wybieramy ten, na którego koñcach funkcja ma przeciwne znaki. Przedzia³(1) (1)

ten dzielimy na po³owy punktem x , badamy wartoœæ funkcji w punkcie x  i znaki funkcji na(2) (2)

koñcach przedzia³u itd.

Po pewnej liczbie kroków otrzymamy albo pierwiastek dok³adny, albo ci¹g przedzia³ów, ta-
kich ¿e

gdzie [x , x ] oznacza tu i-ty przedzia³, którego d³ugoœæ wynosi(i) (i + 1)

Poniewa¿ lewe koñce ci¹gu przedzia³ów tworz¹ ci¹g niemalej¹cy i ograniczony z góry, a prawe
koñce – ci¹g nierosn¹cy i ograniczony z do³u, wiêc z zale¿noœci (5.2) wynika, ¿e istnieje ich
wspólna granica, która jest szukanym pierwiastkiem.

5.3. Regula falsi i metoda siecznych

Nazwa metody regula falsi pochodzi od ³aciñskich s³ów regula (linia) i falsus (fa³szywy). Po
polsku mo¿na by powiedzieæ, ¿e jest to metoda fa³szywego za³o¿enia liniowoœci funkcji. Jednak
w literaturze polskojêzycznej powszechnie jest u¿ywana podana nazwa ³aciñska.

Za³ó¿my, ¿e w przedziale [a, b] równanie f(x) = 0 ma dok³adnie jeden pierwiastek, a funkcja f
ma na koñcach tego przedzia³u przeciwne znaki. Za³ó¿my ponadto, ¿e f 0 C [a, b]  oraz ¿e po-2 1

chodne pierwszego i drugiego rzêdu funkcji f maj¹ sta³y znak w tym przedziale. Przy tych za³o-
¿eniach wykres funkcji mo¿e mieæ jedn¹ z czterech postaci przedstawionych na rys. 5.1, a wiêc
funkcja mo¿e byæ rosn¹ca i przy tym wklês³a lub wypuk³a lub malej¹ca i te¿ wklês³a lub wypu-
k³a.

Rozpatrzmy przypadek fN(x), fO(x) > 0 dla x 0 [a, b] przedstawiony na rys. 5.2 (rozumowanie
w pozosta³ych trzech przypadkach jest analogiczne). Przez punkty A(a, f(a)) i B(b, f(b)) prowa-
dzimy ciêciwê o równaniu

St¹d

Je¿eli f(x ) = 0, to liczba x  jest szukanym pierwiastkiem. Jeœli natomiast f(x ) � 0, to przez(1) (1) (1)

punkt C(x , f(x )) oraz ten z punktów A i B, którego rzêdna ma przeciwny znak ni¿ f(x )(1) (1) (1)

prowadzimy nastêpn¹ ciêciwê itd.

(5.2)


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8

