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Zaldzmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy dodatnio okreslonej stopnian - 1. Ma-
cierz A dodatnio okre§lona stopnia n mozna zapisa¢ w postaci

ke b
o5 ]

gdzie 4, , oznacza macierz dodatnio okre$lona stopnian — 1,ab € C*'. Z zalozenia indukcyjne-
go istnieje dokladnie jedna macierz L, , stopnia n - 1, taka ze

A =L L odzie I, =0 dla k>i oraz L, > 0.

n-1-

Szukana macierz L przedstawiamy w postaci

L,y 0
o
i sprobujmy okresli¢ ¢ € C" ' i o > 0 tak, aby

o Ol E ¢ _ &
R R IR

0 i
Aby zachodzita réwnos¢ (4.4) musza by¢ spetnione warunki

L?!—].c = -E;',

L=

cHovrad = @y » PYZV cZym &> 0

Z pierwszego rOwnania mamy
c=L73

gdyzmacierz L, | jest macierza trojkatna z dodatnimi elementami na gtéwnej przekatnej, a zatem
jest macierza nieosobliwa, tj. det(L, ,) > 0).

Zatozmy teraz, ze cc > a,,, tj. ze & < 0. Z zalezno$ci (4.4) wynika jednak, ze o> > 0, bo

det 4 = det(L2 7y = | det L[* = |det L, [P &

(wymiar macierzy trojkatnej jest rowny liczbie elementéw na gldwnej przekatnej). Z twierdze-
nia4.1 wiemy, ze det 4 > 0, a z zalozenia indukcyjnego mamy det L, , > 0. Zatem dla zalezno$ci
(4.4) istnieje doktadnie jedna liczba o > 0, dla ktorej LL” = A, a mianowicie

Elementy macierzy L w rozktadzie A = LL" wyznacza sig rekurencyjnie. Jesli elementy /, dla
J < k- 1sajuz znane, to z warunku 4 = LL" dla elementow [, i [, (i > k+ 1) otrzymujemy za-
leznosci
2 2 2
ag = b [ |z [+ b ' B >0,

ay =gl Hiales + o il
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a stad

(4.5)

i=k+lLk+2, .50

Po wykonaniu rozktadu 4 = LL”, w celu rozwiazania uktadu rownan liniowych Ax = b wy-
starczy rozwiaza¢ dwa uktady réwnan z macierzami trojkatnymi:

Ly=5

LEx= ¥

Macierz pierwszego uktadu jest macierza trojkatna dolna, a drugiego — trojkatna gorna. Oczy-
wiscie w przypadku rzeczywistym L7 = L.

Dlamacierzy rzeczywistych dodatnio okreslonych zastosowanie metody Choleskiego do roz-
wiazania uktadu n >4 rownan liniowych wymaga wykonania mniejszej liczby dziatan niz zasto-
sowanie metody eliminacji Gaussa. Aby to udowodnié, rozwazmy laczna liczbe dziatan w obu
metodach.

Jak pamigtamy, metoda eliminacji Gaussa polega na przeksztatceniu danego uktadu rownan
liniowych Ax = b do rdwnowaznego mu uktadu Rx = ¢, gdzie macierz R jest macierza trojkatna
gorna. Rozwiazaniem ostatniego uktadu jest

e ik X
k;H (4.6)
_x!. =,
Tk
gdziei=n,n - 1, ..., 1. Liczby poszczegdlnych dziatan do wyznaczenia elementow x; z tego
wzoru podano w ponizszej tabelce.
dziatanie liczba dziatan
dodawanie (n-2)n-1)2
odejmowanie n-1
mnozenie (n-2)n/2
dzielenie n

Latwo sprawdzié, ze taczna liczba dziatan do wyznaczenia wszystkich elementow x, z wzoru
(4.6) wynosi R, = n>. W k-tym kroku eliminacji Gaussa obliczamy wielko$ci:

Ly =2 dlat=k+1k+2,...,n:,

k&
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=E{i,-—£!-ka_ja,-, dlai=k+L Ek+2,...,m oraz j=k+1,k+2, ... 5

a
& =EJ-—£!-5:E;:, dlai=k+1, k+2,....8

Wykonujemy przy tym nastepujace liczby dziatan:

dziatanie liczba dziatan
dodawanie 0
odejmowanie n-k+n-k
mnozenie n-kP+n-k
dzielenie n-k

Oznacza to, ze w k-tym kroku taczna liczba dziatah wynosi R,, = 2(n - k)* + 3(n - k). Poniewaz

krokéw jestn - 1 (bok=1,2,...,n - 1), wigc eliminacja wymaga
n-1 n-1 n-1
By= D Ryp= >[20e- k)2 +3n- k)= 2. (2n% - dnk+ 262+ - 3)
k=1 k=1 P=1

n-1 n-1 n-1
=@+ 3 - ([Ant DD k4 2) K
k=1 k=1 k=1

(-1 (g— Dmi2n-1)
2 e &

(Zn° + T - D - (dnt 3

alp- Dida+7)
&

dziatan. Zatem do rozwiazania uktadu n rGwnan liniowych metoda eliminacji Gaussa trzeba tacz-
nie wykona¢

nidn? +91—T)

(4.7)
6

R=R +Ry =

dziatan arytmetycznych.

W metodzie Choleskiego rozwiazujemy dwa uktady rownan liniowych z macierzami trojkat-
nymi, a taczna liczba dziatan do ich rozwiazania wynosi S, = 2n*. Rozktad rzeczywistej macie-
rzy A na iloczyn LL" wykonujemy na podstawie wzorow (4.5) (liczby sprzezone zastepujemy
odpowiednimi liczbami rzeczywistymi). Z wzorow tych wynika, ze dla poszczegodlnych wartos-
ci k mamy:
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®i=1

dziatanie

liczba dziatan

dodawanie
odejmowanie
mnozenie
dzielenie

pierwiastkowanie
®i=2

dziatanie

dodawanie
odejmowanie
mnozenie
dzielenie

pierwiastkowanie
®i=3,4,..,n

dziatanie

0
n-1
n-1
n-2
1

liczba dziatan

dodawanie
odejmowanie
mnozenie
dzielenie

pierwiastkowanie

(k-2)n-k+1)
n-k+1
(k-D@m-k+1)
n-k

1

W poszczego6lnych przypadkach taczne liczby dziatah wynosza odpowiednio:

321 — P‘E,

Sqp = (2k - Dim—k +1),

Zatem sam rozklad Choleskiego wymaga

Sy =3n-3,

dla k=34, ..., 5

20 + 3% - 2%+ 18

Sy= Sp+Sp+ 2 8o = at 3= 3+ (2k- Din-k+ = dn- 3+ -

k=3 k=3

dziatan. Uwzgledniajac liczbg dziatan potrzebna do rozwiazania dwu uktadéw roéwnan liniowych

z macierzami trojkatnymi otrzymujemy

S=8+5, =

20 +152° + 2

(4.8)
6
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Aby odpowiedzie¢ na pytanie dla jakich warto$ci n liczba dziatan w metodzie Choleskiego
jest mniejsza od liczby dziatan w metodzie eliminacji Gaussa, wystarczy rozwiazac¢ nierownos¢

SR

Zgodnie z zaleznos$ciami (4.7) 1 (4.8) sprowadza si¢ to do rozwiania nierownosci

2?23 +15;‘z2 + -::4;*23 +Els>z2 -7,

czyli

2n® —Gns —8n > 0,
co mozna zapisa¢ w postaci

pla+1(n—4) = 0

Poniewaz liczba rownan n musi by¢ wigksza od 0, wigc z powyzszej nierownosci wynika, ze roz-
wigzaniem zadania jest n > 4.

4.4. Metoda Crouta

Metoda Crouta dotyczy rozwigzania uktadu rownan liniowych
Tx = d, 4.9)
z macierza tréjdiagonalna
(@ & 0
£q dy By 0
0 o3 g &g

0 Cp-1  @p-l bn—l
0 Ca il |
orazx,d € R".
Jesli macierz T jest diagonalnie dominujaca, czyli
|c;r1 |2|E:'1 | |c;r?2 |2|cn | 1 |az- |2|E:'z- |+|cz- | dlai=23 .., 821,

to do rozwiazania uktadu (4.9) mozna stosowac metodg eliminacji Gaussa bez wyboru elementu
podstawowego. Lepsza, tj. o mniejszym naktadzie obliczen, jest jednak metoda Crouta, ktora po-
lega na rozktadzie macierzy 7 na iloczyn LU, gdzie macierze L i U maja postacie
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Nastepnie rozwiazuje si¢ uktady rownan liniowych
Ly=d 1 Ux=y

na podstawie wzorow:

I:1!11
.}?1 — T 2
|
b
ul = —1
&
b
2= ! =23 a-—1
L
& : i
Vo i+l S s n—1
iH TG
xn _.}??‘!r

Otrzymany wektor x jest rozwigzaniem uktadu (4.9).

Przyklad 4.1
Rozwiazmy metoda Crouta uktad réwnan liniowych
3?{1 + X =il
R +2.?L’2 —A3 = ].,
g .I'f2 +3.x3 = I:I
Na podstawie wzoréw (4.10) mamy:
dp 0
=l e |:|,
Y1 2, 3
&
T S
5] 3
b —
By = 2 == 1 == E b
o — Wl 2 1 =)

(4.10)
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Yo = cfz—d'zl}’l - 1-1.0 :E
az—wcy o1 4 5
3
P~ 3 4’
3 2%3 Sy P (_1)
)
1
x3—.}’3—£,
3 A1 3
=X =3\ N5 Ty
1 3 1

Mozna policzy¢, ze w celu znalezienia rozwiazania nalezato wykona¢ 5 dzielen, 7 mnozen oraz
7 odejmowan, czyli tacznie 19 dziatan. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze zastosowa-
nie metody eliminacji Gaussa wymaga wykonania 6 dzielen, 11 mnozeni 11 odejmowan, a wigc
tacznie 28 dziatan, a metody opartej na rozktadzie Choleskiego —9 dzielef, 10 mnozen, 10 odej-
mowan i 3 pierwiastkowan, czyli razem 32 dziatan. u

4.5. Oszacowania btedoéw

Zajmiemy si¢ teraz oszacowaniem wplywu zaburzen macierzy A i wektora b na rozwiaza-
nie x uktadu réwnan liniowych Ax = b.

Zalézmy najpierw, ze zaburzony jest wektor b o wielko$é Ab. Wowcezas odpowiada mu roz-
wiazanie zaburzone x + Ax, czyli mamy

Alx+Ax) =b+ 0k

Poniewaz Ax = b, wiec

Afzx = Ab,
skad
Ax=ATlAB
1 mamy
Jax<]a™|la] (4.11)

Z réwnosci b = Ax otrzymujemy

[2]= 1 ax =] 4] =]
Stad oraz z nierownosci (4.11) mamy

Ax 1l Ak Ab
el 2 s

I=1 2]
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Wielko$¢ cond(4) = || A |||| 7 b " nazywa si¢ wskaznikiem uwarunkowania macierzy 4. Jest

ona miarg wrazliwo$ci wzglednego bigdu rozwiazania x na zaburzenia prawej strony b ukltadu
rownan liniowych Ax = b. Poniewaz

t=|7]=]aa™ |sla]] 4™ |=condca,
gdzie I oznacza macierz jednostkowa, wigc zawsze mamy cond(4) > 1.

Rozwazmy teraz zaburzenie macierzy 4. Udowodnimy najpierw

Lemat 4.1. Jezeli macierz F stopnia n jest taka, ze || F || 1, to istnieje macierz (I + F) " oraz

1
=]

[z+m™|s (4.12)

Dowdd. Mamy
[+ x| =[x+ Fx |z | x |- #x]|= = |- |7 = 0= (=12 D<)

Zzatozenia | F || =1, czyli 1-| #||> 0, skad wynika, Ze | ( + #)x | = 0 dlax # 0,ato oznacza,

ze rownanie (/ + F)x = 0 ma tylko rozwianie x = 0, a macierz / + F'jest nicosobliwa. Istnieje wigc
macierz (I + F)"'.

W celu udowodnienia nieréwnosci (4.12) zauwazmy, ze
1=|7]= ||(f+F;u:f+F)‘1 ||= ||(f+F)‘1 + R+ ||
z|a+m? |-l #l|c+o7 ||+ |0-1# =0

Stad
tz|@+m7 (-7 ),

czyli otrzymujemy nieréwnos¢ (4.12). n

Wplyw zaburzenia macierzy 4 na rozwiazanie x uktadu réwnan liniowych Ax = b charaktery-
Zuje ponizsze

Twierdzenie 4.3. Niech A oznacza macierz nieosobliwq stopnian, B=A(I+ F), gdzie || F || <1,
Niech wielkosci x i Ax bedq okreslone rownosciami Ax = b i B(x + Ax) = b.

Wowczas
o] 7] s
[=] =7

Ponadto, jesli
cond{ 4) "B_ : " <1,

4]
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to
|z condty  [B-4]
[2-4] [4] (4.14)
| 4]

Dowéd. Z lematu 4.1 wynika, Ze istnieje macierz B~'. Ponadto mamy

=1 cond( A}

px=F-x=BN-a=BYa-m4a7%
i
x= 475,
Otrzymujemy zatem
lax] 57 ca- | 47|

[ ] =]

-| & a-m]
Poniewaz

Blo(r+mlal i 4a-B=4a-a(7+m,
wigc z powyzszej nierdwnosci wynika, ze

||&x

[ =

| || T+ A A A AT+ )] ||

|-t aae<|er 1o

1z uwagi na nierdwnos¢ (4.12) otrzymujemy oszacowanie (4.13).

Poniewaz
F=a7(B-4)
| -1
|pl=[ - <] |15 ap AN 41
I4]
_ [2- 4
cond(4) ||ﬁ ”
wigc nierownos$c¢ (4.14) jest oczywista. .

4.6. Metody iteracyjne

Metody iteracyjne rozwiazywania uktadu rownan liniowych Ax = b polegaja na konstrukcji
ciagu przyblizen {x”} (i=1, 2, ... ) zbieznego do wektora x. W celu sformutowania twierdzenia
o zbieznosci tego ciagu do poszukiwanego rozwigzania, konieczne sa pewne pojecia.

Definicja 4.2. Jezeli dla pewnego niezerowego wektora v, wektor Av jest rownolegly do wekto-
ra v, to wektor v nazywamy wektorem wlasnym macierzy A.
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