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Za³ó¿my, ¿e twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy dodatnio okreœlonej stopnia n ! 1. Ma-
cierz A dodatnio okreœlon¹ stopnia n mo¿na zapisaæ w postaci

n!1gdzie A  oznacza macierz dodatnio okreœlon¹ stopnia n ! 1, a b 0 C . Z za³o¿enia indukcyjne-n!1

n!1go istnieje dok³adnie jedna macierz L  stopnia n ! 1, taka ¿e

Szukan¹ macierz L przedstawiamy w postaci

i spróbujmy okreœliæ c 0 C  i " > 0 tak, abyn!1

Aby zachodzi³a równoœæ (4.4) musz¹ byæ spe³nione warunki

Z pierwszego równania mamy

n!1gdy¿ macierz L  jest macierz¹ trójk¹tn¹ z dodatnimi elementami na g³ównej przek¹tnej, a zatem

n!1jest macierz¹ nieosobliw¹, tj. det(L ) > 0).

nnZa³ó¿my teraz, ¿e c c $ a , tj. ¿e "  # 0. Z zale¿noœci (4.4) wynika jednak, ¿e "  > 0, boH 2 2

(wymiar macierzy trójk¹tnej jest równy liczbie elementów na g³ównej przek¹tnej). Z twierdze-

n!1nia 4.1 wiemy, ¿e det A > 0, a z za³o¿enia indukcyjnego mamy det L  > 0. Zatem dla zale¿noœci
(4.4) istnieje dok³adnie jedna liczba " > 0, dla której LL  = A, a mianowicieH

#

ijElementy macierzy L w rozk³adzie A = LL  wyznacza siê rekurencyjnie. Jeœli elementy l  dlaH

kk ikj # k ! 1 s¹ ju¿ znane, to z warunku A = LL  dla elementów l  i l  (i $ k + 1) otrzymujemy za-H

le¿noœci

(4.4)
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a st¹d

Po wykonaniu rozk³adu A = LL , w celu rozwi¹zania uk³adu równañ liniowych Ax = b wy-H

starczy rozwi¹zaæ dwa uk³ady równañ z macierzami trójk¹tnymi:

i

Macierz pierwszego uk³adu jest macierz¹ trójk¹tn¹ doln¹, a drugiego – trójk¹tn¹ górn¹. Oczy-
wiœcie w przypadku rzeczywistym L  = L .H T

Dla macierzy rzeczywistych dodatnio okreœlonych zastosowanie metody Choleskiego do roz-
wi¹zania uk³adu n >4 równañ liniowych wymaga wykonania mniejszej liczby dzia³añ ni¿ zasto-
sowanie metody eliminacji Gaussa. Aby to udowodniæ, rozwa¿my ³¹czn¹ liczbê dzia³añ w obu
metodach.

Jak pamiêtamy, metoda eliminacji Gaussa polega na przekszta³ceniu danego uk³adu równañ
liniowych Ax = b do równowa¿nego mu uk³adu Rx = c, gdzie macierz R jest macierz¹ trójk¹tn¹
górn¹. Rozwi¹zaniem ostatniego uk³adu jest

igdzie i = n, n ! 1, ... , 1. Liczby poszczególnych dzia³añ do wyznaczenia elementów x  z tego
wzoru podano w poni¿szej tabelce.

dzia³anie liczba dzia³añ

dodawanie (n ! 2)(n ! 1)/2

odejmowanie n ! 1

mno¿enie (n !2)n/2

dzielenie n

i£atwo sprawdziæ, ¿e ³¹czna liczba dzia³añ do wyznaczenia wszystkich elementów x  z wzoru

1(4.6) wynosi R  = n . W k-tym kroku eliminacji Gaussa obliczamy wielkoœci:2

(4.5)

(4.6)
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Wykonujemy przy tym nastêpuj¹ce liczby dzia³añ:

dzia³anie liczba dzia³añ

dodawanie 0

odejmowanie (n ! k)  + n ! k2

mno¿enie (n ! k)  + n ! k2

dzielenie n ! k

2kOznacza to, ¿e w k-tym kroku ³¹czna liczba dzia³añ wynosi R  = 2(n ! k)  + 3(n ! k). Poniewa¿2

kroków jest n ! 1 (bo k = 1, 2, ... , n ! 1), wiêc eliminacja wymaga

dzia³añ. Zatem do rozwi¹zania uk³adu n równañ liniowych metod¹ eliminacji Gaussa trzeba ³¹cz-
nie wykonaæ

dzia³añ arytmetycznych.

W metodzie Choleskiego rozwi¹zujemy dwa uk³ady równañ liniowych z macierzami trójk¹t-

1nymi, a ³¹czna liczba dzia³añ do ich rozwi¹zania wynosi S  = 2n . Rozk³ad rzeczywistej macie-2

rzy A na iloczyn LL  wykonujemy na podstawie wzorów (4.5) (liczby sprzê¿one zastêpujemyT

odpowiednimi liczbami rzeczywistymi). Z wzorów tych wynika, ¿e dla poszczególnych wartoœ-
ci k mamy:

(4.7)
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! k = 1

dzia³anie liczba dzia³añ

dodawanie 0

odejmowanie 0

mno¿enie 0

dzielenie n ! 1

pierwiastkowanie 1

! k = 2

dzia³anie liczba dzia³añ

dodawanie 0

odejmowanie n ! 1

mno¿enie n ! 1

dzielenie n ! 2

pierwiastkowanie 1

! k = 3, 4, ... , n

dzia³anie liczba dzia³añ

dodawanie (k ! 2)(n ! k + 1)

odejmowanie n ! k + 1

mno¿enie (k ! 1)(n ! k + 1)

dzielenie n ! k

pierwiastkowanie 1

W poszczególnych przypadkach ³¹czne liczby dzia³añ wynosz¹ odpowiednio:

Zatem sam rozk³ad Choleskiego wymaga

dzia³añ. Uwzglêdniaj¹c liczbê dzia³añ potrzebn¹ do rozwi¹zania dwu uk³adów równañ liniowych
z macierzami trójk¹tnymi otrzymujemy

(4.8)
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Aby odpowiedzieæ na pytanie dla jakich wartoœci n liczba dzia³añ w metodzie Choleskiego
jest mniejsza od liczby dzia³añ w metodzie eliminacji Gaussa, wystarczy rozwi¹zaæ nierównoœæ

Zgodnie z zale¿noœciami (4.7) i (4.8) sprowadza siê to do rozwiania nierównoœci

czyli

co mo¿na zapisaæ w postaci

Poniewa¿ liczba równañ n musi byæ wiêksza od 0, wiêc z powy¿szej nierównoœci wynika, ¿e roz-
wi¹zaniem zadania jest n > 4.

4.4. Metoda Crouta

Metoda Crouta dotyczy rozwi¹zania uk³adu równañ liniowych

z macierz¹ trójdiagonaln¹

oraz x, d 0 R .n

Jeœli macierz T jest diagonalnie dominuj¹ca, czyli

to do rozwi¹zania uk³adu (4.9) mo¿na stosowaæ metodê eliminacji Gaussa bez wyboru elementu
podstawowego. Lepsza, tj. o mniejszym nak³adzie obliczeñ, jest jednak metoda Crouta, która po-
lega na rozk³adzie macierzy T na iloczyn LU, gdzie macierze L i U maj¹ postacie

(4.9)
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Nastêpnie rozwi¹zuje siê uk³ady równañ liniowych

na podstawie wzorów:

Otrzymany wektor x jest rozwi¹zaniem uk³adu (4.9).

Przyk³ad 4.1

Rozwi¹¿my metod¹ Crouta uk³ad równañ liniowych

Na podstawie wzorów (4.10) mamy:

(4.10)
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Mo¿na policzyæ, ¿e w celu znalezienia rozwi¹zania nale¿a³o wykonaæ 5 dzieleñ, 7 mno¿eñ oraz
7 odejmowañ, czyli ³¹cznie 19 dzia³añ. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ¿e zastosowa-
nie metody eliminacji Gaussa wymaga wykonania 6 dzieleñ, 11 mno¿eñ i 11 odejmowañ, a wiêc
³¹cznie 28 dzia³añ, a metody opartej na rozk³adzie Choleskiego – 9 dzieleñ, 10 mno¿eñ, 10 odej-
mowañ i 3 pierwiastkowañ, czyli razem 32 dzia³añ. #

4.5. Oszacowania b³êdów

Zajmiemy siê teraz oszacowaniem wp³ywu zaburzeñ macierzy A i wektora b na rozwi¹za-
nie x uk³adu równañ liniowych Ax = b.

Za³ó¿my najpierw, ¿e zaburzony jest wektor b o wielkoœæ )b. Wówczas odpowiada mu roz-
wi¹zanie zaburzone x + )x, czyli mamy

Poniewa¿ Ax = b, wiêc

sk¹d

i mamy

Z równoœci b = Ax otrzymujemy

St¹d oraz z nierównoœci (4.11) mamy

(4.11)
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Wielkoœæ  nazywa siê wskaŸnikiem uwarunkowania macierzy A. Jest

ona miar¹ wra¿liwoœci wzglêdnego b³êdu rozwi¹zania x na zaburzenia prawej strony b uk³adu
równañ liniowych Ax = b. Poniewa¿

gdzie I oznacza macierz jednostkow¹, wiêc zawsze mamy cond(A) $ 1.

Rozwa¿my teraz zaburzenie macierzy A. Udowodnimy najpierw

Lemat 4.1. Je¿eli macierz F stopnia n jest taka, ¿e  to istnieje macierz (I + F)  oraz!1

Dowód. Mamy

Z za³o¿enia  czyli  sk¹d wynika, ¿e  dla x � 0, a to oznacza,

¿e równanie (I + F)x = 0 ma tylko rozwianie x = 0, a macierz I + F jest nieosobliwa. Istnieje wiêc
macierz (I + F) .!1

W celu udowodnienia nierównoœci (4.12) zauwa¿my, ¿e

St¹d

czyli otrzymujemy nierównoœæ (4.12). #

Wp³yw zaburzenia macierzy A na rozwi¹zanie x uk³adu równañ liniowych Ax = b charaktery-
zuje poni¿sze

Twierdzenie 4.3. Niech A oznacza macierz nieosobliw¹ stopnia n, B = A(I + F), gdzie 
Niech wielkoœci x i  )x bêd¹ okreœlone równoœciami Ax = b i B(x + )x) = b.
Wówczas

Ponadto, jeœli

(4.12)

(4.13)
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to

Dowód. Z lematu 4.1 wynika, ¿e istnieje macierz B . Ponadto mamy!1

i

Otrzymujemy zatem

Poniewa¿

wiêc z powy¿szej nierównoœci wynika, ¿e

i z uwagi na nierównoœæ (4.12) otrzymujemy oszacowanie (4.13).

Poniewa¿

i

wiêc nierównoœæ (4.14) jest oczywista. #

4.6. Metody iteracyjne

Metody iteracyjne rozwi¹zywania uk³adu równañ liniowych Ax = b polegaj¹ na konstrukcji
ci¹gu przybli¿eñ {x } (i = 1, 2, ... ) zbie¿nego do wektora x. W celu sformu³owania twierdzenia(i)

o zbie¿noœci tego ci¹gu do poszukiwanego rozwi¹zania, konieczne s¹ pewne pojêcia.

Definicja 4.2. Je¿eli dla pewnego niezerowego wektora v, wektor Av jest równoleg³y do wekto-
ra v, to wektor v nazywamy wektorem w³asnym macierzy A.

(4.14)
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