IV. UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

4.1. Wprowadzenie

Uktad rownan liniowych
Ax =5

]

gdzie 4 oznacza dana macierz o wymiarze n X n, a b — dany n-elementowy wektor, moze by¢
rozwiazany w skonczonej liczbie krokdéw za pomoca tzw. metod doktadnych lub w sposob itera-
cyjny. Oczywiscie w obliczeniach w arytmetyce zmiennopozycyjnej metody doktadne wyzna-
czajarozwiazanie z doktadnos$cia do blgdow zaokraglen. W metodach iteracyjnych wyznacza si¢
ciag wektorow x'V, x?, ... zbiezny do rozwiazania, ale z uwagi na skoficzony czas obliczef przyj-
muje si¢ pewien wektor x* jako rozwiazanie przyblizone. W tym przypadku wystepuje zatem
dodatkowo btad przyblizenia.

W kolejnych punktach poznamy trzy metody doktadne oraz najczgsciej stosowane metody
iteracyjne.

4.2. Eliminacja Gaussa

W metodzie eliminacji Gaussa uktad réwnan
Ax=d 4.1)

przeksztalca si¢ przez odpowiednie przestawienia i kombinacje liniowe rownan tego uktadu do
uktadu postaci

.?"11 e 'r].?'!
Rx=¢, gdzie R= de £ 4.2)
0 P
(macierz R jest macierza trojkatna gérna), ktéry ma to samo rozwiazanie, co uktad (4.1). Jesli
r,z0({=1,2,..,n), torozwianiem uktadu (4.2) jest
el
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Problem sprowadza si¢ zatem do takiego przeksztalcenia macierzy A, by otrzymaé macierz,
w ktorej wszystkie elementy pod gtowna przekatna byly réwne 0. Operacje t¢ wykonuje sig
w n - 1 krokach.
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Niech
1 e B, E;‘l
(A B = . :
 £0 R W
Przy zatozeniu, Ze istnieje chociaz jeden element a,, # 0 (i =1, 2, ..., n), pierwszy krok metody
eliminacji Gaussa prowadzi do macierzy
@] Az e @y B
@hn e ah, B4
(4, b") = = il
0 al Gy 2

Macierz t¢ otrzymuje si¢ przez odjgcie od pozostatych rownan odpowiednich wielokrotnosci
pierwszego rownania. Pierwszy krok algorytmu mozna opisa¢ nastepujaco:

a) okreslamy element a,, # 0 i przechodzimy do punktu b); jesli nie istnieje taka liczba r (r =1,
2, ..., n), to macierz 4 jest osobliwa 1 stop,

b) przestawiamy r-ty i pierwszy wiersz macierzy (4, b) otrzymujac w wyniku macierz (4, &,

¢) odejmujemy od i-tego wiersza macierzy (4, £, i=2,3, ..., n, [,-krotnosci

oy

Iy =

K
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wiersza pierwszego i w wyniku otrzymujemy szukana macierz{4*, 2. Mamy przy tym

af =, —la@y;, b =h-ILh, =23 ...m j=23..n

Element a,, = &7,, okre$lony w punkcie a), nazywamy elementem podstawowym. Teoretycz-
nie za element podstawowy mozna wybra¢ kazdy element a,, # 0. Z uwagi jednak na popraw-
nos$¢ rozwigzania (zmniejszenie wptywu bledow zaokraglen) wybiera si¢

|ar1 |= __{HELX |az'1 |
1= H

::::::

Tego rodzaju wybdr nazywamy wyborem czesciowym lub wyborem w kolumnie.

Jeszcze lepsza poprawnos¢ algorytmu otrzymujemy, jezeli dokonamy petfnego wyboru ele-
mentu podstawowego. W wariancie tym punkty a) i b) nalezy zastapi¢ przez

a’) okreslamy liczby r 1 s, takie ze

|ar.s |= o max
LJ

1 przechodzimy do punktu '), gdy a,, # 0; jesli nie istnieja takie liczby r 1 s, to macierz 4
jest osobliwa i stop,

b’) przestawiamy wiersze r-ty 1 pierwszy oraz kolumng s-ta 1 pierwsza macierzy (4, b) otrzymu-
jac w wyniku macierz (4, &).

Po pierwszym kroku eliminacji otrzymujemy macierz
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gdzie A oznacza macierz stopnia n - 1. Nastepny krok polega na wykonaniu takiej samej eli-
minacji dla macierzy (4, &) itd. Otrzymujemy w ten sposob ciag macierzy

(4, 8) = (AP By 5 ah a0y 5 Al py iR )

Macierz (A%, 547) ma przy tym postaé
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gdzie ﬂf{j oznacza macierz trojkatna gorna stopnia ;.
Dla metody eliminacji Gaussa zachodzi zalezno$¢
(R.e) =Gy 1P 1Gn 2Pz .. HA(4 D),

gdzie P, oznacza macierz permutacji (j= 1,2, ..., n - 1), a G, — nieosobliwa macierz Frobeniusa'
postaci

g i
1
i =
J - fj. 4 1
0 -y 0 ]

W j-tym kroku eliminacji Gaussa anulowane sa elementy j-tej kolumny lezace ponizej prze-
katnej. Przy realizacji algorytmu na komputerze powstate w ten sposob wolne miejsca wykorzys-
tuje sig¢ do zapamigtania istotnych elementow /; (i > j + 1) macierzy G,, tzn. korzystamy z ma-
cierzy postaci

Macierz Frobeniusa to macierz, ktora r6zni si¢ od macierzy jednostkowej co najwyzej jedna kolumna.
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W powyzszej macierzy elementy podprzekatniowe A, Asiry, - 5 A, W k-tej kolumnie sa
pewna kombinacja istotnych elementow /., ,, [, ... , [, macierzy G,. Oznaczajac przez i
elementy macierzy T4 aprzez t4 elementy macierzy 7% (1 <i<n,1<k<n+1), przej-
scie THD 5T (7=1,2, ..., n - 1) mozemy opisaé nastepujaco:

a) wybieramy element podstawowy w kolumnie, tj. okreslamy r, takie ze

¢

L I!nff |‘t{?' |;
Jezelit,; = 0, to macierz 4 jest osobliwa 1 stop, a w przeciwnym przypadku przechodzimy do
punktu b),

b) przestawiamy wiersze 7ty i j-ty macierzy 7% i w wyniku otrzymujemy macierz T o ele-
mentach iy,

¢) podstawiamv

£

th=tg —liig dai=j+1 j+2, 0 m k=41 0+2, . 0+],

th =f; w preeciwnym preypadio.

Zauwazmy, ze elementy [, ;, [, , ... , [, macierzy G, sa zapamigtywane w punkcie ¢) w ich
naturalnym porzadku jako elementy t}; ., ¢ {45 ;. -.. . ;. Kolejnos¢ ta moze sig jednak zmieni¢
w nastepnych krokach eliminacji, gdyz w punkcie b) sa przestawiane wiersze catej macierzy 7%
(k > j).

W wyniku powyzszej eliminacji otrzymamy macierz 7" o elementach ¢, taka ze 7" "= LR,
gdzie

1 0
.. 52.1 N 1 ﬁlln
B e Banny i 0 o
LR=PA, gdzie P=F Py .. P (4.3)

Jesli dla macierzy A znamy rozktad (4.3), to natychmiast mozna rozwiaza¢ uktad réwnan

i
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z dowolna prawg strona . Mamy bowiem
Fidx=1LRx= Fh
a wigc mozemy znalez¢ wektor x rozwiazujac dwa uktady rownan z macierzami tréjkatnymi:
Liw=Ph  FRx=u (rgy=0)

Algorytm Gaussa pokazuje, ze kazda nieosobliwa macierz kwadratowa ma rozktad trojkatny
postaci (4.3), ale nie kazda macierz ma rozklad postaci 4 = LR. Przyktadem moze by¢ macierz

o 1
A= :
B
4.3. Metoda Choleskiego

Metoda ta dotyczy rozktadu macierzy 4, gdy jest ona macierza dodatnio okreslona.

Definicja 4.1. Macierz (zespolona) A stopnia n nazywamy dodatnio okreslonq, gdy
a) jest macierza hermitowska, tj. 4 = 4" 2,
b) x"Ax > 0 dla wszystkich wektorow x € C*, x # 0.

Mozna udowodnié

Twierdzenie 4.1. Dla dowolnej macierzy A dodatnio okreslonej istnieje macierz A", ktora tez
Jjest dodatnio okreslona. Wszystkie podmacierze gléwne’ macierzy dodatnio
okreslonej sq dodatnio okreslone, a wszystkie minory gltowne® macierzy do-
datnio okreslonej sq dodatnie.

Dowdd tego twierdzenia znajduje si¢ m. in. w ksiazce [2].

Udowodnimy

Twierdzenie 4.2. Dla kazdej macierzy dodatnio okreslonej stopnia n istnieje dokladnie jedna
macierz trojkqtna dolna L stopnian ([, =0dlak>1i,[,>0,i=1,2, ..., n),

takaze A= LL". Jezeli A jest macierzq rzeczywistq, to rowniez macierz L jest
rzeczywista.

Dowod. W dowodzie zastosujemy zasadg indukcji matematycznej. Dla n = 1 macierz 4 skta-
da si¢ z jednego elementu — oznaczmy go przez «. Poniewaz macierz 4 jest dodatnio okreslona,
wige o > 0 1 mamy

2 et el

Podmacierza gtdéwna macierzy kwadratowej nazywamy macierz powstata przez skreslenie wierszy
i kolumn o tych samych wskaznikach.

* Minorem glownym macierzy kwadratowej nazywamy wyznacznik macierzy powstalej z danej
macierzy przez skreslenie wierszy i kolumn o tych samych wskaznikach.
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