
IV. UK£ADY RÓWNAÑ LINIOWYCH

4.1. Wprowadzenie

Uk³ad równañ liniowych

gdzie A oznacza dan¹ macierz o wymiarze n × n, a b – dany n-elementowy wektor, mo¿e byæ
rozwi¹zany w skoñczonej liczbie kroków za pomoc¹ tzw. metod dok³adnych lub w sposób itera-
cyjny. Oczywiœcie w obliczeniach w arytmetyce zmiennopozycyjnej metody dok³adne wyzna-
czaj¹ rozwi¹zanie z dok³adnoœci¹ do b³êdów zaokr¹gleñ. W metodach iteracyjnych wyznacza siê
ci¹g wektorów x , x , ... zbie¿ny do rozwi¹zania, ale z uwagi na skoñczony czas obliczeñ przyj-(1) (2)

muje siê pewien wektor x  jako rozwi¹zanie przybli¿one. W tym przypadku wystêpuje zatem(k)

dodatkowo b³¹d przybli¿enia.

W kolejnych punktach poznamy trzy metody dok³adne oraz najczêœciej stosowane metody
iteracyjne.

4.2. Eliminacja Gaussa

W metodzie eliminacji Gaussa uk³ad równañ

przekszta³ca siê przez odpowiednie przestawienia i kombinacje liniowe równañ tego uk³adu do
uk³adu postaci

(macierz R jest macierz¹ trójk¹tn¹ górn¹), który ma to samo rozwi¹zanie, co uk³ad (4.1). Jeœli

iir  � 0 (i = 1, 2, ... , n), to rozwianiem uk³adu (4.2) jest

Problem sprowadza siê zatem do takiego przekszta³cenia macierzy A, by otrzymaæ macierz,
w której wszystkie elementy pod g³ówn¹ przek¹tn¹ by³y równe 0. Operacjê tê wykonuje siê
w n ! 1 krokach.

(4.1)

(4.2)
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Niech

i1Przy za³o¿eniu, ¿e istnieje chocia¿ jeden element a  � 0 (i = 1, 2, ... , n), pierwszy krok metody
eliminacji Gaussa prowadzi do macierzy

Macierz tê otrzymuje siê przez odjêcie od pozosta³ych równañ odpowiednich wielokrotnoœci
pierwszego równania. Pierwszy krok algorytmu mo¿na opisaæ nastêpuj¹co:

r1a) okreœlamy element a  � 0 i przechodzimy do punktu b); jeœli nie istnieje taka liczba r (r = 1,
2, ... , n), to macierz A jest osobliwa i stop,

b) przestawiamy r-ty i pierwszy wiersz macierzy (A, b) otrzymuj¹c w wyniku macierz 

i1c) odejmujemy od i-tego wiersza macierzy  i = 2, 3, ... , n, l -krotnoœci

wiersza pierwszego i w wyniku otrzymujemy szukan¹ macierz  Mamy przy tym

Element  okreœlony w punkcie a), nazywamy elementem podstawowym. Teoretycz-

r1nie za element podstawowy mo¿na wybraæ ka¿dy element a  � 0. Z uwagi jednak na popraw-
noœæ rozwi¹zania (zmniejszenie wp³ywu b³êdów zaokr¹gleñ) wybiera siê

Tego rodzaju wybór nazywamy wyborem czêœciowym lub wyborem w kolumnie.

Jeszcze lepsz¹ poprawnoœæ algorytmu otrzymujemy, je¿eli dokonamy pe³nego wyboru ele-
mentu podstawowego. W wariancie tym punkty a) i b) nale¿y zast¹piæ przez

aN) okreœlamy liczby r i s, takie ¿e

rsi przechodzimy do punktu bN), gdy a  � 0; jeœli nie istniej¹ takie liczby r i s, to macierz A
jest osobliwa i stop,

bN) przestawiamy wiersze r-ty i pierwszy oraz kolumnê s-t¹ i pierwsz¹ macierzy (A, b) otrzymu-
j¹c w wyniku macierz 

Po pierwszym kroku eliminacji otrzymujemy macierz
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 Macierz Frobeniusa to macierz, która ró¿ni siê od macierzy jednostkowej co najwy¿ej jedn¹ kolumn¹.
1

gdzie  oznacza macierz stopnia n ! 1. Nastêpny krok polega na wykonaniu takiej samej eli-
minacji dla macierzy  itd. Otrzymujemy w ten sposób ci¹g macierzy

Macierz  ma przy tym postaæ

gdzie  oznacza macierz trójk¹tn¹ górn¹ stopnia j.

Dla metody eliminacji Gaussa zachodzi zale¿noœæ

j jgdzie P  oznacza macierz permutacji (j = 1, 2, ... , n ! 1), a G  – nieosobliw¹ macierz Frobeniusa1

postaci

W j-tym kroku eliminacji Gaussa anulowane s¹ elementy j-tej kolumny le¿¹ce poni¿ej prze-
k¹tnej. Przy realizacji algorytmu na komputerze powsta³e w ten sposób wolne miejsca wykorzys-

ij jtuje siê do zapamiêtania istotnych elementów l  (i $ j + 1) macierzy G , tzn. korzystamy z ma-
cierzy postaci
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k+1,k k+2,k nkW powy¿szej macierzy elementy podprzek¹tniowe 8 , 8 , ... , 8  w k-tej kolumnie s¹

k+1,k k+2,k nk kpewn¹ kombinacj¹ istotnych elementów l , l , ... , l  macierzy G . Oznaczaj¹c przez 
elementy macierzy  a przez  elementy macierzy  (1 # i # n, 1 # k # n + 1), przej-
œcie  (j = 1, 2, ... , n ! 1) mo¿emy opisaæ nastêpuj¹co:

a) wybieramy element podstawowy w kolumnie, tj. okreœlamy r, takie ¿e

rjje¿eli t  = 0, to macierz A jest osobliwa i stop, a w przeciwnym przypadku przechodzimy do
punktu b),

b) przestawiamy wiersze r-ty i j-ty macierzy  i w wyniku otrzymujemy macierz  o ele-
mentach 

c) podstawiamy

j+1,j j+2,j nj jZauwa¿my, ¿e elementy l , l , ... , l  macierzy G  s¹ zapamiêtywane w punkcie c) w ich
naturalnym porz¹dku jako elementy  Kolejnoœæ ta mo¿e siê jednak zmieniæ
w nastêpnych krokach eliminacji, gdy¿ w punkcie b) s¹ przestawiane wiersze ca³ej macierzy T(k)

(k $ j).

ikW wyniku powy¿szej eliminacji otrzymamy macierz T  o elementach t , tak¹ ¿e T  = LR,(n!1) (n!1)

gdzie

Jeœli dla macierzy A znamy rozk³ad (4.3), to natychmiast mo¿na rozwi¹zaæ uk³ad równañ

(4.3)
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 Podmacierz¹ g³ówn¹ macierzy kwadratowej nazywamy macierz powsta³¹ przez skreœlenie wierszy
3

i kolumn o tych samych wskaŸnikach.

 Minorem g³ównym macierzy kwadratowej nazywamy wyznacznik macierzy powsta³ej z danej
4

macierzy przez skreœlenie wierszy i kolumn o tych samych wskaŸnikach.

z dowoln¹ praw¹ stron¹ b. Mamy bowiem

a wiêc mo¿emy znaleŸæ wektor x rozwi¹zuj¹c dwa uk³ady równañ z macierzami trójk¹tnymi:

Algorytm Gaussa pokazuje, ¿e ka¿da nieosobliwa macierz kwadratowa ma rozk³ad trójk¹tny
postaci (4.3), ale nie ka¿da macierz ma rozk³ad postaci A = LR. Przyk³adem mo¿e byæ macierz

4.3. Metoda Choleskiego

Metoda ta dotyczy rozk³adu macierzy A, gdy jest ona macierz¹ dodatnio okreœlon¹.

Definicja 4.1. Macierz (zespolon¹) A stopnia n nazywamy dodatnio okreœlon¹, gdy
a) jest macierz¹ hermitowsk¹, tj. A = A   ,H 2

b) x Ax > 0 dla wszystkich wektorów x 0 C , x � 0.H n

Mo¿na udowodniæ

Twierdzenie 4.1. Dla dowolnej macierzy A dodatnio okreœlonej istnieje macierz A , która te¿!1

jest dodatnio okreœlona. Wszystkie podmacierze g³ówne  macierzy dodatnio3

okreœlonej s¹ dodatnio okreœlone, a wszystkie minory g³ówne  macierzy do-4

datnio okreœlonej s¹ dodatnie.

Dowód tego twierdzenia znajduje siê m. in. w ksi¹¿ce [2].

Udowodnimy

Twierdzenie 4.2. Dla ka¿dej macierzy dodatnio okreœlonej stopnia n istnieje dok³adnie jedna

ik iimacierz trójk¹tna dolna L stopnia n (l  = 0 dla k > i, l  > 0, i = 1, 2, ..., n),
taka ¿e A = LL . Je¿eli A jest macierz¹ rzeczywist¹, to równie¿ macierz L jestH

rzeczywista.

Dowód. W dowodzie zastosujemy zasadê indukcji matematycznej. Dla n = 1 macierz A sk³a-
da siê z jednego elementu – oznaczmy go przez ". Poniewa¿ macierz A jest dodatnio okreœlona,
wiêc " > 0 i mamy
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