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Innym wnioskiem z twierdzenia 3.10 jest

Whiosek 3.2. Jesli funkcja f ma ciqglq pochodnq rzedu n + 1 na odcinku [a, b] zawierajacym
wezly rzeczywiste x; (i =0, 1, ... , k) i punkt x, to istnieje wartos¢ ¢ € [a, b), przy
czym &= {x), zZe

pn+1 ()C)

(n+1)!

W dowodzie tego wniosku korzysta si¢ z przedstawienia catkowego uogdlnionego ilorazu r6z-
nicowego, a nastgpnie stosuje si¢ twierdzenie o wartosci $redniej dla calek.

r(x) =~ £ D (), (3.20)

Wz6ér (3.20) jest czgsto stosowany w praktyce, gdyz w wielu przypadkach potrafimy z wlas-
nosci rozwazanego zagadnienia oszacowa¢ pochodna nieznanej funkcji f. Jesli

dla x € [a, b], to bezposrednio z wzoru (3.20) mamy

|pn+1( )|

(o< Y

3.7. Interpolacja wymierna

Definicja 3.9. Zadanie interpolacji wymiernej polega na znalezieniu dla danej funkcji f funkcji
wymiernej W, postaci

n (X) =

w ktorej stopien licznika jest rowny co najwyzej m, a stopien mianownika — co
najwyzej n, spetniajacej dla danych weztdéw x; 1 wartosci funkeji w tych weztach
fix,) (i=0,1, ..., m+ n) warunki

W (x;) = f(x;). (3.20)

Zauwazmy, ze funkcja W,,, zawiera m + n + 2 wspotczynniki, podczas gdy warunkdéw posta-
ci (3.20) jest m + n + 1. Najcze$ciej okresla si¢ bowiem funkcje W, z doktadnoscia do wspol-
nego czynnika o # 0.

Z zaleznosci (3.20) mamy

Y apxk - f)Y bexF =0, i=0,1,...,men, (3.21)
k=0

k=0
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Jest to uktad rownan jednorodnych ze wzgledu na niewiadome wspotczynniki a, 1 b,. Okazuje si¢
jednak, ze zastapienie zadania interpolacji wymiernej rozwianiem ww. uktadu nie zawsze pro-
wadzi do rozwigzania.

Przyklad 3.7

Niechm =n=1 oraz

i 0 1 2
X; 0 1 2
fx) 1 2 2
Sprobujmy okresli¢ funkcje wymierna
ap t+ax
W (x) =9 _~17
) by +byx

spetiajaca warunki (3.20). Z zaleznosci (3.21) mamy
ay—by =0,
ay+a; —2(by+b)=0,
ay+2a; —2(by +2b;) = 0.
Rozwiazaniem tego uktadu z doktadno$cia do wspolnego czynnika roznego od 0 jest
ay=0, by=0, a; =2, b =1
Stad

2x
Wn(x):—-
X

Dla x = 0 mamy wyrazenie nieokreslone. Jesli dokonamy redukcji, to otrzymamy funkcj¢
W,, =2, ale 1 ta funkcja nie rozwiazuje zagadnienia interpolacji w punkcie x = 0, bo mamy
S (0)=1#W;,(0)=2. u

Whiosek 3.3. Zadanie interpolacji wymiernej nie zawsze jest rozwiqzalne. Prawie kazde roz-
wiqzanie uktadu (3.20) jest rozwiqzaniem uktadu (3.21), ale nie na odwrot.

W podre¢czniku [2] sa podane zalezno$ci pomigdzy rozwiazaniami uktadow (3.20) 1 (3.21).

W ksiazce tej podano takze algorytm interpolacji wymiernej, ktory odpowiada algorytmowi Ne-
ville’a w interpolacji wielomianowe;.

3.8. Interpolacja trygonometryczna

Niech bedzie dany przedziat [0, 2 7] oraz punkty weztowe x, = 2k 1 wartosci funkcji

n
w tych weztach f(x,) (k=0, 1, ..., n - 1), przy czym warto$ci f{x,) moga by¢ zespolone.
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Definicja 3.10. Zadanie interpolacji trygonometrycznej polegana znalezieniu dla danej funkcji
okresowej f o okresie 2 7 wielomianu trygonometrycznego

T,(x) = By + prexp(xi) + fr exp(2xi) + ... + f5,_y exp((n— 1)xi), (3.22)
exp(ai) = cosa + isina (wzor Eulera), i oznacza jednostke urojona, takiego ze
T;'l(xk)zf(xk)ﬂ kzoala-"an_l- (323)

Funkcja fjest funkcja zmiennej rzeczywistej o wartosciach zespolonych. Wspotczynniki g,
w 0go6lnosci moga by¢ liczbami zespolonymi.

Jezeli dana jest funkcja g o okresie 7, tj. g(y + T) = g(»), to dokonujac zamiany zmiennej we-
: 2 T . : .
dhug zaleznos$ci x = 77[ y otrzymamy f(x)= g(;—) , a wigc funkcjg okresowa o okresie 2 7.
T

Bez zmniejszania og6lnosci mozemy zatem rozwazac tylko funkcje o okresie 2 7.

Podobnie, jak w przypadku interpolacji wielomianowej, mozemy udowodni¢

2k
n
(k=0,1,...,n- 1), gdzie liczbha n jest ustalona, istnieje dokladnie jeden wie-
lomian trygonometryczny (3.22) spetniajqcy warunki (3.23).

Twierdzenie 3.9. Dla dowolnych liczb zespolonych f(x,) i rzeczywistych weztow x; =

Dowéd. Podstawiajac w = exp(xi) z wzoru (3.22) otrzymujemy
T,(w) = Sy + Biw+ .ot By

1 zagadnienie interpolacji trygonometrycznej sprowadza si¢ do zagadnienia interpolacyjnego
Lagrange’a znalezienia wielomianu stopnia n - 1, gdyz

2kmi )
Wy =exp(xki)=exp(—m) = w;#zw, dla j#k 10</,k<n-L u
n

W kolejnym twierdzeniu podano wzory na wspotczynniki £, wielomianu (3.22).

Twierdzenie 3.10. Jezeli dla wielomianu trygonometrycznego (3.22) zachodzq zaleznosci

(3.23), 10
n—1
1 2mki)
Br=—2. f(xk)exp(—Tj, j=01,...,n-1 (3.24)
k=0

Dowod. Oznaczmy w, = exp(x,i). Pokazemy najpierw, ze
a) w,{ = wf dla liczb catkowitych j oraz &,
n—1 .
. n, dlaj=nh
VA ’ . , B
b) kzzlowkwk =10, dlaj#h, gdzie0 <j,h<n-1.

Rownos¢ a) jest oczywista, gdyz wynika z definicji liczb w,. W celu udowodnienia zalezno$ci b)
zauwazmy, ze dla k=0, =1, +2, ..., liczba w, jest pierwiastkiem rownania
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w—1=(w=-Dw" " +w" 2+ . +1)=0.
Zatem w, # 1 dla wszystkich k # 0, +n, +2n, ... . Mamy

ol ; n,dlak=0tn+2n,...,
Zwk:

0, w przeciwnym przypadku,

a stad otrzymujemy zalezno$¢ b).

Jezeli w przestrzeni C" zawierajacej wszystkie wektory f= (f(x,), f(x,), ... , f(x,_,)) okreslimy ilo-

czyn skalarny

n—1 _
o=~ frg;
ne=,

gdzie §j oznacza sprzezenie liczby g ;, to wlasnosci a) i b) oznaczaja, ze przyporzadkowane

funkcji exp(jxi) specjalne uktady » liczb

— (il i j -
w=Wo,wi,...,w, ), j=0,1....,n-1,

tworza baze¢ ortonormalna w przestrzeni C”, tj.

I, dla j=h,

W)= 0<j.h<n—1
vy 2) {o, daj=h 0"

Poniewaz T (x,) = f(x,), wigc z uwagi na zaleznos¢ (3.25) mamy

—mew%—Uw)<%w+mw et BWas W) = B

k 0

Niech teraz warto$ci f{x,) beda rzeczywiste. Oznaczmy

_ n-1
2 2 2k
=;men% L B= Y fln)sin T
= k=0

gdzie j oznacza liczbg catkowita. Z wzoru (3.24) wynika, ze

n—1 n-1
1 jen 1 j 1
L= T = — _n:—:l
Bros = L S = 0 fwowds bo wi” =
1 . 1 :
ﬂjw,{ﬁ-ﬂn,jwz_j = A, cos jx; + B; sin jx;, bo B, = f,
| 1 L
ﬂjw,i = E(Aj —iB;)exp(ijx; ) = E(Aj —iB;)(cos jx; +isin jx; ),
n-j

n-j

j=0,1,...,n

1 1
wy /= E(Aj +iB;) exp(-ijx; ) = E(Aj +iB)(cos jx) - isin jx;),

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie o interpolacji rzeczywistymi wielomianami trygono-
metrycznymi.

Twierdzenie 3.11. Dla danych punktow weztowych x; = 27k i rzeczywistych wartosci funkcji
n

w tych wezlach f(x,) istnieje doktadnie jeden wielomian trygonometryczny
o wiasnosci T (x,) = f(x,), przy czym dla n parzystego (n = 2m)

m—1
A A
T (x) :7°+Z (A, coskx+ B, sinkx)+7’"cosmx, (3.28)
k=1

a dla n nieparzystego (n =2m + 1)
4y~ :
T ="+ Z(Ak coskx + By, sinkx). (3.29)
k=1

Dowdd. Istnienie 1 jednoznaczno$¢ wielomianow (3.28) 1 (3.29) wynika z twierdzenia 3.9. Dla
n=2m z wzordéw (3.22), (3.24), (3.26) 1 (3.27) mamy

n—-1 n—-1
FO0) = T, = ), By expliing) = . Bwi
j=0 Jj=0

m—1
= fot 2 B+ By i D)+ Bl (3.30)
j=1
1 m—1
= 2( zBO)+Z(A cos jx; + B; s1n]xk)+—(A - iB,)wy .
j=1
Z zaleznosci (3.26) otrzymujemy
Z f(xk)sm =0,
2 'S 2krem 2
— — inkz=0
p Z f(x;)sin nZ:: f(x;)sinkz =0,

wy = exp(imx; ) = cosmx, + isinmx, = cosmx,,
bo

. . 2kr .
sinmx; =sinm——=sinkz =0
n

i dlatego wzor (3.30) daje zalezno$¢ (3.28) dla x = x,. Gdy liczba n jest nieparzysta dowdd prze-
biega podobnie. u
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3.9. Interpolacja funkcjami sklejanymi

W dotychczas rozpatrywanych zagadnieniach interpolacji wielomianowej zaktadalismy, ze
dana funkcja jest przyblizana jednym wielomianem na catym odcinku [a, b] = [x,, x,]. Jedyna
mozliwos$cia uzyskania lepszego przyblizenia byto zwigkszenie stopnia wielomianu. Wiadomo
jednak, ze nawet dla bardzo regularnych funkcji ciag wielomianéw interpolacyjnych nie musi
by¢ zbiezny do interpolowanej funkcji. Dlatego do zagadnienia tego podchodzi si¢ w inny spo-
sob. Dzielimy caly przedziat [a, b] na N czg$ci 1 w kazdym z podprzedzialdw przyblizamy funk-
cj¢ wielomianem ustalonego (mozliwie niskiego) stopnia. Istotne jest przy tym, aby tak skon-
struowane przyblizenie byto ciagte wraz z pochodnymi odpowiednich rzedow na catym odcinku
[a, b]. Funkcje o tej wlasnos$ci nazywaja si¢ funkcjami sklejanymi.

Definicja 3.11. Funkcj¢ rzeczywista S nazywamy funkcjq sklejanq stopnia m z w¢ztami

Ata=x,<x,<...<x,=b,

jeshi

a) w kazdym przedziale (x,_,,x;,)dlai=0, 1, ..., n+ 1, przy czym przyjmujemy
X_, = -, x,,, =+, funkcja S jest wielomianem stopnia nie wyzszego niz m,

b) funkcja S'i jej pochodne rzegdu 1, 2, ..., m — 1 sa ciagle na calej osi rzeczy-
wistej.

Zauwazmy, ze gdy m =1, to funkcja sklejana jest tamana. Wsrdd funkcji sklejanych specjalna
rolg (zob. dalej) spetniaja pewne ich klasy.

Definicja 3.12. Funkcje sklejana S stopnia 2m - 1 z weztami A nazywamy naturalng funkcjq
sklejanq, gdy w przedziatach (-, x,) i (x,, +o) dana jest wielomianem stopnia
m - 1 (anie2m - 1).

Definicja 3.13. Funkcjg sklejana S stopnia m z weztami A nazywamy okresowq funkcjq skleja-
nq o okresie b - a, gdy SV (a+0)=5S"(H-0) dlai=0,1,..,m- 1.

W dalszym ciagu przyjmiemy nastgpujace oznaczenia:

S,,(A) — klasa funkcji sklejanych stopnia m z weztami A,
P, (A) — klasa okresowych funkcji sklejanych stopnia m z weztami A,
N,,,-1(A) — klasa naturalnych funkcji sklejanych stopnia 2m - 1 z weztami A.

Definicja 3.14. Zadanie interpolacji funkcjami sklejanymi polega na znalezieniu dla danych
punktow (x, f(x;)), i =0, 1, ..., n, funkcji sklejanej S, takiej ze
S(x;) = f(x;). (3.31)

W calej klasie S,,(A) zadanie to nie ma jednoznacznego rozwiazania, natomiast w klasach
P,(A)iN,, ,(A)istnieje doktadnie jedna funkcja sklejana S speniajaca warunki (3.31) (dowod
tego twierdzenia znajduje si¢ m. in. w [1]).
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Ponizej podajemy algorytm wyznaczania naturalnej i okresowej funkcji sklejanej stopnia trze-
ciego. Taka funkcj¢ najczesciej stosuje si¢ w praktyce. Zakladamy zatem, ze

S(x)=a; +bit +c;t” +d,t°, (3.32)

gdziet=x - x;dlax € [x,x;,,),i=0,1,...,n - 1, S € Ny(A) lub S € P,(A) oraz S(x;) = f(x;)
w weztach A.

Z wzoru (3.32) wynika, ze nalezy wyznaczy¢ 4n wspotczynnikow (jesli przedziat [a, b] jest
podzielony na n podprzedzialow). Z warunkow interpolacji (3.31) oraz z okreslenia funkcji S
wzorem (3.32) otrzymujemy

a; = f(x;), i=0,1,...,n—-1, (3.33)
gdyz dlax =x, mamy 7= 0. Nalezy zatem jeszcze wyznaczy¢ 3n wspdtczynnikdw. 3n - 3 rOwna-
nia na te wspolczynniki otrzymamy z zatozenia ciaglosci funkcji S, S" 1S “w weztach x; (i = 1,
2,...,n - 1),apozostate rownania z faktu, ze funkcja S jest naturalna lub okresowa funkcja skle-
jana.

Z okreslenia (3.32) funkcji S mamy
S"(x)=2¢c; +6d;(x—x;) dlax €[x;,x;,.;), i=0,1,...,n—1
Z ciagtosci funkcji S” w weztach x, (i=1, 2, ..., n - 1), czyli z warunku
S"(x; +0)=S"(x; - 0),

otrzymujemy

26+ 6d;(x- x)| =26+ 6d (e x )|

X =X,

czyli
2¢; =2¢;_+6d,_(x; —x;,_), i=12,...,n—1 (3.34)

Obliczajac pochodna funkcji S z wzoru (3.32) mamy
S'(x) = b; +2¢;(x—x;)+3d; (x - x;)°
1 z warunku ciagtosci funkcji S w weztach x;, tj. z warunku
S'(x; +0) =S8"(x; = 0),

mamy

b +2¢; (x—x;)+3d; (x—x;)>

x=x;, = bi—1 +2¢;(x—x;_1)+3d; (x=x;_1)° x=x; >

a wiec
b =b_ +2¢c, ((x,—x; ) +3d,_(x,—x, ), i=12,...,n—1 (3.35)

Postgpujac dalej podobnie, z ciagtosci funkcji S w weztach x; otrzymamy réwnania
a; = a,_y +b_ (% = x_) e (G =X ) +d (G —x0) , i=1,2,0,n—1. (3.36)

Z zaleznosci (3.34) wyznaczamy d,_;:

_ G —¢G

ST

, i=12,...,n-1, (3.37)
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gdzie przyjgto oznaczenie h;,_, = x; — x;_,, po czym podstawiamy te warto$ci do wzorow (3.35)
1(3.36) uwzgledniajac warunki (3.33). Otrzymujemy

b, =b,_ +2¢, \h_y+(c;—c;_ Dh_y,

1
Si=Sfioitbihy +Ci71hi2—1 +§(Ci _ci—l)hiz—la

czyli
by =bi_y+(c;tei_Dhy,

1
Ji=Jfioitbihy +§(Ci +2€i—1)hi2—1a

gdzie dla prostoty oznaczyliSmy f; = f(x,). Z drugiego z powyzszych rownan mozemy obliczy¢
b;_,. Mamy

. — f. h.
S Rk LS W VR T S (3.38)
1 po podstawieniu do pierwszego rownania dostajemy
b, = Jim S B (2¢;+¢y), i=12,...,n—1. (3.39)
Roéwnanie (3.38) mozemy takze zapisa¢ nastepujaco:
=1 h
bi:%—?’(clﬂ+2ci), i=0,1,...,n-2. (3.40)

1

Dlai=1,2,..,n - 2 zréwnan (3.39) i (3.40) otrzymujemy

M_%(QH +2¢,) = f’}:f’_l + hi; (2¢; +¢i1)s

hi i—1
czyli
h;_ 2(h; +h;_ h; iv1 —Ji i —Ji-
Tlcl'*l +%ci+?ci+l :f+1h f _fhf . 5 _1523 9n_2 (341)
i i-1
Jest to uktad n - 2 rdwnan z n niewiadomymi ¢, ¢y, ... , C,_;.
Warunek

S"(x; +0)=S"(x; - 0)
musi zachodzi¢ takze w punkcie x; = b, czyli w punkcie x,, a stad (por. wzor (3.34))
2¢, =8"(x,—0).
Rozumujac jak poprzednio dostaniemy (por. wzory (3.37) 1 (3.38))

dn_l _ Cn —Cp-1 ,
-1 (3.42)
fn - fn—l hn—l '
b,_,= - c, +2¢, 1),
n—1 h 3 ( n n—l)

n—1
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a wigc uktad (3.41) zachodzidlai= 1,2, ...,n - 1 (zn + 1 niewiadomymi ¢, ¢, ..., ¢,). Po
prostych przeksztatceniach mozemy go zapisa¢ w postaci

—’ci+1+2ci+Lci_1= 3 (fiﬂ_fi_fi_fi—lj’
By By By + by b+ b h; hi_y

i=12,...,n—-1

Jezeli funkcja S jest naturalna funkcja sklejana, to poza przedziatem [a, b] jest ona wielomia-
nem stopnia m - 1, a w przedziale [a, b] — stopnia 2m — 1. W naszym przypadku 2m - 1 =3,
a stad m =2. Oznacza to, ze w przedziatach (-, a) i (b, +) funkcja S jest wielomianem stopnia
pierwszego, a stad S”(x) =0 dlax ¢ [a, b]. Z drugiej strony funkcja S” musi by¢ ciagla w punk-
tach x,=aix, = b, czyli S"(x,) = S"(x,) = 0. Zatem ¢, = 0, bo §"(x) = 2¢, + 6d,(x - x,) dla
X € [xy, x;) oraz ¢, = 0 z warunku 2¢, = S”(x, - 0). Uktad (3.43) przyjmuje wigc postaé

h.

(3.43)

2w 0 0 &) 12
u, 2 w, 0 ... .. 0 C, Vy
0 uy 2 wy ... .. 0 3 V3
0 ... . U, 2 W, Hllc, V, o

| 0 0 u,, 2 1] | Va1

gdzie
A 1,2 2
Wl = hl‘+hi,1 , 1=1,2, sN—- 2z,
iy 293 |
ui_hﬁh,q’ i=2,3,...,n-1,
3 | Jin-Si JimJia
= - L2,...,n-1
K b+ by h; hiy )’ SR

Macierz tego uktadu jest trojprzekatniowa. Sposob rozwiazania uktadu rownan liniowych z taka
macierza jest podany w p. 4.4.

Jesli funkcja S jest okresowa funkcja sklejana stopnia trzeciego, to musza by¢ spetnione wa-

runki _ _
SD(xy+0)=5D(x, —0) dlai=0,1,2,

a stad dla i = 0 otrzymujemy
f(xO) = f(xn):

a wigc warunek, jaki powinna spetnia¢ funkcja f'w interpolacji funkcja okresowa. Dla i = 1
mamy

_ b
X=X,

by + 2¢o(x = x¢) + 3dy(x - xo)z ‘ =b,_1+2¢, 1 (x-x,_1)+3d, (x- xn—l)z
X=X,

czyli
by=b, | +2¢c, \h, | +3d, h*,. (3.44)

Wreszcie, dla i = 2 otrzymujemy ¢, =c,,.
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Z zaleznosci (3.44) po uwzglednieniu rownan (3.38) 1 (3.42) mamy

— h n_Jn—

Aty Jo o gy = fom Lo
hO 3 hnfl

Stad, uwzgledniajac, ze ¢, = c,, po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

Mo oy e o3 (ﬁ—%_ﬂ—ﬂq)
hy+h,_, hy+h,_, hy+h,_, hy h

h
— n?:l (Cn + 2Cn_1) + 2Cn_1hn_1 + (Cn - cn—l)hn—l .

(3.45)

n—1

Roéwnania (3.43) 1 wzor (3.45) prowadza do uktadu # réwnan liniowych z n niewiadomymi ¢,
C,, ... , C, postaci

(2 w0 . . 0w e | [y ]
u, 2 w, 0 ... ... ... 0 Cy V)
0 wuy 2 wy ... ... ... 0 C3 V3
0 Uy 2 Wh-1| €n-1 V-1
w, 0 0w, 2 ||c¢ | | V]
gdzie
hy h,_,

w,=——"", U, ="
n b n 9
hy+h,_, hy+h,_,

L, __ 3 [ﬁ—%_ﬂ—ﬂqj
" hy+h,  \ hy h ’

n-1

a pozostate wielkosci w, u; 1 v, (i=1, 2, ..., n - 1) sa okreslone jak poprzednio.
Korzystajac z obliczonych wspotczynnikdéw c; funkcje S mozemy przedstawi¢ w postaci

fi+1 B fz

h.

1

Civ1 =G

3h;

1

S(x)= f; + (x-x;)°,

_ ?i(ci+1 + 2ci)}(x— X))+ ci(x- xi)2 +

xel[x;,x;,) i=1L2,...,n-1

Btad interpolacji funkcjami sklejanymi jest okreslony w ponizszych twierdzeniach.

Twierdzenie 3.12. Jesli funkcja f spetnia warunek Holdera, tzn. istniejq state L>01i a € (0, 1],
takie ze dla dowolnych x, y € [a, b] mamy

| f)-fW|<Lx-y

a
9

to

2
h.
max ‘S(x)—f(x)‘ﬁ 2L 1+ 4max{—l] max . (3.46)
x €la,b] i, j hj TR
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Dowdd tego twierdzenia znajduje si¢ w [1]. Zauwazmy, ze z wzoru (3.46) wynika, ze jesli
2
chcemy, aby oszacowanie bledu byto rzedu max#/, to wielkos¢ max(—’] powinna by¢
] i, ] ,]
w przyblizeniu réwna 1. Oznacza to, ze wezty powinny by¢ roztozone w miarg rownomiernie.

Zatozenie to nie jest konieczne dla bardziej regularnej funkcji. Mamy bowiem

Twierdzenie 3.13. Jezeli f€ C?a, b], to
max_ | S(x) - f(x)| < 5M, maxh,

gdzie
M, = max " .
> xe[a,b]|f (x)]

Dowdd tego twierdzenia tez znajduje sig w [1].

Zadania
1. Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a, ktory w punktach -2, 1, 2, 4 przyjmuje war-
tosci odpowiednio 3, 1, -3, 8. Jaka jest warto$¢ tego wielomianu w punkcie x = 0?

2. Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a, ktory w punktach 0, 1, 2 przyjmuje wartosci
odpowiednio 1, 1, 3. Obliczy¢ wartos$¢ tego wielomianu w punkcie x = 1/2.

3. Dla danych z zadania 2 znalez¢ warto$¢ wielomianu interpolacyjnego w punkcie x = 1/2
stosujac algorytm Neville’a.

4. Dla danych z zadania 2 znalez¢ wielomian interpolacyjny stosujac wzor interpolacyjny
Newtona.

5. Napisa¢ wzor interpolacyjny Newtona dla funkcji f{x) i nastgpujacych danych: f{0) = 1,
A2)=3,/3)=2,/14)=5,/6)=T.

6. Udowodni¢, ze jezeli
S =(x=x)(x=x) ... (x=x,),

to
[xg, X5...,Xx,; f1=0 dlan< p.

Jaka jest warto$¢ tego ilorazu roznicowego, gdy n=p. + 1?
7. Obliczy¢ roéznice progresywne wielomianu

WQ‘(x)=x4 -x-1

przyjmujac i = 1.
8. Znalez¢ roznice wsteczne wielomianu W,(x) z zadania 6.

9. Udowodnié, ze jesli x, =x, +ih,i=0, 1, ..., k, to
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

AF
[xo,xl,...,xk;f]:#.

Pokazac, ze

& f(x)=(A=V)f ().

Udowodnié, ze

A(of (x) + f(x)) = aAf (x) + A ().
Korzystajac z przedstawienia wielomianu interpolacyjnego za pomoca rdznic progresyw-
nych znalez¢ ten wielomian, gdy f(0) =1, (1) =3, 2) =2 1£3) =3.

Dla danych z zadania 12 znalez¢ wielomian interpolacyjny korzystajac jego przedstawienia
za pomoca réznic wstecznych.

Dane sa punkty x; (i =0, 1, 2) o krotnosciach m; oraz wartosciach funkcji /1 jej pochodnych
w tych punktach:

i 0 1 2

X; 0 1 2
m; 1 2 3
Sx) 0 1 0
rey |- 2
fre | - -2

Skonstruowa¢ wielomian interpolacyjny Hermite’a postugujac si¢ wzorami (3.15) na wspot-
czynniki.

Dla danych z zadania 14 wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianu interpolacyjnego Hermite’a
korzystajac z uogdlnionych ilorazéw réznicowych.

Z jaka doktadno$cia mozna obliczy¢ In(100,5) przy uzyciu wzoru interpolacyjnego Lagran-
ge’a, jezeli dane sa wartosci In(100), In(101), In(102) i In(103).

Udowodni¢, ze jesli funkcja g interpoluje funkcje f'w weztach x,, x,, ... , x,_,;, a funkcja A
interpoluje funkcj¢ f'w weztach x, x,, ..., x,, to funkcja

2(x) + =2 g(x) - h(x)]
Xn — Xo
interpoluje funkcje f'we wszystkich weztach x,, x,, ... , x, (funkcje g i 4 nie musza by¢ wie-

lomianami).

Udowodni¢, ze jesli funkcja g (wielomian lub nie) interpoluje funkcje fw weztach x,, x, ...,
x,_;, a funkcja A jest funkcja taka, ze h(x;) = J,, (0 < i < n), to istnieje stata ¢, dla ktore;j
funkcja g + ch interpoluje funkcje f'w punktach x,, x,, ..., x,.
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19.

20.

21.

22.

23.

Wielomian
pxX)=2-(x+D+m(x+1)-2x(x+1)(x—-1)

interpoluje cztery poczatkowe punkty z tablicy

x|—10123
j(x)|2 1 2 -7 10

Dodajac do wielomianu p jeden sktadnik, wyznaczy¢ wielomian interpolujacy wszystkie
dane.

Dla jakich wartosci a, b 1 ¢ funkcja

x*, x€[0,1),
1

T S =D +aGe=D> +b(x=D+e, xell.3)

moze by¢ w przedziale [0, 3) naturalng funkcja sklejana stopnia trzeciego?
Dla jakich wartos$ci parametrow a, b, c 1 d funkcja
1-2x, x e(—w,-3),
S(x)=1 a+bx+cx? +dx>, xe[-3,4),
157-32x, x €[4,®),
jest funkcja sklejana stopnia trzeciego?
Dla jakich wartos$ci parametrow a i b funkcja
(x=2)° +a(x—1)*, xe(-»,2),
S(x) =1 (x-2)° - (x-3)*, xe[2,3),
(x=3)° +b(x-2)%, xe[3,x),

jest funkcja sklejang stopnia trzeciego?

Dla jakich warto$ci parametréw a, b, ¢ i d funkcja

3
S(x):{ x>, xe€[-1,0),

a+bx+cx? +dx3, x €[0,1),

moze by¢ w przedziale [-1, 1) naturalna funkcja sklejang stopnia trzeciego?



