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Podana w zadaniu funkcja bedzie naturalng funkcja sklejang o ile poza przedzialem interpolac;ji,
tj. [0, 3], bedzie wielomianem stopnia pierwszego (zob. wykltad 6 definicja 3.12). Zatem ,,petna”
definicja funkcji S(x) jest nastgpujaca:

dx + e, x €(—»,0),
x3, x €[0,1),

%(x—1)3 +a(x—1% +b(x -1 +c, x€[l,3),
fx+g, x €[3,+ o).

S(x)= (1)

Oproécz szukanych w zadaniu wartosci a, b i ¢, trzeba takze wyznaczy¢ warto$ci d, e, 1 g, przy
czym warunek, ze poza przedzialem interpolacji funkcja powinna by¢ wielomianem stopnia
pierwszego powoduje, ze wartosci d i f powinny by¢ rozne od zera. Na podstawie punktu b) defi-
nicji funkc;ji sklejanej (zob. wyktad 6 definicja 3.11) funkcja S'1 jej pochodne rz¢du pierwszego
1 drugiego powinny by¢ ciagle na calej osi rzeczywistej. Wewnatrz kazdego z przedziatow wa-
runki te sa oczywiscie spetnione, gdyz w kazdym z przedziatéw funkcja S jest wielomianem.
Wystarczy zatem, by

S(x; - 0)= S(x; +0),

S'(x; = 0) = S8'(x; +0),

S"(x; —0)=S"(x; +0),
i=0,1,2,

2)

przy czym symbol ,,-0" oznacza wartos¢ z lewej strony, ,,+0" — warto$¢ z prawej strony oraz
x, =0, x, =1 1x,=3. Dla funkcji (1) warunki (2) daja nastgpujace rownania:

dx +f=x8,
d=3x§,
O=6X0,

X7 =%(x1 D)3 +ax; =D +b(x; - D +c,

3xt = %(x1 1% +2a(x; = 1) +b,
6x; =3(x; = 1) + 2a,

%(x2 “D3 a2 +b(xy —D+c= fiy + g,



%(x2 D)2 +2a(xy ~ 1) +b=f,

3(xg =) +2a=0,

skad po podstawieniu danych warto$ci x; (i = 0, 1, 2) otrzymujemy

/=0,

d=0,

0=0,

l=c,

3=0>,

6="2a,
4+4a+2b+c=3f+g,
6+4a+b=f,
6+2a=0.

Z pierwszych dwoch rownan wynika, ze w przedziale (-, 0) mamy S(x) = 0, a to jest sprzeczne
z tym, ze w przedziale tym funkcja sklejana powinna by¢ wielomianem stopnia pierwszego
(funkcja liniowa). Zatem odpowiedz w zadaniu jest nast¢pujaca: nie istnieja wartoscia, bic, dla
ktorych podana funkcja bytaby naturalna funkcja sklejang stopnia trzeciego.
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Z podanej w zadaniu postaci funkcji S(x) widacé, ze o ile jest to funkcja sklejana, to jest to natu-
ralna funkcja sklejana stopnia trzeciego. Szukane warto$ci parametrow a, b, ¢ 1 d mozemy okres-
li¢ z warunkow ciaglo$ci funkcji i jej pochodnych rzgdu pierwszego i drugiego w weztach inter-
polacji, czyli w punktach x, = -3 i x, = 4. Otrzymujemy stad nast¢pujace rOwnania:
1-2x¢ =a+bx +cx(2) +dx8,
-2=b+2cx +3dx(2),
0=2c+ 6dx,
a+bxy + cx12 + dx13 =157 -32xy,
b+2cxy +3dx? =-32,
2¢+ 6dx) =0,
skad uwzgledniajac podane warto$ci x; (i = 0, 1) mamy
7=a-3b+9c—-27d,
-2=b-6c¢c+27d,
0=2c-18d,
a+4b+16c¢ + 64d =29,
b+ 8c+48d =-32,
2c¢+24d = 0.



Z trzeciego i ostatniego rownania wynika, ze ¢ = d = 0. Podstawiajac te wartosci do pozostatych
czterech roOwnan otrzymujemy

7=a-3b,
-2=b,
a+4b=29,
b=-32.

Drugie réwnanie jest sprzeczne z ostatnim. Zatem odpowiedz w zadaniu brzmi: nie istnieja para-
metry a, b, ¢ id, dla ktérych podana funkcja bytaby funkcja sklejana stopnia trzeciego.
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Z warunkdéw ciagtosci funkcji sklejanej i jej pochodnych rzedu pierwszego i drugiego wynikaja
nast¢pujace rOwnania:

(x0—2)° +a(x-1* = (xg - 2)° = (xg - 3)°,
3(xg —2)% +2a(xy — 1) =3(xg - 2)% = 2(x¢ - 3),
6(xg —2)+2a=6(xy —2)-2,

(x1-2)° = (x; = 3)* = (x; = 3)° +b(x; - 2)°,
3(x; —2)% = 2(x; = 3)=3(x; = 3)% +2b(x; - 2),
6(x; —2)—2=6(x; —3)+2b,

gdzie x, =2 1 x, = 3. Po podstawieniu tych wartosci do rownan (3) mamy

3)

a=-1,
2a =2,
2a=-2,
1=5,
3=2b,
4 =2b.

Otrzymali$my rdwnania sprzeczne zar6wno z uwagi na parametr a, jak i parametr b. Zatem nie
istnieja parametry a i b, dla ktorych podana funkcja bylaby funkcja sklejana stopnia trzeciego.
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Poniewaz chodzi o naturalng funkcje sklejana, wigc podana w zadaniu funkcje¢ nalezy dookresli¢
w przedziatach (-, -1) 1 [1, +). Szukana funkcja ma postac

ex+ f, x e(—o,-1),
X3, x e[-1,0),
S(x) = 2 .3
a+bx+cx” +dx”, x €[0,1),
gx+h, x €[l,+ o).

Warunki ciaglo$ci tej funkcji i jej pochodnych rzgdu pierwszego i drugiego w weztach prowadza
do réwnan



exo + /= X(

e=3x%,

0=6xg,
x13=a+bx1+cx12+dx13,

3x12 :b+20x1+3dx12,

6x; =2c + 6dxq,

a+ bx, +cx§+dx§’:gx2 + h,
b+2cxy +3dx§ =g,

2¢+ 6dxy =0,

gdzie x, = -1, x;, = 0 1 x, = 1. Jes$li podstawimy podang wartos¢ x, do trzeciego z powyzszych
réwnan, to otrzymamy rownanie sprzeczne i dalsza analiza tych rOwnan nie jest potrzebna. Zatem
nie istnieja parametry a., b, ¢ id, dla ktorych funkcja S(x) bytaby naturalng funkcja sklejana stop-
nia trzeciego.

W zadnym z powyzszych zadan nie udato si¢ nam wyznaczy¢ parametréw, by otrzymac funkcje
sklejang stopnia trzeciego. Nie nalezy jednak tego spostrzezenia uogdlnia¢. Rozwazmy funkcje
okreslona nastgpujaco:

1+ ax + bx? +cx3, x €(—,2),

S(x)= d+ex+fx2 +x3, x €[2,3),

3

1+ 2x+3x% + x , X €[3,+ )

1 sprobujmy wyznaczy¢ wystepujace tu parametry tak, by byta to funkcja sklejana stopnia trze-
ciego. Z warunku ciagtosci funkcji S(x) 1jej pochodnych do rzedu drugiego w weztach otrzymu-
jemy nastepujace rGwnania:

1+ ax +bx§+cx(3):d+ex0 +ﬁc§+x8,

a + 2bx +3cx(% =e+2fxg +3x§,
2b+6cxy =21 + 6xy,
(4)

d+ex1+fx12+x13=1+2x1+3x12+x13,

e+2fiy +3xE =2+ 6x; +3x2,
2f+6X1:6+6X1,

gdzie x, =2 i x, = 3. Po podstawieniu tych warto$ci do rownan (4) mamy



1+2a+4b+8c=d+2e+4f +8,
a+4b+12c=e+4f +12,
2b+12¢=2f +12,
d+3e+9f+27=61,
e+6f+27=47,
2f +18=24.
Rozwazmy najpierw trzy ostatnie rownania, tj.
d+3e+9f =34,
e+6f =20,
2f =6.
Z ostatniego rownania mamy f= 3 i po podstawieniu do drugiego rOwnania otrzymujemy e = 2.

Podstawiajac te wartosci do pierwszego z powyzszych rownan dostajemy d = 1. Uwzgledniajac
te wyniki w pierwszych trzech réwnaniach (50 mamy

2a +4b + 8¢ =24,
a+3b+12c =26,
2b+12c=18.

Rozwiazaniem tego uktadu jest a = 14, b = -6, ¢ = 5/2. Szukana funkcja sklejana stopnia trze-
ciego ma wigc nastgpujaca postac:

)

3

1+ 14x — 6x2 +§x , x e(—»,2),

S(x)=41+2x+3x> +x°, x €[2,3),

3

1+2x+3x% +x , X €[3,+ ).




