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SE) =8 | A ) A | A e
i=0,1,2,3,4 [i=0,1,2,3]i=0,1,2 i=0,1
33,115 1,698 0,087 0,005 -0,002
34,813 1,785 0,092 0,003
36,598 1,877 0,095
38,475 1,972
40,447

Na podstawie wzoru (3.8) mamy zatem

L,(¢)=33,115+1,698¢ + 0,087 t(t—1)+ 0,005 t(t—1)(1t-2)— 0,002 t(t—D(t-2)(t-3),
dzie
8 ‘o x—3,50
0,05
Stad dla x = 3,58 mamy 7= 1,6, a wigc L, (1,6) = 35,873195. u

3.5. Interpolacja Hermite’a
Definicja 3.6. Zadanie interpolacyjne Hermite a polega na znalezieniu dla danej funkcji f ' wie-
lomianu H, stopnia mniejszego lub rownego n, takiego ze
HY(x)=fP(x;,) dla i=01,....,k; j=0,1,...,m; -1, (3.11)
przy czym

k
Zmi=n+l, m; € N.
i=0

Liczbg m; nazywamy krotno$cia wezta x;.

Dlam;,=1 (=0, 1, ..., k) mamy zadanie interpolacyjne Lagrange’a, a wigc szczegdlnym
przypadkiem interpolacji Hermite’a jest interpolacja Lagrange’a.

Twierdzenie 3.6. Zadanie interpolacyjne Hermite’a ma doktadnie jedno rozwiqzanie.

Dowdd. Podobnie, jak w dowodzie twierdzenia 3.1, pokazemy najpierw, ze istnieje wielomian
stopnia nie wyzszego niz n, ktory spetnia warunki (3.11).

Wprowadzmy funkcje pomocnicza
0, dlai=0,

my+m + ... +m_;, dlai> 0.

s(i) =
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Funkcja s(i) jest suma krotnosci i poczatkowych weziow interpolacji. Kazda liczbg /=0, 1, ... ,n
mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci / = s(i) +j, gdzie 0 < i < koraz0 <j <m, - 1. Na
przyktad, 0 =5(0) + 0in=s(k) +m, - 1.

Okreslmy teraz wielomiany p,, . ;:
Psoy () =1,

Py (X) = (x=x0)™ (x=x)™ .. (x= x; )" (x- x;)7, (3.12)
i=0,1....ky j=1,2,...,m -1

Zauwazmy, zedlam,=1(i=0, 1, ..., k) otrzymujemy wielomiany wystgpujace w definicji wie-
lomianu interpolacyjnego Newtona (zob. wzor (3.7)). Szukany wielomian H, zapisujemy w po-
staci Newtona (por. p. 2.1):

ko om—1

Hy(¥) = D bip(0) = D D by Priors s ().
[=0

i=0 j=0

W celu wyznaczenia nieznanych wspotczynnikéw b, (I=0, 1, ... , n) wielomian H, przedstawia-
my w postaci

H,, (x) = W (x) +b;p;(x) + W, (%), (3.13)
gdzie W,(x) oznacza kombinacj¢ liniowa wielomiandéw p;dlai=0, 1, ...,/ - 1 o wspolczynni-
kach b, b, ... , b,_ |, a W,(x) — kombinacje liniowa wielomiandéw p,dlai=[/+1,1+2, ..., n
o wspotczynnikach b, |, b,.,, ... , b,. Zatdozmy, ze wspotczynniki by, b, ..., b,_, sa znane. Z wzo-

row (3.12) dla / = s(i) +j mamy
pi(x) = Psiy (xX)(x - xi)j
1 po podstawieniu do (3.13) otrzymujemy
H, (x) = W (X) + by oy (0)(x = %) + Wy (x).
Rézniczkujac powyzszy wzor j-krotnie dla x = x; mamy
HP (x;) = W () + 10,y (3,)- (3.14)
Zaleznos¢ (3.14) wynika z faktu, ze
(i
[Py () x - %) 1 = kZO[ ﬁ (]%!k),pié?) (¥)(x- x)"

1jesli obliczamy pochodna w punkcie x = x,, to w powyzszej sumie wszystkie sktadniki z wyjat-
kiem k= 0 przyjmuja warto$¢ 0. Podobnie, W,(x;) = 0, gdyz kazdy z wielomianéw p,dlai > /+ 1
zawiera czynnik x — x; w pewnej potedze wigkszej od 0.

Poniewaz . .
HY (x) =17 (x),

wigc z zaleznosci (3.14) otrzymujemy
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_ S -m ()

b, - (3.15)
Ps@i) (x;)-J!
Dowod jednoznaczno$ci przebiega analogicznie, jak w twierdzeniu o jednoznacznos$ci rozwia-
zania zadania interpolacyjnego Lagrange’a. u
Przyklad 3.5

Dane sa punkty x; (i =0, 1, 2, 3) o krotnos$ciach m;, i warto$ci funkcji £1 jej pochodnych w tych
punktach:

i 0 1 2 3

X; 0 1 2 3
m; 1 2 3 1
Sfx)) 0 1 0 1
fo | - 2 1 -
ol - - 2 -

Nalezy skonstruowa¢ wielomian interpolacyjny Hermite’a.

Poniewaz suma krotno$ci weztow jest rowna 7, wigc wielomian bedzie stopnia co najwyzej
szostego. Szukamy zatem wielomianu

6 3 ml-—l
Hg(x)= Zblpl (x) = Z st(i)+jps(i)+.i (x)-
I=0

i=0 j=0

Okreslmy liczby s(7):
y y s(7) 5(0) = 0,

s()y=my =1,

s(2)=my+m; =3,

s(3)=my +m; +m, = 6.
Jeslii =0, toj =0, a wiec liczbe / = 0 mozna przedstawi¢ w postaci s(0) + 0. Dla i = 1 mamy
j<m-1=1,awigcj=0, 1. Wynika stad, ze /=1=s(1) +O0oraz/=2=5(1) +1. Gdy i = 2,

toj<m,-1=2,czylij=0,1,2imamy/=3=5(2)+0,/=4=s(2)+ 1 oraz /=5 =5(2) +2.
Wreszcie gdy i =3, toj < my; - 1 =0, awigc j = 0, skad wynika, ze [ =6 =s(3) + 0.

Wielomiany p,, sa nastgpujace:
Psoy(¥) =1,
Py (x) =x—xy =x,
D2y (%) = (x —x )(x — )% =x(x—1)%,
Py () = (x—xp)(x—x)? (x—x)* = x(x =) (x - 2)°,
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a wielomiany p, sa postaci
pi(x) = Ps@iy+j (x) = Psiy (x)(x— xi)j-

Mozemy teraz okresli¢ wspotczynniki b, (/=0, 1, ..., 6). Przy wyznaczaniu b, mamy (przy do-

1
wolnym n) H,(x)=bypy(x)+W,(x)

1 wzor (3.15) przyjmuje posta¢ (dla /=0 mamy i =0, j = 01 5(0) = 0)
b — S (x0)
(I ’
Ps(0) (X)) 0!

co dla danych w przyktadzie daje b,=0.Dla/=1,tj.i=1,/=01s(1) =1, mamy
Wi(x) =bypy(x) =0

b, = S(x) =Wi(x)) _ 1—0:1.

Psqy (x1)-0! 1
Dla/=2(G=1,j=1,s(1)=1) jest

W (x) = bgpo(x) + by p1(x) = by pg1y40(X) = x,

a wiec

L) = W)

2-1

Ps1 (x;)-1! 1
Dlal=3(i=2,j=0,s(2)=3) mamy

W(x) = bopo (x) + by Py (X) + by py (x) = X + b, Pyry 1 (%) = X+ x(x— 1) = x°.

Zatem

S (x) =W (x,) _ 0-4 )
Ps(z)(xz)'O! 2

Jesli/l=4(i=2,j=1,5(2)=3), to

b3:

W, (x) =x? + byps(x) =x? - 2pyay (%) = x2 = 2x(x = 1)? = =2x% +5x% - 2x,
W{(x)=—6x> + 10x — 2

_ST() - W(xy) _1+6 :Z'

b,
Ps2) (x)-1! 2 2

Gdy/=5(=2,j=2,52)=3),to0
_ 3 2 _ 3 2 7
Wi(x)=-2x"+5x" =2x+b,p,(x) =-2x" +5x —2x+5ps(2)+1(x)

7 7 45
= 2x% +5x2 —2x+5x(x—1)2(x—2) = 5x4 —16x° +?x2 -9x,
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W (x) = 14x° —48x% +45x -9,
W{'(x) = 42x% —96x + 45,

wiec

S ) -W"(xp) _2-21_ 19
Ps2)(x2) - 2! 2:2 4"

Wreszcie gdy /=6 (i =3,/ =0, s(3) =6), to

bs =

Wl(x):%x4—16x3+§x2—9x+b5p5(x)
7 4 3 45 , 19
=—x —-16x" +—x" -9x—— x
> 5 4 ps(2)+2( )
4 1
:Zx4—16x3+—5xz—9x——9x(x—1)2(x—2)2
2 2 4

b _f(x3)—Wl(x3)_1+3O_£
¢ Py (x3)-0! 12 12

Zatem szukany wielomian Hermite’a ma postac
7
Hg(x) = x+x(x—1)=2x(x—1)* +Ex(x—1)2(x—2)
19 31
——x(x—=D?(x=2) + —=x(x-D*(x-2)°.
4 12
Poprawno$¢ wyznaczenia tego wielomianu mozemy sprawdzi¢ z warunkéw interpolacji

H(x)=f D), i=0,1,2,3 j=0,1,...,m —1. n

Wyznaczanie wielomianu interpolacyjnego Hermite’a w sposob podany w twierdzeniu 3.6
jestzmudne. O wiele prostsze jest jego okreslanie wykorzystujac pojecie uogélnionych ilorazow
roznicowych.

Definicja 3.7. Niech funkcja fbedzie j-krotnie r6zniczkowalna (j=0, 1, ..., i, ,, — 1) w punkcie
x;, » gdziem=0, 1, ..., k. Uogdlnionym ilorazem roznicowym funkcji f nazy-
wamy:

a) dla i-krotnego wezta x;

. f(i_l)(xl)
X, 0 f]l=———=, 3.16
sis 1= (3.16)
b) dla ré6znych weztéw x,, x,. 1, ... , X,,, 0 krotnosciach odpowiednio i, i,, |, ... ,

i1+k
(o5 05 X115 0pi1s oo s Xpakes bpaies S

D i =B Gy e Xy B SN B e Xt g1 Xpags Bk =5 ST (3.17)

Xk — X1
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Z definicji tej dla weztow jednokrotnych otrzymujemy: z wzoru (3.16)
[x;5 f1=f(x)),

az wzoru (3.17)

f1= (1415 X0 Xppges S 1700 Xpi5ee s X5 S ]

Xk — X1

(75 Xp41s s Xpgs

(por. definicja 3.5 i wzor (3.6)).

Korzystajac z pojecia uogdlnionych ilorazéw réznicowych mozna udowodnié

Twierdzenie 3.7. Jesli funkcja f ma pochodne do rzedu m;, - 1 w punktach x; (i=0, 1, ... , k), to
wspotczynniki b, (I =s(@)+j;i=0,1, ...,k j=0,1,...,m, - 1) wielomianu
interpolacyjnego Hermite’a sq rowne ilorazom roznicowym interpolowanej
funkcji opartym na poczqtkowych weztach z uwzglednieniem ich krotnosci,

4.

by =[xg, my; xp, my5 .5 x 0, m_y; X, j+1; ] (3.18)

Przyklad 3.6

Rozwazmy to samo zadanie co w przyktadzie 3.5. Z wzoru (3.18) wynika, ze

by =[xp, 1 f1,

by =[xp, L x, L 1],

by =[x9,1;%,2; f1,

by =[xp, Lx, 2 x5, 15 /],

by =[xg, L x1,25x,,2; f1,

bs =[xg, 1;x1,2; x5, 3; f1],

be =[x¢, I; X1, 25 x5, 3, x5, I f].
Uwzgledniajac zaleznosci (3.16) 1 (3.17) mamy

bo:f(xo):(),
b :[xlal;f]_[XOal;f]:f(xl)_f(xo):1_0:1
: X —Xg X —Xg 1-0
x)— f(x _

. . ' fy(xl)_f( 1) f( 0) 2_1 O
b :[xlazaf]_[x07lax1’1af]: X1 —Xp — 1—0:1
2 X —Xp X — X, 1-0 ’
b :[xlaz;x27l;f]_['x()al;xl)z;f]
’ Xy — Xy

[, Loy, b f1=0x,25 /1 [x, 25 f1=[x0, L xp, 15 /]
Xy — Xy X1 —Xg

Xy —Xg
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X)) —f(x x)—f(x
f( 2) f( 1)_fr(x1) fr(xl)_f( 1) f( 0) 0_1_ _1_0
Y2 7N _ 1 7% 2-1 ~ 7 1-0
_ X2~ 4 X1~ Xo __2-1 1-0 _ 5
Xy — X 2-0
Wyznaczenie wspotczynnikow b,, bs 1 b pozostawiamy Czytelnikowi. u

3.6. Reszta w interpolacji wielomianowej

Definicja 3.8. Resztq w interpolacji wielomianowej nazywamy wyrazenie

r(x) = f(x)-H,(x)
(w przypadku szczegdlnym: r(x) = f(x)— L, (x)).

Twierdzenie 3.8. Jezeli funkcja f jest (m; - 1)-krotnie rozniczkowalna w punktach x; (i =0,
1, ..., k), to dla x # x; mamy

r(X) = P (Oxg, mg; Xy, mys ... x,,my s x, 15 f ], (3.19)
gdzie
Ppi1(X) = (x- xo)mo (x- xl)ml e (x- xk)mk-

Dowdd. Niech H, . , oznacza wielomian interpolacyjny Hermite’a spetniajacy warunki (3.11)

oraz warunek
Hn+1(xk+1) = f(xk+1)’

dla pewnego x,., # x; =0, 1, ..., k). Mamy

n+l n
Hn+1(x) = Z blpl(x) = Z blpl (X) +bn+1pn+1 (X) = Hn ()C) +bn+1pn+1(x)9
=0 =0

gdzie wspotczynniki b, dane sa wzorem (3.18), a wige dla x = x,, , otrzymujemy

H, o (xpi1) = Hy(Xp41) + Pt (5o )X, Mg Xy mys s X, my s X, 1 ]

Stad
F(Xp1) = pir) = H, (piy) = Hypo (X401) — Hyy (X441)
= Pt )X, mgs Xy, mys s X, my s Xy, 15 f ]
Wobec dowolnosci x, ., ; otrzymujemy tez¢ twierdzenia. u

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia wynika
Whiosek 3.1. W przypadku interpolacji Lagrange’a

r(X) = ppa (D[xg, X155 x,, %5 [,

gdzie
P =[] r=x).
i=0



