lll. INTERPOLACJA

3.1. Ogodlne zadanie interpolaciji

Niech @ oznacza funkcj¢ zmiennej x zalezng od n + 1 parametrow a,,a,,...,a,, t.

DO =D(x,ay,a;,...,a,).

Definicja 3.1. Zadanie interpolacji polega na okresleniu parametrow a; tak, zeby dlan+1 da-
nych par (x;, f(x;)) (i=0,1,...,n)liczb rzeczywistych lub zespolonych takich,
ze x; # x; dla i # k, zachodzilo

O(x;,aq9,ay,...,a,)=f(x;), i=0,1,...,n.
Punkty x, nazywamy wezfami interpolacji, f(x;) —wartosciami funkcjiw wez-
fach x;, azbior 7, = {xy,xy,..., x,} nazywamy siatkq.
W zalezno$ci od rodzaju funkcji @ wyr6zniamy interpolacje:
® liniowa, w tym
O wielomianowa, a w tym
* Lagrange’a,
» Hermite’a,
O trygonometryczna,
O funkcjami sklejanymi,
® nicliniowa, w tym
O wymierna,
O wyktadnicza.

W interpolacji liniowej funkcja @ zalezy w sposob liniowy od wspotczynnikéw a;, tj.

n
O(x,ay,ay,...,a,) :Z a;%¥; (x).
i=0

Na przyktad, dla interpolacji wielomianowej mamy

O (x,ay,a,...,a,) = Z a;x".

Przyktadem interpolacji nieliniowej jest interpolacja wymierna, w ktorej
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O (x,a4,ay,...,a,,by,by,....,b,)=

>¥m

Interpolacja jest stosowana m. in. do okres§lenia warto$ci funkcji zadanej tablica warto$ci (np.
interpolacja wielomianowa), do wyprowadzania wzoréw numerycznego catkowania, réznicz-
kowania, rozwiazywania rownan rézniczkowych, przyspieszania zbieznosci pewnych ciagow
(np. interpolacja wielomianowa i wymierna) i do analizy Fouriera serii pomiaroéw (interpolacja
trygonometryczna).

3.2. Interpolacja Lagrange’a

Definicja3.2. Zadanie interpolacyjne Lagrange’apolegana znalezieniu dla danej funkcji f wie-
lomianu Z, stopnia nie wyzszego niz n, ktdrego wartosci w n + 1 punktach x;
s takie same, jak wartosci interpolowanej funkcji, tzn.
L,(x)=f(x;) dlai=0,1,...,n, gdzie x; #x; dla i# j. (3.1)
Twierdzenie 3.1. Zadanie interpolacyjne Lagrange’a ma dokladnie jedno rozwiqzanie, tj. dla
dowolnych n+1 weztow x; i wartosci funkcji w tych weztach f(x;) istnieje
doktadnie jeden wielomian stopnia nie wiekszego od n, dla ktorego zachodzi
zaleznos¢ (3.1).

Dowéd. W pierwszej czesci dowodu pokazemy, ze wielomian, o ktérym mowa w twierdzeniu,
istnieje, a nast¢pnie udowodnimy jego jednoznacznos$¢.

Skonstruujmy nastgpujace funkcje pomocnicze:

n

X— X
=11 — L =01
J

j=0%i T
j#i
Sa to wielomiany stopnia n, takie ze
1, gdy i=J,
Li(x j) = 51] = ..
0, gdy i#j
(0, oznacza symbol Kronecker’a). Stad wielomian
n n "oy _ x.
J
L,(x)= 2 Sl =), re] ] —F (32)
i=0 i=0 j=0"i N

J#i
Jjest wielomianem stopnia co najwyzej n przyjmujacym w punktach x; wartosci f(x;), czyli
istnieje wielomian spetniajacy zaleznos$¢ (3.1).

Przypu$émy, e istnieja dwa wielomiany L! (x) i I*(x) stopnianie wigkszego od 1, dlaktérych
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1 2

L, (x;) = L, (x;) = f(x;).
Woéwczas wielomian L! (x)— L2 (x) jest wielomianem stopnia nie wigkszego od n, ktéry ma co
najmniej n + 1 rdznych pierwiastkow x, (i=0, 1, ..., n). Oznacza to, ze jest to wielomian tozsa-
mosciowo rowny 0, tj.

L (x)- Ly (x) =0,

a wiec
L, (x) = L; (%),

co jest sprzeczne z przyjetym zatozeniem, ze wielomiany LL (x) i L2 (x) sarozne. u

Wzér (3.2) nosi nazwg wzoru interpolacyjnego Lagrange’a, a wielomian L, (x) nazywa si¢
wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a. Z wzoru tego wynika, ze wielomian L, (x) zalezy
liniowo od wartosci f'(x; ). Dla duzych wartos$ci n wzor ten jest niepraktyczny.

Przyklad 3.1

Niech dla » = 3 bedzie dana tablica wartosci

i 0 1 2 3

X; 0 1 3 4

1

fix) |1 3 2 1
Nalezy wyznaczy¢ warto§¢ wielomianu interpolacyjnego L, w punkcie x = 2 przy zatozeniu,
ze Ly(x;)=f(x;) dlai=0, 1, 2, 3. Mamy

(x—D(x-3)(x—-4) (x-0)(x—-3)(x—4)

loy(x) = » h(x)= ,
(0-1)(0-3)(0-4) (1-0)(1-3)(1-4)

L(x) = (x=0)(x—1)(x—4) L= (x=0)(x—-1)(x—-3)
(3-0)(3-1)(3-4) 4-0)4-1)4-3)

i na podstawie wzoru (3.2) otrzymujemy

L3(2):1-10(2)+3~ll(2)+2~12(2)+1-l3(2):1-(—3+3%+2%+1-(—3 =3 =

Przy obliczaniu warto$ci wielomianu interpolacyjnego wygodnie jest postugiwac si¢ algoryt-
mem Neville’a, ktory sformulujemy w twierdzeniu.

Twierdzenie 3.2. Niech dla danych punktow weztowych (x;, f(x;)), i=0,1,..., P oz-

o - i
nacza wielomian stopnia nie wiekszego od k, taki ze

B i (xi_].) = f(xij ), j=0,1,... k.

Wowczas zachodzq wzory rekurencyjne:
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a) F(x)=f(x),
(x- Xiy VB

iyi .. iy

(3.3)

(X)-(x-x;, )b, ; (%)

Xik - xlo

b) Pioil...ik (x)=

Dowéd. Wzor a) jest oczywisty. W celu wykazania wzoru b) oznaczmy prawa strong przez R(x).
Pokazemy, ze wiclomian R ma wiasno$ci wielomianu 7, ; . . Zauwazmy, ze stopiefi wielomia-

nu R jest nie wigkszy od k. Z definicji wielomianow £, , 1 F; , mamy

g g

R(xik )= Pili2...ik (xik )= f(xik ), R(xio) = Pioil...ik,l (xio) = f(xio)a

adlaj=1,2,.., k- 1otrzymujemy

(xi/- RN )f(xij)_(xij — X )f(xi/.)
R(x;, )=— —=f(x)

g X X
i iy

Z twierdzenia 3.1 wynika jednoznaczno$¢ interpolacji wielomianowej, a wigc R=F; , . ®

Algorytm Neville’a polega na tym, ze za pomoca wzorow (3.3) konstruujemy tablicg syme-
tryczna, ktora zawiera wartosci wielomianu interpolacyjnego F; ; W ustalonym punkcie x:

k=0 k=1 k=2 k=3
X0 S (x¢) = Fy(x)
) Por(x)
X1 S(x)=PF(x) ) Porz2 (%)
) Py (x) > Poraz (x)
X2 S (x3) =P (x) Y Pas(x)
) Pr3 (%)
X3 S(x3)=P3(x)

W praktyce wielomian £, ;. .. oznaczamy przez P, ,, coulatwiakomputerowe zaprogra-

mowanie powyzszej tablicy (jako tablicy dwuwymiarowej). Przyjmuje ona wowczas postac

k=0 k=1 k=2 k=3

X0 S (x¢) = Fyo

) Py
X1 f(x) =Py ) Py

) Py ) Ps3
Xy | f(x)=Py ) P,

) Py

X3 f(x3)= P

Stosujac to oznaczenie wzory (3.3) mozna zapisa¢ nastgpujaco:
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B = f(x;),
(x —x; k)Pi,k—l _(x_xi)Pi—l,k—l

Fy =

i T ik (3.4)
VAR AR ..
=P, + , 1<k<i, i=0,1,....
’ X=Xk -1

X—Xx

Przyklad 3.2

Dla danych z przyktadu 3.1 znajdZmy warto$¢ L (2) stosujac algorytm Neville’a. Korzystajac
z wzorow (3.4) konstruujemy nastgpujaca tablice:

k=0 k=1 k=2 k=3

0 Py, =1
)Py =5 10

1 Py =3 5 >P22:?
>P21—5 g ) P33 =3

3| Py=2 >P32=§
) Py =3

4 Py =1

Zatem L;(2) = P3; =3. u

3.3. Wzér interpolacyjny Newtona

W przypadku wyznaczania samego wielomianu interpolacyjnego lub obliczania wielu inter-
polowanych wartos$ci korzysta si¢ z wielomianu interpolacyjnego Newtona. W zapisie tego wie-
lomianu wykorzystuje si¢ ilorazy réznicowe.

Definicja 3.3. llorazem roznicowym rzedu k funkcji f opartym na parami réznych weztach
X[y X[1qse-s X105 > W ktorych jest okreslona funkcja f (tj. znane sa wartosci
f(x;)) nazywamy wyrazenie postaci

I+k
S(x;)
(X Xpitoeees Xpps f1= Z Hk—x’
i=1 H (xi _ xj) (35)
=1

J#I

przy czym przez iloraz r6znicowy rzgdu zerowego oparty na wezle x; rozumie-
my wartos¢ [x;; 1= f(x;).

Ponizej podajemy podstawowe wiasnosci ilorazu roznicowego.

1° Tloraz roznicowy jest funkcja symetryczna, tj.
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(75 Xp1s s Xpps S 1= [xilaxilﬂa-n axin;f]a

gdzie liczby i,,i;,,,...,i,,; sadowolna permutacja liczb/,/+1,..,[+ k.
2° lIloraz roznicowy jest funkcjonatem liniowym, tj.
(7. 0f + gl =alz,; f1+ A7, gl
gdzie z, oznacza siatke.

3° Jesli siatka =z, jestjednostajna, tj. x, ., = x, +(k+1)h, h=const,k=0,1,...,n-1,to

A" f(xo)
7, 1= 2L 00
n'h
gdzie A oznacza operator roznicy progresywnej zdefiniowany nastepujaco:
A f(x)=f(x), Af(x)=M(x)=f(x+h)-f(x),
A" f(x)=AA" f(x), n=2.3,....

Ponizsze twierdzenie podaje zwiazek rekurencyjny dla ilorazéw réznicowych.

Twierdzenie 3.3. Dla dowolnego uktadu paramiréznych punktow x,;, x,,, ..., x,,, nalezqcych
do dziedziny funkcji f zachodzi zaleznosé rekurencyjna

f1= (7415 X025 e Xt S 100 Xpi15ee s X115 S ]

L7 Xpits oo s Xppies (3.6)
Xivk =X
Dowéd. Z wzoru (3.5) mamy
o f S ) ”z"‘ SACD)
(X7 Xpitseees Xpppis S 1= I+k = Tk + Itk ;
i=1+1 i=1+1
H(xi_xj) H(xl+k_xj) H(xi_xj)
j=1+1 j=1+1 Jj=1+1
J#I J#I J#I
. ”z"‘ SACH B € “Z"‘ ACH
(X015 X000 X3 S 1= I+k-1 = k-1 + I+k—1 :
i=1 i=1+1
[Ta-xp Tlew-x " e-x
j=1 j=1 j=1
J#I J#i J#I

Oznaczajac prawa strong wzoru (3.6) przez P otrzymujemy

po L] G
- X1 I+k
H (X =)
j=1+1

J#i
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I+k-1
1 1 S (x)
+ Z VACH) I+k T lvk-1 T Ivk-1
= H(xi_xj) H(xi_xj) H(xl_xj)
j=1+1 =1 =1
L J#i J#i J#i
1 S (xe) & Xp—=X; =X, + X1 f(x))
- Xpp —x; | Bk + Z VACT) e T
+ i=
H(xl+k_xj) o H(xi_xj) H(xl_xj)
j=1+1 =1 J=1+1
J#i
I+k-1 I+k
S (NS fe) )
T l+k-1 I+k I+k - I+k

H (X —x;) i:MH (x; =x;)
j=1 =

[

J#i

(p=x) ] -

j=1+1 j=1

J#i

Stad, z uwagi na wzoér (3.5), otrzymujemy lewa strong wzoru (3.6). u
Mozemy teraz zdefiniowaé wielomian interpolacyjny Newtona.

Definicja 3.4. Niech 7, oznacza dowolna siatk¢ bez wegzlow wielokrotnych. Wielomianem in-
terpolacyjnym Newtona dla funkcji f'na siatce 7, nazywamy wielomian

N, (x) = f(xg)+[xp, xp5 f1(x—x0) +[x0, X1, X35 f1(x = x0)(x — x7)

3.7
+ o [xg, Xy X fl(x =X (X = X)) oo (X —X,,_1), (3.7)

przy czym N, (x;)= f(x;) dla x; ez, (i=0,1, ..., n).

Z twierdzenia 3.1 wynika, ze zar6wno wielomian L, (x), jak i wielomian N, (x) sarozwia-
zaniem tego samego zadania interpolacyjnego. Poniewaz to rozwiazanie jest jednoznaczne, wigc
mamy
Twierdzenie 3.4. Wielomiany Lagrange’a i Newtona sq algebraicznie rownowazne, tj.

L,(x)=N,(x).

Zauwazmy, ze wzor (3.7) jest postacia Newtona wielomianu (zob. p. 2.1). Wspolczynniki
tego wielomianu okresla si¢ zwykle z tablicy ilorazow réznicowych postaci
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k=0 k=1 k=2 k=3
xo | S(xo) =[x f]
) [x0, %15 f]
X1 S(xp)=[x5 f1] Yxo, X1, %55 f]
>[x19x2;f] >[x09x17x27x3;f]
X3 S(x) =[x35 f1] y[x15 x5, X35 f1]
) [x2, X35 f1]
X3 S(x3)=[x3; f]

przy czym odpowiednie ilorazy roznicowe obliczane sa kolejno kolumna po kolumnie z wyko-
rzystaniem zaleznosci (3.6). Wspotczynniki wielomianu (3.7) znajduja si¢ w najwyzszym ukos-
nym wierszu. Algorytm ten mozna zrealizowac kosztem tylko 2# miejsc pamigci (niszczac dane
warto$ci funkcji).

Przyklad 3.3
Dla danych z przyktadu 3.1 wielomian interpolacyjny Newtona ma postac
N3(x) = f(xg) +[xg, x5 f1(x = x0) +[x0, X1, %55 f1(x = x0)(x — x7)
+[x0, X1, X5, X35 f1(x = X0 )(x =X )(x — x,)

=1+[0,L f](x=0)+[0,1,3; f1(x=0)(x—-1)+[0,1,3,4; f1(x—0)(x—1)(x—3).

Ilorazy réznicowe obliczamy w tablicy:

k=0 k=1 k=2 k=3
0 1 )2 5
i3 o 0Te 1
>—5 >_l >6
3 2 p
4 1 )1

Szukany wielomian jest wigc nastgpujacy:

5 1 1 5 3 , 10
N.(x)=1+2x——x(x-D+—x(x-D(x-3)=—x " ——x"+—x+1
3(x) p (x-1D P (x—=1(x-3) p 2 3

Latwo sprawdzi¢, ze N5(2)=3. =

3.4. Interpolacja Lagrange’a dla weztéw rownoodlegtych

Zalozmy, ze wezly x,, i=0, 1, ..., n, sa rzeczywiste i rOwnoodlegle (tzn. siatka 7, jest je-
dnostajna), czyli x; = x,, +ih, gdzie h oznacza stala dlugos$c¢ kroku. Jesli we wzorze (3.2) podsta-
wimy x = x, + th, to otrzymamy
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L,(x) = L, (xg +h) = L, (1) = Zf(x,-)H%-
i=0 j=0
i

Przy weztach rownoodlegtych szczegolnie wygodna jest posta¢ wielomianu interpolacyjnego,
ktorego wspotczynniki sa wyrazone za pomoca tzw. réznic skonczonych funkcji /. Wprowadz-
my teraz odpowiednie pojgcia.

Definicja 3.5. Niech M(R) oznacza klas¢ funkcji ograniczonych na catej osi rzeczywistej, tj.

feMR) & su§| f(x)] <.

a) Rozmicq zwykilq (progresywnq) funkcji f € M(R) nazywamy operacjg A,
ktorej warto$cia jest Af, zdefiniowana wzorem

Af (x) = f(x+h) = f(x),

gdzie x eR, h eR, przy czym h = const.
Podobnie definiujemy pozostale operacje.
b) Operacja przesuniecia: Ef (x) = f(x+h).
¢) Roznica wsteczna: Vf(x) = f(x)— f(x—h).
d) Roznica centralna: &f (x)= f(x+h/2)— f(x—h/2).

Odpowiednie roznice rzgdu n okreslamy jako réznice z réznic rzedu n - 1, np..
A'f(x)= AN f(x), n=12,...,

przy czym A’ f(x) = £ ().
Ponizej podano kilka podstawowych wtasnos$ci r6éznic skonczonych. Ich udowodnienie po-
zostawiamy Czytelnikowi.

19 Af (x) = (E—l)f(x)ZEf(X)—U(X)
(1 oznacza operacje identycznosci: If(x) = f(x))
2° (A=V) f(x) : AV () =(A=V)f(x)
3 8 () =(A=-V)f(x)
4° Ao A" f(x)=A" o A" f(x)
5% Alof (x) + fB(x)) = abf (x) + fAg(x)
6° A(f(x)g(x)) = g(x)Af (x) + f (x + h)Ag(x)
70 A(f(x)j _ 8N ()~ f(x)Ag()
g(x) g(x)g(x+h)

, g(x), g(x+h)=0

n

8 B/ ()= f(x+nh) =) @ e

k=0

Korzystajac z pojgcia rdznicy progresywnej 1 réznicy wstecznej mozna udowodnic
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Twierdzenie 3.5. Jezeli wezly sq rownoodlegte, to

Af(x())

L (xo+th) =L, (1) = Z q:(0), (3.8)

gdzie
0®=1, ¢0=]]e-p» k=12...n
j=0

oraz

L,(xo+th)y=L,(t) = ZW%(& (3.9)
i=0 :

gdzie
G®=1, 0=l e+ k=12 n
j=0

Dowéd. Udowodnimy wzor (3.8) (dowod wzoru (3.9) przebiega podobnie). Stosujac zasadg in-
dukcji matematycznej mozna pokazaé, ze dla weztoéw rownoodleglych mamy

A f (x9)
[xo,xl,...,xk;f]=Th,f. (3.10)

Jesli x = x, +th, to

k-1 k-1

[T G-x)=r ] -0

i=0 i=0
Stad oraz z wzorow (3.7) 1 (3.10) otrzymujemy wzor (3.8). u
Przyklad 3.4
Dana jest nastgpujaca tablica warto$ci funkcji:

i 0 1 2 3 4
X; 3,50 3,55 3,60 3,65 3,70

1

f(x;) | 33,115 34813 36,598 38475 40,447

Nalezy obliczy¢ warto$¢ wielomianu interpolacyjnego w punkcie x = 3,58.

Poniewaz wezly sa rownoodlegle, mozemy uzy¢ wzoru (3.8) Iub (3.9). Wybierajac pierwszy
z tych wzorow sporzadzamy najpierw tablice rdznic progresywnych:



