Elementy analizy numerycznej
wyktady 4 i 5

zadania

Uwaga: W materialach z wykladow zadania dotyczace wykladow 4 i 5 znajduja si¢ po wy-
kladzie 6, ktory konczy rozdzial poswiecony interpolacji. Z wykladami 4 i 5 sa zwigzane
podane tam zadania, ktore przytoczono takze ponizej.

1.

5.

10.

11.

12.

Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a, ktéry w punktach -2, 1, 2, 4 przyjmuje war-
tosci odpowiednio 3, 1, -3, 8. Jaka jest warto$¢ tego wielomianu w punkcie x = 0?

. Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a, ktéry w punktach 0, 1, 2 przyjmuje wartosci

odpowiednio 1, 1, 3. Obliczy¢ warto$¢ tego wielomianu w punkcie x = 1/2.

. Dla danych z zadania 2 znalez¢ warto$¢ wielomianu interpolacyjnego w punkcie x = 1/2

stosujac algorytm Neville’a.

. Dladanych z zadania 2 znalez¢ wielomian interpolacyjny stosujac wzor interpolacyjny New-

tona.

Napisa¢ wzor interpolacyjny Newtona dla funkcji f(x) 1 nastgpujacych danych: f0) = 1,
A2)=3,/3)=2,/4)=5,6)=T.

. Udowodni¢, ze jezeli

S () =(x=x)(x=xp) ... (x—x),),

to
[xg, X15...,Xx,5 f]1=0 dlan < p.

Jaka jest warto$¢ tego ilorazu roznicowego, gdy n =p + 1?

. Obliczy¢ réznice progresywne wielomianu

W4(x)=x4 -x-1

przyjmujac h = 1.

. Znalez¢ r6znice wsteczne wielomianu W,(x) z zadania 6.
. Udowodnié¢, ze jesli x,=x,+ih,i=0,1, ... , k, to
[ PARACT
xO,xl,...,xk; =
k' n*
Pokazac¢, ze

5*f(x) = (A=V) f ().

Udowodnié, ze

Alof (x) + fg(x)) = aAf (x) + fAG(X).

Korzystajac z przedstawienia wielomianu interpolacyjnego za pomoca réznic progresyw-
nych znalez¢ ten wielomian, gdy f(0) =1, 1) =3, A(2)=21£3)=3.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Dla danych z zadania 12 znalez¢ wielomian interpolacyjny korzystajac jego przedstawienia
za pomoca rdznic wstecznych.

Dane sa punkty x; (i =0, 1, 2) o krotnos$ciach m, oraz warto$ciach funkcji f1 jej pochodnych
w tych punktach:

i 0 1 2

X; 0 1 2
m; 1 2 3
fx) 0 1 0
f(x) - 2 1
J(x) - - 2

Skonstruowa¢ wielomian interpolacyjny Hermite’a postugujac si¢ wzorami (3.15) na wspot-
czynniki.

Dladanych z zadania 14 wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianu interpolacyjnego Hermite’a
korzystajac z uogo6lnionych ilorazéw réznicowych.

Z jaka doktadnoscia mozna obliczy¢ In(100,5) przy uzyciu wzoru interpolacyjnego Lagran-
ge’a, jezeli dane sa wartosci In(100), In(101), In(102) i In(103).

Udowodnié, ze jesli funkcja g interpoluje funkcje f'w weztach x,, x,, ..., x,_,, a funkcja &
interpoluje funkcje f'w weztach x|, x,, ..., x,, to funkcja

X0 —

2(x) + 2T [ g(x) - h(x)]
X0

Xy —

interpoluje funkcje f'we wszystkich weztach x, x,, ..., x, (funkcje g 1 4 nie musza by¢ wie-
lomianami).

Udowodni¢, ze jesli funkcja g (wielomian lub nie) interpoluje funkcj¢ /' w weztach x, x,, ...,
x,.;, a funkcja £ jest funkcja taka, ze h(x;) = J,, (0 < i < n), to istnieje stata c, dla ktorej
funkcja g + ch interpoluje funkcje f'w punktach x,, x,, ..., x,.

Wielomian
p(x)=2—-(x+D+m(x+1)-2x(x+1)(x—1)

interpoluje cztery poczatkowe punkty z tablicy

x|—10123
](x)|2 1 2 -7 10

Dodajac do wielomianu p jeden sktadnik, wyznaczy¢ wielomian interpolujacy wszystkie
dane.



Rozwigzania wybranych zadan
dotyczacych wyktadow 4 i 5

zad. 2
Wielomian interpolacyjny Lagrange’a jest okreslony wzorem (3.4) (zob. wyklad 4). W naszym
przypadku n = 2 1 wzdr ten przyjmuje postaé

x—xl X—XZ X—XO X—XZ X—XO )C—Xl

Ly(x)= f(xp)

+ f(x1) + f(x2)

Xo = X1 X0 — X2 X1 = X0 X1 — X2 X2 =X x2_x1.

Po podstawieniu danych mamy

x—1 x-2 x—0 x-2 x-0 x-1
. +1- . +3. .

0-1 0-2 I-0 1-2 2-0 2-1

Ly (x)=1-

1 3
—E(X—1)(x—2)—x(x—2)+5x(x—1)

2

:lx2—§x+1—x2+2x+éx —ix
2 2 2

=x2—x+1.

Stad dla x = 1/2 otrzymujemy

2
1 1 | 3
2 2 2 4
Zauwazmy, ze wielomian jest ,,tylko” drugiego stopnia, a do wyznaczenia jego warto$ci w poda-
nym punkcie x trzeba wykonac ,,trochg” dziatan.

zad. 3

Napodstawie wzoroéw (3.4) (zob. wyktad 4) konstruujemy nast¢pujaca tablice (strzatki wskazuja
z ktorych elementéw powstaja kolejne elementy):

k=0 k=1 k=2

xo | Foo *

o

S
X\

o

X1

Xy | P 7



gdzie

Pyo = f(xp),

Py = f(x1),

Py = f(x2),

P _(x=x0)Pp—(x—x1)Pyo

11 — s
X1 — X0

P (x=x1) Py — (x—x2) P

21 — D
Xy =X

P _(x=x0) P —(x—x) Py

2 = :
X2 — Xq

Oczywiscie element P55, dlapodanej wartoscix bedzie szukang warto$cia wielomianu. Zauwaz-
my, ze sposob wyznaczania elementoéw tablicy jest tatwo zapamigtac. W liczniku jest wykony-
wane odejmowanie sktadnikow, z ktorych pierwszy jest réznica zmiennej x i pierwszego wezta
pomnozona,,nakrzyz” przez odpowiedni element tablicy, a drugi —r6znica zmiennej x i drugiego
wezta pomnozona ,,na krzyz” przez drugi element tablicy (w danej kolumnie). W mianownikach
wystgpuje zawsze roznica pomigdzy skrajnymi weztami (z pierwszej kolumny).

Po uwzglednieniu danych tablica ma postac

k=0 k=1 k=2
0 1 Y

_
—
Y\
TN
N | —
|
NtV

(e}

I
S/~
N | —

I
N

—
W

zad. 4
Zgodnie z wzorem (3.7) (zob. wyktad 4) wielomian interpolacyjny Newtona dla » =2 ma postac

Ny (x) = f(xg) +[xg,x1; f1(x = x0) +[x0,x1,x2; [ ](x = x0)(x — x1).

Konstruujemy tablicg ilorazéw réznicowych (strzatki pokazuja z ktérych elementow powstaja
kolejne elementy):



k=0 k=1 k=2
xo | S(xo)=[xp; /] ~

xp | S ) =[xp5 ]

~
o [x0, %1525 f]

[x1, x5 /1 7

xp | f(x)=[x2: /1 7

gdzie, zgodnie z wzorem (3.6) (zob. wyktad 4) mamy

[xo,xl;f]:[xl;f]_[xo;f],
X1 = X0
[xl,xz;f]:[xz;f]_[xl;f],
X2 — X1
[xo,xl,xz;f]:[xl’xz;f]_[xl’xo;f].
X2 — X0

Zauwazmy, ze tworzenie ilorazow roznicowych kolejnych rzedow (dla kolejnych warto$ci k) jest
tatwo zapamigta¢. Kazdorazowo odejmujemy ilorazy roznicowe z poprzedniej kolumny i dzieli-

my przez rdéznicg pomigdzy skrajnymi weztami. Dla naszych danych tablica ilorazéw roéznico-
wych ma postac

k=0 k=1 k=2
0 1 u
1-1
- - N
1-0
b4 2-0
1 1 =1
N 2-0
ﬂzz P4
2-1
2 3 ”

Wartosci ilorazéw rdznicowych wystepujacych we wzorze na szukany wielomian wystgpuja w tej
tabeli na pierwszej przekatnej (ze strony lewej na prawa). Mamy zatem

Nz(x)z1+0-(x—0)+1-(x—0)(x—1)=x2 -x+1



Otrzymali$my taki sam wynik, jak w zad. 1, ale przy znacznie mniejszym naktadzie obliczen.

zad. 7
Zgodnie z definicja réznicy progresywnej mamy

AW (x)=W(x+ h)—-W(x),
AW (x) = AA" T (x)),
czyli dla 2 =1 otrzymujemy

AW =(x+D*—(x+D)-1-(x* —x-1)

4+x+1

:x4 +4x3 +6x2 +4x+1-x-1-1-x
—4x> +6x% + 4x,
N (x) = ACA(x)) = 4(x + 1) + 6(x + 1) +4(x + 1) — (4x> + 6x% + 4x)
=4x3 +12x% +12x+4+6x2 + 12x + 6+ 4x + 4 — 4x> — 6x% — 4x
= 12x% +24x + 14,
A3W(x)= AN (x)) = 12(x + 1) +24(x + 1) + 14 — (12x% + 24x + 14)
=12x% +24x + 12+ 24x + 24 + 14— 12x% - 24x - 14
=24x + 36,

AW (x) = AN W(x)) = 24(x + 1) + 36 — (24x + 36)
= 24x +24 + 36— 24x - 36
=24,

A'"W(x)=0 dla n>5.

zad. 10
Zgodnie z definicja réznicy centralnej mamy

h

o))

5" f(x)=6(5" £ (x)).
Zatem
2 _ hY_ . _h
L=6%f(x)=8( (x)= 5(f(x + 2) f(x ZD
= f(x+h) = f(X) = (F(x) = f(x=h) = f(x+h) = 2f(x)+ f(x—h).

Z drugiej strony



P=(A=V)f(x)=Af(x)=Vf(x)

=fx+) = f)-(fx) - fx=m)=f(x+h)=2f(x)+ f(x=h),
czyli L = P.

zad. 12
Zgodnie z wzorem (3.8) (zob. wyktad 4) mamy

0
Ly(xo +1h) = L3(0=#Qo( )+ f( Y xo) o)

2
+#Qz(¢)+#%(ﬂ,
gdzie
k-1
q0=1, qr®=]] -/, j=123
j=0

W naszym przypadku xy =0 1 /& = 1. Tworzymy tablicg roznic progresywnych (strzatki wska-
zuja z ktorych elementow powstaja kolejne elementy):

Xl A%f(x) = f(x) Af (x;) A f(x;) A f(x;)
0 1 Y

2 Y
I 3 z 3N

-1 :: 5
2 2 z 2 -

1 ”
3 3 ”

Szukane ro6znice znajduja si¢ na pierwszej przekatnej (ze strony lewej na prawa). Zatem

L3(t):1+2t—%t(r—1)+%t(t—1)(t—2)

e 243,033 3,2 5,0,5,
2 2 6 3 6 3
=%t3 _ar e B



zad. 14
W zadaniu mamy k = 2 i poniewaz

wigc wielomian bedzie stopnia n = 5, czyli nalezy wyznaczy¢

5 2 m—1
Hs(x)= Y bipi(x)= Y. Y by Psiyej (X)-
1=0 i=0j=0
Okre$lamy liczby s(i) dlai =0, 1, 2. Mamy
s(0)=0,
s(h)y=mgy =1,
s(2)=mgy + my =3.
Znajdujemy rozktad liczb / na sumg s(i) +j, gdziej =0, 1, ..., m; - 1. Mamy
[=0=0+0=s(0)+0,
[=1=1+0=s(1)+0,
[=2=1+1=s(1)+1,
[=3=3+0=s5(2)+0,
[=4=3+1=5(2)+1,
[=5=3+2=5(2)+2.
Wielomiany p;y, ;(x) maja postac
Po(x) = Ps0y+0(X) = Ps0y () = L,
1) = Py(iy0(0) = psy () = (x = x9)™ = (x = 0)' = x,
1
P2(X) = Psy+1(X) = pyy ()(x = x1) " = x(x = 1),
2
P3(X) = Py2)+0(¥) = Py2) () = (x = x0) "0 (x = x)™ = x(x - 1)~
Pa(x) = py2ys1(x) = P2y (D(x = x2) ' =x(x = )* (x-2),
2 2 2
P5(X) = py2)+2(X) = py2) ()(x = x2)" =x(x - 1)" (x - 2)~.
Znajdujemy wspoiczynniki b, dla/=1,2,3,4,5. Dla/=0wzor (3.13) (zob. wyktad 5) ma postac
H,, (x) = bo ps(0) (x) + W2 (x)
(W,(x) nie wystepuje), a wigc wzor (3.15) (zob. wyktad 5) jest nastepujacy (dla /=0 mamy i =0,
5(0)=0,;/=0):

_ Sfo) _0_
Ps0)(xg) 1



Dla/=1mamyi=1,s(1)=1,j=0 oraz
W (x) =bopo(x)=0.
Zatem z wzoru (3.15) otrzymujemy

by = S -Mbp) _ fx) 1

Psy(x1) pi(xy) 1

Dla/=2mamyi=1,s(1)=1,j=1,
Wy (x) = by po(x) + by py (x) = x,

wiec

b _f'(x1)—W1'(x1)_2—1_1
, = = =1
Ps(1y(x1) 1

Dla/=3 mamyi=2,s(2)=3,j=0oraz

Wi(x) = bopo(x) + by py (x) + by py (x) = x + x(x — 1) = x°.

Zatem

b _JSGp)-Mi(xp) _0-4_
3= _ _
Ps2)(x2) 2
Dla/=4mamyi=2,s52)=3,j=1,
W1 (x) =bopo(x) + b1 p1(x) + by pa (x) + b3 p3(x)
= x? - 2x(x — 1)2 = —2x3 4+ 5x2 - 2x,

skad
W =—6x> +10x -2

oraz

p, = 2) = Wilxy) 146 7
4 = = =—.
Ps2)(x2) 22

Wreszcie, dla/=5 mamyi=2, s(2)=3,j=2,
W1 (x) =bopo(x) + by p1(x) + by pr (X) + b3 p3(X) + by pg(X)
=2x3 +5x% —2x + %x(x — 1)2 (x—2)

=Zx4 ~16x3 +£x2 - 9x,
2 2

skad
W{(x)=14x> — 48x> + 45x - 9

W(x) = 42x% — 96x + 45.



Zatem
be — S"(x2)-Wxp) 2-21 19

Ps(2)(x2) - 2! 4 4

WyznaczyliSmy wszystkie wspotczynniki b, (/ =0, 1, 2, 3, 4, 5) szukanego wielomianu Hermi-
te’a. Mozemy wigc go napisac:

Hs(x)=x+x(x-1)=2x(x - 1)2 +%x(x— 1)2(x— 2) —%x(x— 1)2(x— 2)2

19

=...=—Tx5 +32x4 — 311x3 + l59x2

— 28x.

W celu weryfikacji wielomianu (sprawdzenia, czy poprawnie wyznaczylismy wielomian) moze-
my sprawdzié, czy
HD ()= D (),

czyli skorzysta¢ z warunku interpolacji.

zad. 15
Na podstawie wzoru (3.18) (zob. wyktad 5) mamy

by =[x9, 1 f1],

by =[xp,1;x1,1; f],

by =[x¢,1;x1,2; f1,

by =[xg,1;x1,2;x2,1; f1,
by =[x9,L;x1,2;x2,2; f1,
bs =[xg,1;x1,2;x5,3; f].

Korzystajac z definicji uog6élnionych ilorazow roznicowych (wzory (3.16) 1 (3.17) — zob. wy-
ktad 5) otrzymujemy

by = f(x9) =0,
po XL A=Ix0, AT fr) = fxo) _1-0_,
! X1 —Xo X1 — X0 1-0 ’
oo~ S (x) = f(xp) 1-0
b :[xlaz;f]_[x091;xlalf]:f(xl) X1 — Xo :2_1_0:
2 X1 —Xp X1 —Xp 1-0 ’
b :[xlaz;xzal;f]_[xoal;xlaz;f]
’ X2 — X0
[xl,l;xz,l;f]—[x1,2;f]_[x1,2;f]—[x0,1;x1,1;f]
Y2 T X X1~ X

X2 —XO



S (x2) = f(x1)

f(x1) = f(x0)

- f(xp) f(x) -

Xy — X _ 27N
B Xy — X X1~ X0
- Xy = X
0-1 1-0
2-1 ° " 120
_ 2.1 -0 __,
2-0
b4:[xo,1;x1,2;x2,1;f]—[x1»2;x2’2;f]: :Z’
X2 = X0 2
bs:[xo,1;x1,2;Xz,Z;f]—[x1a2;xza35f]:“.:_Q,
Xy — X 4

zad. 16

Z wzoru (3.20) (zob. wyktad 5) wynika, ze

[rs =

‘pn+1( )‘

‘ f(l’l+1) (x) ‘
+ D! X e[a b]

W zadaniu mamy n = 3, fix) =Inx, a = 100, b = 103, wigc

Stad

fPm=-=

X

Pa(x) = (x = x0)(x — x1)(x — x3)(x — x3).

aponiewaz xy =100, x;

6
sup | )=
x €[100, 103] 10

=101, x, =102, x3 =103 1 x=100,5, wigc

(1

| 4 (x)|=](100,5-100)(100,5—101)(100,5 - 102)(100,5—-103)|=0,5-0,5-1,5- 2,5.

Po podstawieniu do wzoru (1) mamy

‘r(x) ‘ <

zad. 17
Oznaczmy

Nalezy wykazac, ze

dla kazdegoi=0, 1, ...

6

—05-05-15-2,5~2,344. 1077,
100% - 41

k(x) = g(x) + 2" [g(x) - h(x)].
Xn — X0

k(x;) = f(x;)

2



Dla i = 0 mamy

Xg — X
k(xo) = g(x0) +~2—g(x) = h(x0 0] = (o) + 0= g(xo) = / (¥0):
n~— 0
bo funkcja g interpoluje funkcj¢ f'w punkcie x.

Dla i = n otrzymujemy

k(x,) = g(x,) + 200 [g(x ) = h(xp)]= 8(xy) = g(xy) + M) = hxp) = f(x),

‘x}’l
gdyz funkcja A interpoluje fllnkCJQ S w punkcie x,,.
W punktach x; dlai=1,2,...,n - 1 obie funkcje g i /4 interpoluja funkcj¢ /. Zatem dla tych war-
tosci i mamy

k(x;) = g(x;) + > ’[g(X) h(x;)]= f(X)+ xl [f (i) = f(x)]

Xn —

= f(x) + 20— 0= £(x;).

Xn — X0
Tym samym wykazalis$my, ze funkcja k interpoluje funkcj¢ f'we wszystkich punktach x



