Il. NUMERYCZNA REALIZACJA OBLICZEN
NA WIELOMIANACH
| FUNKCJACH WYMIERNYCH

2.1. Reprezentacje numeryczne wielomianéw i funkcji wymiernych

W wielu zagadnieniach numerycznych (m. in. w interpolacji, aproksymacji, catkowaniu nu-
merycznym, rozwiazywaniu zagadnienia poczatkowego rownan rézniczkowych zwyczajnych)
wykorzystuje si¢ w r6zny sposob wielomiany i funkcje wymierne. Sposob reprezentacji takich
funkcji jest istotny dla optymalizacji kosztu obliczen w tych zagadnieniach.

Wielomiany i funkcje wymierne moga by¢ reprezentowane w komputerze w trojaki sposob:

® w postaci naturalnej,
® w postaci Newtona,
® jako kombinacja liniowa wielomianow ortogonalnych.

W postaci naturalnej wykorzystuje si¢ nastgpujace wzory dla przedstawienia wielomianu
w(x) 1 funkcji wymiernej v(x):

n .
Z a; xl
w(x) = iaixi , v(x)= L.
i=1 Z bi X
i=0
Dla reprezentacji wielomianu w(x) w tej postaci potrzeba n + 1 miejsc pamigci (w celu zapa-
migtania wspolczynnikow a, ), a dla funkcji wymiernej —n +m + 1 (mozna licznik 1 mianownik
podzieli¢ przez a; # 0 1 wspotczynnik przy najwyzszej potedze x w liczniku bgdzie rowny 1).
Posta¢ naturalna wielomianu w(x) jest zarazem jego rozwinigciem Maclaurina, w ktérym
~ w® (0)

: il

Postac ta jest wygodna przy obliczaniu pochodnych i catek wielomiandéw. Na przyktad, w celu
obliczenia pochodnej rzedu £ mamy

(i+h)!

i! '

n—k
w® (x) = Zbixi, gdzie b, =
i=0

Posta¢ Newtona wielomianu jest nastgpujaca:
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wx) =Y bpi(x),
i=0

gdzie
i—1
pox)=1, pi(x)=(x-xx)(x-x7)...(x=x;_;) = H (x-x;), i=12,...,n,
k=0
przy czym x,, x;,..., X, oznaczaja dane liczby. Wielomiany p, (i =0,1,...,n) tworza bazg

przestrzeni wielomianéw. Do reprezentacji numerycznej wielomianu w postaci Newtoa potrzeba
2n + 2 miejsc pamigci.

Wielomiany moga by¢ takze przestawiane w postaci kombinacji liniowej wielomianéw orto-
gonalnych, ktore takze tworza bazg przestrzeni wielomianow. Wielomianami takimi sa, na przy-
ktad, wielomiany Czebyszewa T, pierwszego rodzaju zdefiniowane zaleznos$ciami

Thix)=1, TT1(x)=x, T(x)=2xT,_(x)-T_,, i=2,3,....

Dowolny wielomian stopnia » mozna wowczas przedstawi¢ w postaci
n
w(x) = ) 6T (x).
i=0

Do reprezentacji numerycznej wielomianu w postaci kombinacji liniowej wielomianéw ortogo-
nalnych potrzeba n + 1 miejsc pamigci (w celu zapamigtania wspotczynnikow c¢;).

2.2, Algorytm Hornera

Wielomian

n
w(x) = Zaixi
i=0

mozna przedstawi¢ nastgpujaco:
w(x)=(...(a,x+a,_|)x+...+a;)x+a,. 2.1
Z zapisu (2.1) wynika sposob obliczania warto$ci wielomianu w(x), zwany algorytmem Hor-

nera.

w,i=a,, 55
wyi=wy Xx+a, dla k=n—1,n-2,...,0. 22)

Mamy przy tym w(x) = wy.
Dla algorytmu (2.2) udowodniono nastgpujace
Twierdzenie 2.1. Algorytm Hornerajest jedynym algorytmem, ktory minimalizuje liczbe doda-

wan i mnozen przy obliczaniu wartosci wielomianu danego w postaci natu-
ralnej.
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Przyklad 2.1

Stosujac algorytm Hornera znalez¢ warto§¢ wielomianu w(x) dla x = 2, jesli
w(x) = x3 —2x? —5x+5.

Zgodnie z algorytmem (2.2) wyznaczamy kolejno
W3 = a3 = 1,
Wy =Wix+a, =1-2+(-2)=0,
wy =wyx+a; =0-24 (-5 =-5,
Wy =wix+a,=-52+5=-5.

Zatem w(2) = w, = 5. u
Algorytm Hornera ma takze inng interpretacjg. Stuzy on bowiem do dzielenia wielomianu

w(y) przezdwumian y — x. Jesli porownamy wspotczynniki przy tych samych potegach zmien-
nej y w rownosci

n n—1
D ayt = [ Zbkﬂy"](y x)+ by,
k=0 k=0

to otrzymamy
ap =by —by, ¥,

czyli
bk :bk+1x+ak.

Zatem z (2.2) wynika, ze b, =w,;. Algorytm Hornera wyznacza wigc oprocz wartosci
w(x) = w,, takze wspotczynniki b,,b,,...,b, ilorazu z dzielenia w(y) przez y— x.

n

Przyklad 2.2

Jaki wielomian jest ilorazem z dzielenia wielomianu w z przyktadu 2.1 przez dwumian x - 2?
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, napiszmy wielomian ze wspomnianego przyktadu jako wielo-
mian zmiennej y:

w(y) :y3 —2y2 -5y +5.

Szukamy ilorazu z dzielenia tego wielomianu przez y - 2, a wigc w podanym wyzej algorytmie
nalezy przyja¢ x = 2. Poniewaz wspotczynniki b, ilorazu sa rowne wspotczynnikom w; (=1,
2, 3), a te ostatnie wyznaczyliSmy w przyktadzie 2.1, wigc iloraz ma postac¢

v(y)=y* =5,

Wspotczynnik b, = w, = -5 jest reszta z tego dzielenia. u
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Algorytm Hornera mozna takze stosowa¢ do obliczania znormalizowanych pochodnych
w(x) . ) e ) ) )
— wielomianu w(x). Jesli wielomian zapiszemy w postaci

J!

w(y) = (y—x) v(»)+7r(p), (2.3)

gdzie r(y) oznacza wielomian stopnia mniejszego od j, to po j-krotnym zrézniczkowaniu z za-
leznosci (2.3) dla y = x mamy
w (x) = j1v(x).

Wspotczynniki wielomianu v 1 warto$¢ v(x) obliczamy dzielac wielomian w 1 kolejno otrzymy-

wane ilorazy % (k=1,2,...,j - 1)przez y— x algorytmem Hornera.
y—Xx

Poprzez indukcje matematyczna wzgledem m mozna udowodnic¢

Twierdzenie 2.2. Stosowanie algorytmu Hornera do obliczenia m < n poczqtkowych znorma-

w) (x)
lizowanych pochodnych ——— wielomianu stopnia n wymaga

J!

m
(m + 1)(7’1 - 5)

dodawan i mnozen.

Przyklad 2.3

Obliczmy wartos$ci wszystkich znormalizowanych pochodnych w punkcie x = 2 wielomianu
z przyktadu 2.1. Wykonujac obliczenia bez stosowania algorytmu Hornera mamy

"2
i
w"(x) = 6x—4 W) _y,
21
" 2
w"(x)=6 W ):1.

3!

Zastosujmy teraz algorytm Hornera. W celu wyznaczenia warto$ci znormalizowanej pochodne;j
rz¢du pierwszego danego wielomianu, dzielimy wielomian w(y) (dany wielomian rozpatrywany
jako wielomian zmiennej y) przez y - 2. Mamy (zob. przyktad 2.2)

vi(y)=y* =5,
Wartos¢ v,(2) obliczamy algorytmem Hornera:
W2 = 1,
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iwidzimy, ze w, = wl('2) . Wielomian v, (y) jestilorazem M Dzielimy teraz v, (y) znowu

przez y - 2 algorytmem Hornera. Wspotczynniki nowego ilorazu sa rowne obliczonym juz
wspotczynnikom w; (i =1, 2). Zatem
va(¥) =y +2.
Stosujac ponownie algorytm Hornera do obliczenia v, (2) otrzymujemy
Wl = 1,

WO :Wl '2+2:4.

"(2 . . o .
Tym razem w, = W—(), a wielomian v, (y) jest ilorazem % Jedyny wspotczynnik
y—=2
wielomianu v, (y) saréowny w,, czyli
vi(y) =1
. . w'"(2) o . . . .
1oczywiscie v5(2) = T Obliczajac wszystkie znormalizowane pochodne wielomianu w(x)

w punkcie x = 2 wykonali§my 6 dodawan i tyle samo mnozen. u

2.3. Algorytm Shaw-Trauba

Algorytm ten jest stosowany do obliczenia wszystkich lub wielu pochodnych wielomianu.
Jest on wowczas istotnie tanszy od algorytmu Hornera.

Niech wielomian w(x) stopnia n dany bedzie w postaci naturalnej. Zatdézmy, ze x # 0. Niech
n+ 1= pq, gdzie p 1 g oznaczaja pewne liczby naturalne. Okre$§lmy funkcje pomocnicze:

0, dla jmodg #0,

s(j)=(m-j)modg, r(j)={ j=0,1,...,n,

q, dla jmodg =0,
gdzie a mod b oznacza resztg z dzielenia a przez b.

Algorytm Shaw-Trauba polega na wyznaczeniu elementéw tablicy 7/ zgodnie z nastepuja-
cymi wzorami:

-1 s(i+1 .
1; :an_l-_lx( ) i=0,1,...,n—1,

T]-j=anxs(0), j=0,1,...,m, (2.4)
T/ =T/ 7'+ 7/ x" D j=0,1,....m, i=j+1,j+2,...,n

Okazuje sig, ze _
Tj — W(J) (x) xjmodq
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Liczba dodawan w algorytmie (2.4) wynosi (m+ l)(n — ﬂ). Po obliczeniu T,/ w celu wyzna-
)]
czenia w—'(x) nalezy wykona¢ m— [ﬂ} dzielen. Ogolna liczba mnozen i dzielen potrzebnych
J!

do obliczenia m poczatkowych znormalizowanych pochodnych wynosi
n—l+q+m—(m+2)p+i(p+l)
q 2
(dowdd indukcyjny wzgledem m).
Dla g =1 otrzymujemy algorytm Hornera. W przypadku, gdy ¢ =r + 1 mamy algorytm, ktory

wymaga (m+ l)(n — %) dodawan, 2n - 1 mnozen i m dzielen. Mamy wowczas algorytm o naj-

mniejszej znanej liczbie dziatan, ktory jest optymalny ze wzgledu na liczbg mnozen. Shaw
0))
w (%)

]
mniej 27 - 1 mnozen. Algorytm Shaw-Trauba jest numerycznie poprawny.

1 Traub udowodnili bowiem, ze w celu obliczenia dlaj=0, 1, ..., m. Potrzeba co naj-

Przyklad 2.4

W przyktadzie 2.3 wyznaczyliSmy algorytmem Hornera warto$ci wszystkich znormalizowanych
pochodnych w punkcie x = 2 wielomianu z przyktadu 2.1. Znajdzmy teraz te wartosci algo-
rytmem Shaw-Trauba.

Najpierw wybieramy liczby naturalne p i g tak, by n + 1 = pg. W naszym przypadku n = 3, czyli
pq = 4. Mozemy zatem za p i g przyjac nastepujace wartosci: p=4ig=1lubp=¢g =2 lub
p=11g=4. W przypadku, gdy ¢ =4 otrzymujemy algorytm o najmniejszej znanej liczbie mno-
zen. Rozwazmy zatem ten przypadek.
Okreslamy funkcje s(j) i (j):
s(j))=(3-j)mod4, ;j=0,1,2,3,

czyli

3, dla j=0,

2, dla j=1,

I, dla j=2,

0, dla j=3,

s(j) =

) 0, dla jmod4 =0,
r(j) = . B
q, dla jmod4 =0,

czyli
Gy [0 dim =123,
"1 4, dla j=o.
Mamy

7;—1 _ az,,-xs(iﬂ) , i=0,1,2,

czyli
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' =g =-2.22=2.2.2=-38,
' =ax*® =-5.2" =10,
Tz_l _ aoxS(3) =5

i do wyznaczenia T, ' potrzebne byty 2 mnozenia, 7;"' — 1 mnozenie, a przy wyznaczaniu 7, '
nie byto potrzebne zadne dziatanie. Dalej mamy

ij:anS(O):1.23:1.2.2.2:8’ j:0,1,2,3

i wydawac by si¢ mogto, ze do wyznaczenia tych wartosci potrzebne jest wykonanie 3 mnozen.
Poniewaz jednak x*¥ = x*( . x awarto§¢ x*V zostato juz obliczona wcze$niej, wigc wystar-
cza tu 2 mnozenia. Nastgpnie mamy

L= T2 20,123, =3

Dla kazdej mozliwej warto$ci i orazj mamy (i - /)= 0, a wigc zawsze 2"~/ = 1. Otrzymujemy
wigc
=1+ 70 =-8+8=0,

=T +7=-10+0=-10,
W=T'+7)=5-10=-5,
T =T"+T=0+8=8,
=T +T5 =—10+8=-2,
T$=T) +T} =8+8=16.
Do obliczenia tych warto$ci wystarczyto wykonaé¢ 6 dodawan. Zatem do obliczenia
7 =D moas 5
3 ]! ° ] 9“9~y
wykonali$my 5 mnozen i 6 dodawan. Mamy
Tl — W’(Z) 211’110(14 — W,(z) '2
T 1!
w'(2)

i aby obliczy¢ T trzeba jeszcze wykona¢ 1 dzielenie. Ponadto

a wigc dodatkowo trzeba wykonac 2 dzielenia,

T33 z%fz)zhnm” ZL?).ZQ.Q

1 potrzebne sa jeszcze 3 dzielenia. Jednak zgodnie z podanym wzorem liczba dzielen wynosi

m—{ﬂ}=3—[%}=3, a my otrzymaliSmy 6 dzielen. Jesli jednak uwzglednimy fakt, Ze
q
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22mod4 _ 55 4 to juz policzylismy oraz 23™°4* =250 j to tez juz policzyliémy, to faktycz-

nie okaze si¢, ze wystarczy wykonac tylko 3 dzielenia.

Zadania

1. Stosujac algorytm Hornera znalez¢ w(1) dla wielomianu
w(x) = xt +x3 —4x? —3x+3.

2. Jaki wielomian jest ilorazem z dzielenia wielomianu z zadania 1 przez dwumian x - 1?

3. Zapomoca algorytmu Hornera znalez¢ wartos$ci wszystkich znormalizowanych pochodnych
w punkcie x = 1 wielomianu z zadania 1.

4. Stosujac algorytm Hornera znalez¢ wartosci wszystkich znormalizowanych pochodnych
wielomianu

w(x)=4x4 —2x%+x-3

w punkcie x = - 1.

5. Za pomoca algorytmu Shaw-Trauba znalez¢ warto$ci wszystkich znormalizowanych
pochodnych wielomianu z zadania 1 w punkcie x = 1. Rozwazy¢ r6zne mozliwosci doboru
liczb naturalnych p i q.



