Elementy analizy numerycznej
wykiad 3
zadania

str. 20 zad. 1
Wielomian jest stopnia czwartego, zatem kolejno obliczamy

Wy =ay =1,

w3 =wyx+az=1-1+1=2,

Wy =wsx+a, =2-1+(-4)=-2,
wy=wyx+a;=-2-1+(-3)=-5,
wo=wix+ag=-51+3=-2.

Warto$¢ wspotczynnika w, jest szukang warto$cia danego wielomianu w punkcie 1.

str. 20 zad. 2
Wielomian zapisujemy jako wielomian zmiennej y:

w(y)=y4+y3—4y2—3y+3.

Szukamy ilorazu z dzielenia tego wielomianu przez y — 1, a wigc w algorytmie nalezy przyjaé
x = 1. Poniewaz wspoétczynniki b; ilorazu sa rowne wspotczynnikom w; (i=1, 2, 3, 4), a te
ostatnie wyznaczyliSmy w zadaniu 1, wigc iloraz ma postac

3 2
v(y)=y  +2y° —-2y-5.
Wspotczynnik by = wy = -2 jest reszta z tego dzielenia.

str. 20 zad. 3
W celu weryfikacji warto$ci znormalizowanych pochodnych otrzymanych algorytmem Hornera
wyznaczmy je najpierw w zwykty sposéb. Mamy

w(x)=x4 +x3-4x? -3x+3 = w(l)=-2,

w'(x)= 4x3 +3x2 -8x-3 = W;('l) =4,
wir=12x2 +6x-8 = 2D _5
w(x)=24x+6 = W3—'(1) =5,

w®) x)=24 = @ =1

W zadaniu 1 wyznaczyli§my algorytmem Hornera wartos¢ w(1) = -2. W celu wyznaczenia
w'(l)
1!

= w'(1) wielomian w(y) dzielimy przez y - 1 algorytmem Hornera. Wykonalismy to



w zadaniu 2, wigc mozemy napisac, ze iloraz ten jest rowny

3 2
viy) =y +2y° -2y-5.

Dalej obliczamy vy (1) algorytmem Hornera. Mamy

W3=1,
W2:1'1+2:3,
wp=3-1-2=1,

W0=1'1—5=—4.

Obliczona warto$¢ wspotczynnika w( powinna by¢ rowna w'(1) i widzimy, ze tak jest. Aby

w'(2) _ w"(2)
2t

nera. Ale wspotczynniki tego ilorazu sa rOwne wyznaczonym juz wspotczynnikom w; (i =1,

2, 3). Mozemy zatem od razu napisac ten iloraz:

wyznaczy¢ , nalezy najpierw podzieli¢ v|(y) przezy - 1 algorytmem Hor-

2
v()=y"+3y+1
Obliczamy v, (1) algorytmem Hornera. Mamy

11%) =1,
wy=1-1+3=4,
wo=4-1+1=5

"
1widzimy, ze warto$¢ wspotczynnika wy jestrowna

. Kolejnym dzieleniem powinno by¢

podzielenie v, (1) przezy - 1. Wykorzystujemy znowu fakt, ze wspotczynniki tego ilorazu sa
rowne ostatnio wyznaczonym wspotczynnikom w; (i =1, 2). Iloraz jest zatem nastgpujacy:

v3(y)=y+4.

Stosujac ponownie algorytm Hornera wyznaczamy v (1):

wy = 1,
wo=1-1+4=5
" 1 nr 1
i mamy wq = W3'( ) = ( ). Iloraz z dzielenia v3(y) przezy - 1 ma posta¢

va(y) =1L

w® 1 w® (1)
4! 24

s

okresla liczbe dodawan i mnozen, ktora nalezy wykonac, by algorytmem Hornera znalez¢ m po-
czatkowych znormalizowanych pochodnych wielomianu stopnia n. W naszym przypadku m = 4

Jest oczywiste, ze vq (1) =wy =1= . Wzér




i n =4, wigc, zgodnie z tym wzorem, nalezalo wykonaé¢ 10 dodawan i 10 mnozen. Mozemy to
sprawdzi¢ przez policzenie wszystkich wykonanych dodawan i mnozen.

str. 20 zad. 5

Najpierw wybieramy liczby naturalne p i g tak, by n + 1 = pq, gdzie n oznacza stopien wielo-
mianu. Z teorii wiadomo, ze dla ¢ = n + 1 mamy algorytm optymalny ze wzgledu na liczbg mno-
zeh. Niech zatem p = 11 ¢ =5 (bo n = 4). Mozliwy jest jeszcze przypadek p =51 g = 1, ktory
nalezy przeliczy¢ samodzielnie. Nastepnie okreslamy funkcje pomocnicze

0, dla jmodqg #0,

s(j)=(n-j)mod 1 r())= '=0,1,...,n.
() =n-)) q (/) {q, dla jmod g =0, J

W naszym przypadku funkcje te maja nastgpujace postacie:

4, dla j=0,
3, dla j=1,
s(j)=42, dla j=2,
I, dla j=3,
0, dla j=4,

dla jmod5#0, czyli dla j=1,2,3,4,
rJ)= {5 dla jmod5=0, czyli dla j=0.
Wyznaczamy elementy tablicy T~J . Mamy
T =ay ;1 x"0D =5 x50D dla 1=0,1,2,3,
czyli
Tyl =a3x* D =1.1°=1-1.1-1=1,
Tl =a,x® =417 =—4.1.1= -4,
l=a®® =311 =3,
T3_1 =a xs(4) =

Zauwazmy, ze w celu wyznaczenia 73 ! hie trzeba wykonywac zadnych dziatan, w celu wyzna-
czenia 7, = nalezy wykona¢ jedno mnozenie, 77 I dwa mnozenla 1 mogiob\)/ wydawac sig, ze
do wyznaczenia T ~ nalezy wykonac¢ trzy mnozenia. Poniewaz x® - x, wige korzy-
stajac z wczesniej wyznaczonej wartosci x° ) wystarcza tu tylko dwa mnozenia. Zatem razem
wykonali$my dotad 5 mnozen. Dalej mamy

T‘]‘/:a4xs(0):114:11111:1 dla j:091323394

imogloby wydawac sig, Ze trzeba tu wykonac cztery mnozenia. Jesli jednak skorzystamy z faktu,
ze x*V = x*"W . x iuwzglednimy wczesniej wyznaczona warto$é x>\, to wystarcza tylko
dwa mnozenia. Pozostate elementy tablicy obliczamy z wzoru

7/ =7/7" + 77 x") dla j=0,1,2,3,4 oraz i = j+ (1)4. (1)



Zauwazmy, ze dla podanych wartos$ci j oraz i mamy zawsze »(i - j) = 0, co oznacza, ze zawsze
x"=7) =1 iwe wzorze (1) mnozenie nie wystepuje (dodajemy tylko dwa wezesniej obliczone
elementy tablicy). Mamy

=T+ =1+1=2,
=T+ =1+1=2,
=T"+T7=-4+2=-2,
=T '+ T =3+ (-2)=-5,
=T + T =3+(-5=-2,
T =1+T=2+1=3,
=T +T) =2+3=1,

T =T +T =-5+1=-4,
I3 =T +T5 =3+1=4,

TP =T3 + T =1+4=5,

TP =T +T5 =4+1=5

Do wyznaczenia tych elementéw trzeba byto wykona¢ tylko 10 dodawan. W celu wyznaczenia

@)
w _'(1) korzystamy z wzoru
J!
- D) (1) . imods
T/ :f'.lfmo dla j=1,2,3,4,
J!

bo w naszym przypadku x = 1. Mamy

1 aby obliczy¢ w'(1) trzeba wykona¢ jedno dzielenie,
22 WD 2meas_ w'(1) 2 _w'(D
=" = 17 =
pA 2! 2!
i dodatkowo trzeba wykona¢ dwa dzielenia,

1.1

1 trzeba wykona¢ jeszcze trzy dzielenia,

(4) (4) (4)
4! 4! 4!

i dodatkowo trzeba wykona¢ cztery dzielenia. Ale zgodnie z teoria (zob. wzor z wyktadow) dzie-

len powinno by¢ m = 4. I tyle dzielen faktycznie nalezy wykonac¢, bo



12 mod 5 _ 1s(2) ’

13 mod 5 _ ls(l) ’

14 mod 5 _ ls(O) i
a wszystkie wartosci wystepujace z prawej strony réwnosci zostaly juz policzone. Sa zatem tylko
cztery dzielenia. Zauwazmy, ze liczba mnozen jest mniejsza niz w przypadku algorytmu Hornera

(zob. poprzednie zadanie). Rozwazany przypadek algorytm Shaw-Trauba (¢ = n + 1) jest opty-
malny ze wzgledu na liczbg mnozen.



