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Wyktady sa przeznaczone wytacznie do indywidualnego uzytku przez studentéw informatyki Politechniki Poznan-
skiej. Nie moga by¢ one powielane i rozpowszechniane ani w catosci, ani we fragmentach za pomoca urzadzen
elektronicznych, mechanicznych, kopiujacych, nagrywajacych i innych, w tym rowniez nie moga by¢ umieszczane
ani rozpowszechniane w postaci cyfrowej zardbwno w Internecie, jak i w sieciach lokalnych.



. PODSTAWOWE POJECIA ANALIZY NUMERYCZNEJ

1.1. Stato- i zmiennopozycyjne przedstawienie liczby

Liczby sa reprezentowane w komputerze przez skonczona liczbg cyfr ich rozwinig¢ pozycyj-
nych (podstawami sa najczesciej 2, 8 lub 16). Wyrdézniamy dwa sposoby reprezentacji liczb:
® stalopozycyjny,
® zmiennopozycyjny.

W reprezentacji stalopozycyjnej dowolna liczbg catkowita / mozna przedstawi¢ w postaci roz-
winigcia podstawy. Zaktadajac, ze podstawa jest liczba 2 mamy

I=z) ¢2', ¢,#0dlal#0,

i=0

gdzie z oznacza znak liczby (+1 lub - 1), a e; = 0 lub 1. Jesli dla reprezentacji stalopozycyjne;j
przeznaczono w komputerze d + 1 bitdéw, to liczbe / bedzie mozna przedstawic tylko wowczas,
gdy n <d.

Przyklad 1.1

W 32-bitowej implementacji jezyka Delphi Pascal dla liczb typu Integer przeznaczono cztery
bajty, czyli 32 bity. Jesli jeden bit przeznaczono na znak liczby, to najwigksza liczba, ktora moz-
na przedstawi¢ na pozostatych 31 bitach jest (n = 30)

2304220 4 421420 -2147 483 647.

Najmniejsza liczba nie jest jednak (w zapisie dziesigtnym)
—2147 483647,

gdyz liczby ujemne sa zapisywane w tzw. kodzie uzupetnieniowym. W kodzie tym liczby ujemne
sa przedstawiane w postaci cyfr reprezentujacych liczby jakie otrzymuje si¢ odejmujac wartosci
bezwzgledne danych liczb od 2. Dlatego najmniejsza liczba typu Integer jest

—2147 483 648,
ktora w komputerze na czterech bajtach jest zapisana nastgpujaco:

10000000 00000000 00000000 00000000.

Aby z zapisu liczb ujemnych w kodzie uzupetieniowym otrzymac liczb¢ w zwyktym zapisie,
nalezy na wszystkich bitach poza pierwszym zamieni¢ cyfry O na 1, cyfry 1 na 0, a nastgpnie do-
da¢ jedynke¢ dwojkowa. u
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W zapisie stalopozycyjnym moga by¢ reprezentowane nie tylko liczby catkowite. Na przyktad
w jezyku Delphi Pascal w postaci takiej sa pamigtane liczby rzeczywiste typu Currency. We-
wnetrzny zapis jest taki, jak liczb typu Integer, tyle ze na o$miu bajtach, a nie na czterech, ale
cztery najmniej znaczace cyfry sa interpretowane jako cyfry po kropce dziesigtne;.

W przedstawieniu zmiennopozycyjnym, zwanym znormalizowanym przedstawieniem potlo-
garytmicznym, dowolna liczbe x # 0 przedstawia si¢ w postaci

x=z2m,

gdzie z oznacza znak liczby, ¢ — cechg (jest to liczba catkowita), a m oznacza mantyse, ktora jest
liczba rzeczywista nalezaca do przedzialu
1
1)
2

Liczba zero jest na ogot reprezentowane stowem o wszystkich bitach rownych 0.

Zatozmy, ze stowo do zapisu liczby rzeczywistej w przedstawieniu zmiennopozycyjnym ma
dlugo$¢ d + 1 bitdéw. Jesli ¢ bitdw przeznaczy si¢ do zapisu mantysy, to na zapis cechy w sposob
stalopozycyjny pozostanie d - ¢ bitow (jeden bit jest przeznaczony do zapisu znaku liczby). Przy
takim podziale zamiast

0

—i

m:Z e_;2 ",
i=1

gdziee ,=1oraze;=01lub I dlai> 1, zapamigtywanych jest w komputerze tylko ¢ poczat-
kowych cyfr dwdjkowych mantysy. Zaktadajac, ze mantysa zostata prawidlowo zaokraglona do
t cyfr mamy

t
- —t
I’I’lt :Z 6712 ! +ei(t+1)2
i=1

1 stad

I -
|m—mt |SE-2 .

Reprezentacj¢ zmiennopozycyjna liczby x oznaczamy przez rd(x). Z definicji

rd(x)=z2m,.

Mamy przy tym
rd(x)—x <o,
X
co mozna tez zapisa¢ nastgpujaco:
rd(x) = x(1+¢), gdzie || <27". (1.1)

Liczbe eps = 27" nazywa si¢ dokladnosciq maszynowq.
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Liczba cyfr mantysy decyduje o doktadnos$ci zmiennopozycyjnego przedstawienia liczb,
aliczba cyfr cechy okresla zakres reprezentowanych liczb. Zaktadajac, ze cecha jest zapisywana
w zwyktym kodzie dwojkowym (nie w kodzie uzupetnieniowym) mamy

e [_ 2d—t—1’2d—t—1] im e [%, 1) ,

a wigc w komputerze mozemy przedstawi¢ w zapisie zmiennopozycyjnym liczbg 0 oraz liczby
x # 0, dla ktorych

1 _nd-t-1 d—t-1
—277 <|x|<2?
2
nadmiar niedomiar nadmiar
k d—t-1 i d—t-1 i d—1—1 ;)—t—l g
2 1,2 1 .2 2
- -=2 0
2 ) > 2 2

Rys. 1. Zakres liczb rzeczywistych reprezentowanych w komputerze

Zakres liczb w okolicy zera, ale bez zera, ktore nie moga by¢ reprezentowane w komputerze
nazywa si¢ niedomiarem, a zakresy liczb z przedziatow

(o =22 i 227 v )

nazywa si¢ nadmiarem. Jesli wynik operacji arytmetycznej wykonywanej w komputerze ,,wpad-
nie”’ do niedomiaru, to na og6t standardowo przyjmuje sig, Ze jest on rowny zero i ewentualne
dalsze obliczenia sa kontynuowane. Gdy wynik taki ,,wpadnie” do nadmiaru, to obliczenia sa
przerywane 1 nastgpuje sygnalizacja bledu przekroczenia zakresu reprezentowanych liczb.
W pewnych sytuacjach pierwszy przypadek moze doprowadzi¢ do niepoprawnych interpretacji.
Przyktadem moze by¢ rozwiazywanie uktadu rownan liniowych, o ktérego wyznaczniku z teore-
tycznych rozwazan moze by¢ wiadomo, ze jest rozny od 0, a wigce ktorego rozwiazanie istnieje.
Jesli jednak wyznacznik ten bedzie na tyle maty co do wartosci bezwzglednej, ze jego wartos¢
(obliczona na komputerze) ,,wpadnie” do niedomiaru, to opierajac si¢ wylacznie na obliczeniach
komputerowych mozna doj$¢ do wniosku, Ze rozwiazanie uktadu rownan liniowych nie istnieje.

W wigkszosci wspotczesnych jezykodw programowania w reprezentacji zmiennopozycyjnej
liczb rzeczywistych cecha nie jest zapisywana ani w zwyktym kodzie binarnym, ani w kodzie
uzupetieniowym, lecz jest nieujemna liczba catkowita, ktora interpretuje si¢ odejmujac od niej
odpowiednia wartos¢ wynikajaca z liczby bitow przeznaczonych na ceche. Zyskuje si¢ w ten
sposob jeden bit (nie ma bitu przeznaczonego na znak cechy), co umozliwia interpretowanie
pewnych zapisoOw jako dodatniej 1 ujemnej nieskonczonosci (/nf) oraz tzw. nie-liczb (NaN).

Przyklad 1.2

W jezyku Delphi Pascal do zapisu liczb rzeczywistych w typie Single przeznaczono cztery bajty,
z czego jeden bit na znak liczby, 8 bitow (jeden bajt) na cechg i1 23 bity na mantysg. Wartos¢
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cechy zapisanej na 8 bitach nalezy do przedziatu [0, 255]. Jesli oznaczymy przez s znak liczby
(s=01lub 1), przez ¢ — cechg, a przez m — mantysg, to warto$¢ w liczby zapisanej w taki sposob
jest okres$lona nastgpujaco:

(-D)*2C 12D (Lm), gdy 0< c < 255,
(=1)*272(0.m), gdy c=01i m=#0,
w=14(=1)%0, gdy c=01im=0,
(-D?*Inf, gdy ¢=2551 m=0,
NaN, gdy ¢=2551m=0.

Oznaczmy przez A zbior liczb maszynowych, tj. zbior liczb rzeczywistych, ktore maja doktad-
na reprezentacje w komputerze. Wynik operacji na liczbach ze zbioru 4 nie musi by¢ liczba ma-
szynowa. Zwykle w komputerze zamiast matematycznych operacji dodawania (+), odejmowania
(=), mnozenia () 1 dzielenia (/) dla liczb x, y € A realizowane sa operacje @, ©, © 1 2. Operacja @
jest zdefiniowana nastgpujaco (podobnie sa zdefiniowane operacje o, © 1 @):

x@y=rd(x+y), x,ye€A,
skad po uwzglednieniu (1.1) mamy
x®y=(x+y)(l+¢), gdzie |E|£eps. (1.2)

Zauwazmy, ze dla operacji zmiennopozycyjnych nie obowiazuja reguly operacji arytmetycz-
nych. Na przykiad, dla x, y € 4 jesli

3]« L

b

to
x®y=nx.

Warto$¢ wyrazenia & obliczona w arytmetyce zmiennopozycyjnej przyjeto oznaczac przez
fl(@). Jest oczywiste, ze dla x, y € A mamy

A(x+y)=rd(x+y),

ale jeslix, y ¢ 4, to
Ax+y)=rd(x+y).

Na podstawie (1.1) i (1.2) mamy bowiem
Ax+y) =rd(x)®rd(y) =[rd(x)+rd(»))(1+¢)

—[x(1+ &) + (1 +e)](1+F) = (x+y)(1+”1+—y‘92j(1+5),
x+y

gdzie

|g1 [ €2 s g|£eps.

Dla operacji zmiennopozycyjnych nie zachodza prawa tacznosci i rozdzielnos$ci. Moze oka-
za¢ sig, ze dla liczb rzeczywistych a, b 1 ¢ mamy

fl(a+b)+c)# fl(a+(b+c)).
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Ostatnig zalezno$¢ mozna uogodlni¢: dwie rdzne, ale matematycznie rOwnowazne metody obli-
czania warto$ci pewnego wyrazenia w rachunku zmiennopozycyjnym moga da¢ r6zne wyniki.

1.2. Uwarunkowanie zadania, numeryczna poprawnos¢ i stabilnosé¢

Rozwazmy zadanie polegajace na obliczeniu dla danych

X=(X1,X0,...,X%,)
wyniku
Y= Y25 Vs
tj.
y=¢(x), ¢:R" >D—>R",
przy czym odwzorowanie ¢ jest ciagiem odwzorowan (algorytmem):
=0 0" Vo 0p®, gdzie p):D, > D, ,,i=0,1,...,r,
D./ = an’ Dy=D, D,,;cR"

Przyklad 1.3
Niech ¢(x,, x,,x5)=x; +x, +x;. Rozwazmy dwa algorytmy:

) n=x,+x,, y=n+x3,
2) n=x,4+Xx3, y=X,+1,
czyli dla pierwszego algorytmu mamy

0 X+ x| 2 1
(P( )(x1’x29x3): X eR”, ¢()(u19u2):u1+u2 €R,
3

a dla drugiego algorytmu jest

X1

0 2 1
go( )(xl,xz,x3): eR”, (o()(ul,u2):u1+u2 eR.

X + X3
Przy wykonywaniu obliczen w rac_hunku z;niennopozycyjnym zamiast y otrzymujemy
Y= AU +53) % x3) Tub y = fiC + (x; +x3).
Dla pierwszego algorytmu otrzymujemy
7= A+ x3) = (x5 + )1+ &),
;: ﬂ(7_7+ x3) = (7_7"' x3)(1+ &) =[x+ x)(+ &)+ x3](1+ &)

Xp+ Xy + X5

Obliczmy btad wzgledny wyniku. Mamy
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- X +Xx . X +Xx
e =2Y__ThH g+g)+e=—">1-2

Y y X| + Xy + X3 X| + Xy + X3

gl+1'82,

gdzie symbol = oznacza ,,w pierwszym przyblizeniu”. W drugim algorytmie dostaniemy

L X, +X
=483+1~54,
X| + Xy + X3

<P

gdzie | & | <eps (i=1,2,3,4). Wspolczynniki przy ¢; nazywajq si¢ wspotczynnikami wzmoc-
nienia 1 okreslaja wptyw bledow zaokraglen na btad wyniku. Oczywiscie lepszy jest ten algo-
rytm, dla ktorego wspotczynniki te sa mniejsze. W przypadku dodawania w arytmetyce zmienno-
pozycyjnej trzech liczb oznacza to, ze najpierw nalezy doda¢ dwie mniejsze liczby. n

Powyzszy przyktad pokazuje w jaki sposob bledy zaokraglen wptywaja na btad wyniku. Na-
lezy jeszcze zbada¢ wpltyw btedow danych wejsciowych. Zatozmy zatem, ze zamiast doktadnych
warto$ci x, mamy wartosci przyblizone X;. Oznaczmy przez

4

blqd bezwzgledny warto$ci x;, a przez
Ax; )
g, = . (x; #0)

biqd wzgledny tych wartoSci.

Stosujac algorytm ¢ otrzymujemy zamiast wartosci y = ¢(x) warto$¢ y = ¢(X). Rozwazmy
btad bezwzgledny wartosci y; (i=1,2, ..., m.). Korzystajac ze wzoru Taylora dla funkcji wielu
zmiennych mamy

n Of) a
Ayi:JN’i‘yz':(Pi(f)‘?i(x)iz(fj_ (DI(X) Z %(X)
j=1 =1

Stad
C X é’@i(x)
Z PYER S (1.3)

1

Definicja 1.1. Wielkosci charakteryzujace wplyw zaburzen danych na zaburzenia rozwiazania
nazywamy wskaznikami uwarunkowania zadania. Jesli wielkosci te sa co do war-
tosci bezwzglednej duze, to mowimy, ze zadanie jest zle uwarunkowane.

Dla algorytmu y = ¢(x) wskaznikami uwarunkowania sa wielkosci

X 2¢;(x)

@i (x) Ox;
Jestto m-n liczb. Gdy wielko$ci m 1 n sa duze, postugiwanie si¢ tak wielka liczba wspotczyn-
nikow uwarunkowania staje si¢ uciazliwe. Dlatego czgsto korzysta si¢ z prostszej definicji
wskaznika uwarunkowania, ktory jest pojedyncza liczba.

i=L2,....m, j=12,...,n
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Definicja 1.2. Wskaznikiem uwarunkowania zadania nazywamy liczbg ¢, dla ktorej

le® -0 _ [5-x]

< , X, o(x)=#0.
[ oo [ <]
Symbol ||| oznacza norme'.
Z wzoru (1.3) mamy
¢(X1, x2) =X X = Ex,x, = &y, + €y,

go(xl’XZ):xl /X2 = gxl/xz =gx1 _gxz’

X X

P

P
X £ x, X £ x,

Xy 2

¢(x1’x2):x1ix2 = gxlixzi

xtx, #0.

Wynika stad, ze przy mnozeniu i dzieleniu wzgledne btedy danych stabo przenosza si¢ na wynik.
Przy dodawaniu lub odejmowaniu mate bigdy wzgledne danych moga powodowac duzy btad
wzgledny wyniku.

Przyklad 1.4

Niech
x; =1,0005, ¥, =1,001, x, =-1,0004, X, =—1,000.
Mamy

g, =510, & =-4.10*,

X X

awiec bledy wzgledne danych sa mate. Btad wzgledny przy dodawaniu bedzie jednak duzy. Ma-
my bowiem

. 1,0005 5104 4= 1,0004

o e (—4-107%) >0, n

gxl +Xy

Jak juz wspomniano, zadanie numeryczne jest problemem polegajacym na wyznaczeniu wek-
tora wynikow y na podstawie wektora danych x przy zastosowaniu pewnego algorytmu ¢.

Definicja 1.3. Mowimy, ze zadanie jest dobrze postawione, jezeli wektor y jest jednoznacznie
okreslony dla przyjetego wektora danych x.

Niech ; oznacza obliczony numerycznie wektor wynikow y.
Definicja 1.4. Algorytm obliczania ; nazywamy poprawnie sformutowanym, gdy liczba nie-

zbednych dziatan nad wektorem danych x jest skonczona (cho¢ moze zaleze¢
od x).

! Zob. definicj¢ normy w dowolnym podreczniku z analizy matematycznej lub analizy funkcjonalne;.
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Przyklad 1.5

Niech bedzie dana liczba zespolona z = a + ib, gdzie i oznacza jednostke urojona. Nalezy obli-
1 L . .
czy¢—-.J ednym z algorytméw rozwiazujacych to zadanie moze by¢ nastgpujacy:
z
. b :
® oblicz 1 = — (tangens fazy liczby z),
a

® oblicz |z |2 =a’ +b* (kwadrat modutu liczby z),

1 1 1-¢2 1 1 -2t
® wyznacz Re| — | = oraz Im| — | =——+ .
2z 1+ NIt

z z

Powyzsze zadanie jest dobrze postawione, jesli a® +5? # 0. Oznacza to, ze dziedzing rozwia-
zania zadania jest D =R? — {(0, 0)}. Algorytm jest poprawnie sformutowany (mozna spraw-
dzi¢, ze jest w nim 11 niezbgdnych dziatan), ale nie dla kazdej pary (a, b) # (0, 0) mozna tym
algorytmem znalez¢ rozwiazanie. Podczas wykonywania obliczen na komputerze moze wystapic
btad dzielenia przez zero 1 blad nadmiaru. Jest oczywiste, ze pierwszy blad wystapi, gdy a =0,
ale btad dzielenia przez zero wystapi takze woéwczas, gdy liczba a begdzie wprawdzie rézna od
zera, ale tak mata, ze w komputerze bedzie reprezentowana przez zero (,,wpadnie” do niedomia-
ru). Ponadto, jesli najwigksza liczba, ktora mozna reprezentowa¢ w komputerze bedzie rz¢du np.
10%, to dla liczby b rzgdu 10* i liczby a rzgdu 10~ wystapi nadmiar (z uwagi na dzielenie b
przez a). Oznacza to, ze na komputerze zadanie moze by¢ rozwigzane w dziedzinie D c D, ale
niekoniecznie D = D. Zbior D zalezy przy tym od wtasciwosci komputera, a doktadniej od re-
prezentacji w nim liczb rzeczywistych. u

Definicja 1.5. Mowimy, ze algorytm ¢ jest numerycznie stabilny, jesli dla dowolnie wybra-
nychdanych x,, € D istnieje taka dokladnos$¢ obliczen ¢, ze dladoktadnosci o < &,
mamy x, € D(J) oraz

lim ¢(x,,8) = @(xp),
o0—>0

gdzie g_o oznacza algorytm ¢ zalezny od rodzaju arytmetyki komputera.

Innymi stowy powyzsza definicja mowi, ze algorytm jest numerycznie stabilny wtedy, gdy
zwigkszajac doktadnos¢ obliczen mozna wyznaczy¢ (z dowolna doktadno$cia) dowolne istnieja-
ce rozwiazanie zadania.

Przyklad 1.6

Algorytm z poprzedniego przyktadu, cho¢ poprawnie sformutowany, nie jest numerycznie sta-
bilny, gdyz dla a = 0 (bez wzgledu na wartos$¢ b) nie mozna nim wyznaczy¢ rozwigzania zadania

o .1 . . .
przez wzrost doktadnosci obliczen. Inny algorytm wyznaczenia — moze by¢ nastepujacy:
z

2 .2
® oblicz Re(l) _ e b oraz Im(i) —2ab

22) (a? +b2)2 22) (@ b2’
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ktory jest poprawnie sformutowany (wystgpuje w nim 9 dziatan) i jest przy tym numerycznie sta-
bilny. Stabilno$¢ wynika z ciagloéci podanych wzoréw przy zatozeniu a? +5b> # 0. u

Dla wielu zadan znane sa r6zne metody 1 algorytmy ich rozwiazywania. Sposrdod roznych al-
gorytmow chcieliby$my zawsze wybrac¢ najlepszy. Jednym z kryteriow wyboru moze by¢ jakos¢
otrzymanych rozwigzan. Innym waznym czynnikiem moze by¢ koszt danej metody mierzony
liczba obliczen, przy czym jesli porownamy tylko koszt znanych metod, to problemu nie roz-
strzygniemy. Znajomos¢ i zastosowanie najlepszej sposrdd znanych metod nie przeczy istnieniu
jeszcze lepszej metody.

Stosunkowo niedawno zaczgto poszukiwac 1 bada¢ metody optymalne. Przyjmujac za kryte-
rium liczbg dzialan arytmetycznych potrzebna do rozwiazania zadania, metoda optymalna bedzie
metoda minimalizujaca t¢ liczbg. Problemami istnienia i wtasno$ci metod optymalnych oraz ich
konstrukcji zajmuje si¢ dziat analizy numerycznej zwany ztozono$cia obliczeniowa. Okazuje sig,
ze wiele klasycznych metod nie spelnia postulatu optymalnosci i tylko dla niewielu prostych
zadan znamy metody optymalne.

Rozwazmy ponownie zadanie obliczenia
y=¢(x), ¢:R">D—>R".
Definicja 1.6. Wielkos¢

z(@, D) = sup z(9, x),
xeD
gdzie z(¢, x) oznacza minimalng liczbg dziatan potrzebna do obliczenia ¢(x),
nazywamy ztozonosciq obliczeniowq zadania y = @(x).

Definicja 1.7. Mowimy, ze zadanie y = ¢(x) ma n istotnych danych na zbiorze D, jesli istnieja
dane x = (xy, x,,..., x,) € D, dlaktérych zmiana dowolnej ze skladowych x;
(G=1,2,...,n)powoduje zmiang wyniku, tj.

3 v I x+tae;, e DA o(x)% o(x+ ae;),
xeD j=12,....,na J J

gdzie e; =(0,...,0,1,0,..., 0)” (j-ty wektor jednostkowy).

W przypadku, gdy algorytm oprécz dziatan arytmetycznych obejmuje tez dziatania logiczne
ograniczamy zbior D tak, aby wyniki tych dziatan nie zalezaly od x.

Udowodniono, Ze jesli zadanie y = ¢(x) ma n istotnych danych, to minimalna liczba dziatan
z(¢p, D) > n/2. Oznacza to, ze liczba istotnych danych okresla oszacowanie z dotu ztoZzono$ci
obliczeniowej. Oszacowanie to jest czgsto realistyczne, gdyz dla wielu zadan o » istotnych da-
nych znane sa algorytmy, ktore wymagaja wykonania Cn dziatan, gdzie C oznacza stalg rz¢du
jednosci. Istnieja jednak zadania, dla ktorych najtansze ze znanych algorytmow rozwiazuja je
kosztem wielokrotnie wigkszej liczby dziatan niz liczba danych.

Dalsze wiadomo$ci na temat zasygnalizowanych tu zagadnien mozna znalez¢ m. in. w pod-
recznikach [1]—[3], [5] 1 [6]. Na zakonczenie tego rozdzialu przytaczamy zestaw czynnikow,
ktoére nalezy bra¢ pod uwage przy numerycznym rozwigzywaniu dowolnego problemu. Mozemy
je podzieli¢ na cztery grupy i sprobowa¢ odpowiedzie¢ na kazde z podanych pytan.
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® Dane
© Jakie wielko$ci sa danymi rozwiazywanego zadania?
O Jakie przestrzenie danych i wynikow (ich struktury i normy) najlepiej odpowiadaja sensowi
fizycznemu rozwiazywanego zadania?
® Uwarunkowanie zadania
O Czy zadanie nie jest zbyt wrazliwe na zaburzenia danych?
O Czy w danej arytmetyce zadanie w ogdle mozna rozwigzac?
O Czy istnieje zadanie rownowazne danemu, ale lepiej uwarunkowane?
Przy odpowiedziach negatywnych na dwa ostatnie pytania nalezy stosowac arytmetyke
0 WyZszej precyzji.
® Jakos$¢ numeryczna stosowanego algorytmu
O Czy algorytm jest numerycznie stabilny?
O Czy algorytm jest numerycznie poprawny?
® Efektywnos$¢ stosowanej metody
O Jaka jest lub co wiemy o ztozono$ci obliczeniowej zadania?
O Jaka jest efektywnos¢ innych metod rozwiazujacych dany problem?
O Czy rozpatrywana metoda jest optymalna, a jesli nie, czy jest to najtansza ze znanych me-
tod?

Zadania

1. Wykazag, ze jesli liczba x jest liczba maszynowa, to dla dowolnego naturalnego # jest
A"y =x"(1+&)"", gdzie | £| < eps.
2. Roznicg kwadratow dwoch liczb mozna obliczy¢ z wzoru
a-a-b-b

lub
(a+b)(a-Db).

Realizacja ktérego wzoru (algorytmu) w arytmetyce zmiennopozycyjnej jest lepsza i dla-
czego?

3. Kiedy zadanie wyznaczenia y = ¢(x,, x,, x3) = x| + X, + x5 jest dobrze uwarunkowane?

4. Dlajakich warto$ci danych zadanie obliczenia y = ¢(x,, x,) = —x; +4/x; +x, jestzleuwa-
runkowane?

5. Wskaznik uwarunkowania obliczenia wartosci y = ¢(x) = x“ nie zalezy od x. Jaki on jest?



