X. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

10.1. Wprowadzenie

Rozwazmy uktad rownan rézniczkowych
yi=fit,y), ty=a<t<b, (10.1)
z warunkami poczatkowymi
Yi(ty) =Y, i=12,...,n. (10.2)

Zagadnienie (10.1)—(10.2) nazywa si¢ zagadnieniem poczqtkowym. Naszym zadaniem jest zna-
lezienie funkcji y(¢) bedacych rozwigzaniem ww. uktadu. W dalszym ciagu bedziemy pomijac
indeks i.

Idea numerycznego rozwiazywania zagadnienia poczatkowego jest nastgpujaca: wychodzac
od znanego warunku poczatkowego y,, ,,przebiegamy” przedziat [a, b] obliczajac przyblizone
warto$ci rozwiazania dla niektorych warto$ci zmiennej niezaleznej ¢, az zostanie osiagnigty ko-
niec przedziatu.

Niech ¢, (k= 1, 2, ...) oznaczaja pewne punkty przedziatu [a, b], przy czym ¢, < ¢, , oraz
t, = a. Niech kazdemu punktowi ¢, odpowiada liczba y, bedaca przyblizeniem wartosci doktad-
nego rozwiazania y(f,).

Rozwiazanie doktadne jest nieznane, ale spodziewamy sig, ze przyblizenia y,, y,, ... sa na tyle
dobre, ze odtwarzaja one w sposob wierny ksztatt funkcji y(7). Nasuwaja si¢ zatem co najmnie;j
trzy pytania:
® w jaki sposob nalezy okresla¢ punkty ¢, z,, ...,
® w jaki sposob nalezy oblicza¢ przyblizenia y,, y,, ...,
® jak mozna stwierdzi¢, ze warto$¢ y, jest dobrym przyblizeniem doktadnej wartosci y(#,), skoro

jest ona nieznana?

Numeryczne rozwiazywanie zagadnienia poczatkowego okreslamy inaczej jako calkowanie
zagadnienia poczatkowego. Diugos¢ kroku catkowania jest okreslona nastgpujaco:

hy=t, —t,,, k=12,...

Jezeli dla wszystkich punktow ¢, £,, ... mamy

t, —t,_,=h=const, k=12,...,

to mowimy, ze obliczenia sa wykonywane ze stalq dtugoscia kroku catkowania. W przeciwnym
przypadku mowimy, ze obliczenia sa wykonywane ze zmienng dtugoscia tego kroku.
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Cecha charakterystyczna catkowania numerycznego zagadnienia poczatkowego jest to, ze
przyblizenia y,, y,, ... sa obliczane kolejno dla kolejno nastgpujacych po sobie punktoéw ¢, 7, ... .
Niech y,, ,, ... , -, 0zZnaczaja obliczone juz przyblizenia dla punktow kolejno ¢,, ,, ... , ¢, _;.
Obliczenie przyblizenia y, dla nastgpnego punktu ¢, nazywamy jednym krokiem obliczen. Metoda
numeryczna jest to wyrazony za pomoca wzoru sposob obliczenia warto$ci przyblizenia
rozwiazania w jednym kroku obliczen.

Metody numeryczne rozwiazywania zagadnienia poczatkowego dzielimy na:

® metody jednokrokowe (w celu wykonania jednego kroku obliczen wykorzystujemy tylko
przyblizenie obliczone w bezposrednio poprzedzajacym kroku), wsrod ktorych wyrézniamy
metody wynikajace z bezposredniego zastosowania rozwinigcia Taylora, metody Rungego-
Kutty i metody specjalne,

® metody wielokrokowe (w celu wykonania jednego kroku obliczen wykorzystujemy przybli-
zenia obliczone w kilku kolejnych, bezposrednio poprzedzajacych, krokach), wsrdod ktérych
wyrézniamy liniowe metody wielokrokowe, nieliniowe metody wielokrokowe (metody spe-
cjalne) i metody predyktor-korektor,

® metody ekstrapolacyjne.

Definicja 10.1. Roznice
e (h) =yt +h) =y,

nazywamy bfedem aproksymacji metody w kroku ¢, =1¢,_, + h.
Moéwimy, ze metoda numeryczna jest rzedu p, jezeli dla kazdego zagadnienia
poczatkowego mamy

7(0)=0,7(0)=0,...,7”(0)=0 oraz r"*"(0) = 0.

Jezeli metoda jest rzedu p, to btad aproksymacji posiada rozwinigcie
7D (0)
(p+ D!

Pierwszy wyraz tego rozwinig¢cia nazywa si¢ czesciq gtownq bledu aproksymacyji.

7. (h) = h?"!

Definicja 10.2. Blqd catkowity odpowiadajacy punktowi ¢, = t,(h) = a + kh jest okre§lony wzo-

rem
e, =e (h)=y(t,) -y, (h).

Definicja 10.3. Metoda numeryczna jest zbiezna, jesli dla dowolnego £ > 0 istnieje stata H
= H(&) > 0, ze jesli warto$¢ h < H, to dla wszystkich punktow ¢, = t,(h) =a + kh
jednoczes$nie zachodzi

le, (W) |=|y(t) -y ()| <e, k=1,2,...,N=N(h).

Sens tej definicji jest nastgpujacy: jeslidlaz € [a, b] wykres rozwiazania doktadnego y(¥) oto-
czymy paskiem [y(?) - &, y(¢) + €], gdzie € oznacza dowolnie mata liczbg dodatnia, to przyblize-
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nia uzyskane dla dostatecznie ggstych podziatow odcinka [a, b] zawieraj sig w tym epsilonowym
otoczeniu.

Definicja 10.3 moze by¢ tez sformutowana réwnowaznie inacze;j.

Definicja 10.4. Metoda numeryczna jest zbiezna, jezeli dla kazdego ciagu h,,(m=1,2, ...) spel-
niajacego warunki #, > h, > ... oraz h,, ~ 0 przy m - 0, mamy

(m)‘
max |e — 0, gdy m— 0,
lgksN(m)‘ k » 8

gdZie e(m) - y(t m)) — Vi (hm)'

10.2. Bezposrednie zastosowanie rozwiniecia Taylora

Rozwazmy skalarne zagadnienie poczatkowe postaci
y' =, ya@)=y,. (10.3)
Niech ¢ € [a, b]. Zaktadajac istnienie pochodnych rozwiazania y = y(¢) do rzedu £ + 1, ze wzoru
Taylora otrzymujemy
2

k
Y+ D) = YO+ Y O+ Sy (O ey 0+ RO D) (104

gdzie R(t, h) = O(h**") oznacza reszte. Korzystajac z rownania (10.3) oraz zakladajac istnienie
pochodnych funkcji f dostatecznie wysokiego rzedu, mozna wyrazié pochodne y(¢) za pomoca
funkcji y(¢) oraz pochodnych funkc;ji f:

y'() = f(¥(1)),

d t
v = IR 100,
d t d
) = fU(»f((m+[f0(D}fwa»
dy® dy
wd - . enia & AT
Uwagal! Jesli rownania (10.3) przedstawiaja uktad » rownan, to wyrazenia —
oznaczaja macierze kwadratowe stopnia 7. y dy

Jesli w rownaniu (10.4) uwzglednimy tylko pochodna rz¢du pierwszego, to otrzymamy
y(t+h) = y(t) + I (9()) + O(h*),
skad po zaniedbaniu reszty mamy metodg postaci

Vis1 =Ve TH (V). k=0,1,.... (10.5)

Jest to metoda Eulera.

Korzystajac z wyrazen dla pochodnych pierwszego, drugiego i trzeciego rz¢du, z rownania
(10.4) mamy
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h2 ar (@) (y(t))

Y+ ) =y@)+ B () + === (y(®))
+% < f;,(f(t))f (v (z)){df (yy(t))} FO(6) + O™,

skad otrzymujemy metode¢ postaci

af (y;)
dy

J+ S ).

yk+1—yk+hf<yk>+— " f(yk)ﬂ O+ [ff;)}

Obie ww. metody sa jednokrokowe. Oprocz metody Eulera (10.5), wszystkie metody otrzymy-
wane w ten sposob wymagaja niewygodnego w praktyce 1 pracochtonnego obliczania pochod-
nych funkcjif, rzgdu tym wyzszego, im wigcej wyrazow rozwinig¢cia Taylora uwzglednimy przy
konstrukcji metody. Wyjatkiem sa tu metody, w ktorych pochodne te mozna obliczy¢ w sposob
rekurencyjny.

10.3. Metody wielokrokowe

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe postaci
Y () =f(ty), ya)=y,. (10.6)

Niech {¢,} oznacza ciag punktow, takich ze ¢, <¢,,,, k=1, 2, ... . Zaldézmy, ze ¢, = a + kh, gdzie
h > 0. Oznacza to, ze punkty ¢, sa rownoodlegle, czyli ze obhczema sa wykonywane ze statym
krokiem catkowania.

Dla ustalonego k (k= 1, 2, ...) Zastosowanie metody k-krokowej wymaga znajomosci wiel-
kosci vy, vy ..., Vi -1, be€dacych przyblizeniami warto$ci doktadnych y(¢,), ¥(¢)), ... , ¥(t,_,), gdzie
ty=a, yy = ¥t = y(a).

Przyjmijmy nieco ogdlniej, ze dla pewnego n > k s znane wielko$ciy, ;, ¥, x<1> - » V, -1 DE-
dace przyblizeniami warto$ci doktadnych y(z, _,), v(¢,_;.), --- » V(¢,_,). Algorytm metody k-kro-
kowej jest okreslony nastgpujaco:

k k
DTN ) VRN NS 107
j=1 j=0

gdzie f, ;= ft, v, ), a wspdtczynniki & i 5 sa odpowiednio dobranymi liczbami.

Definicja 10.5. Metoda k-krokowa jestjawna, gdy B,=0. Metoda k-krokowa jest niejawna, gdy
B # 0.
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Algorytm (10.7) dla metody jawnej ma postac

k k
Y)W 108)
j=1 j=1
a dla metody niejawnej —
k k
V=2 Yyt hY Byt BB (2, 9, (10.9)
j=1 Jj=1

W przypadku metody (10.9) w kazdym kroku catkowania musimy rozwiazac na ogét nieliniowe
rownanie (lub uktad ro6wnan nieliniowych). Okazuje sig, ze pomimo wigkszej pracochtonnosci,
zastosowanie metody niejawnej jest celowe.

Wz6r (10.7) okresla metode k-krokowa w sposob czysto formalny. Zajmiemy sig teraz wypro-
wadzeniami metod tej postaci.

Przepiszmy zagadnienie poczatkowe (10.6) w réwnowaznej postaci catkowe;j

t

YO =yt )+ [ fOryCdr, 1> 1,

t

n—1

Stad

t

n

() =y, )+ J S (x, y(x))dx. (10.10)

t

n—1
Przyblizajac funkcje podcatkowa za pomoca odpowiedniego wielomianu interpolacyjnego, a na-
stepnie catkujac otrzymany wzor otrzymamy metodg postaci (10.7).

Niech W(x) oznacza wielomian interpolacyjny stopnia k -1, taki ze
W(tn—/) = f(tnfj > y(tn—j ))7 .] = 17 27 L] k

Oznaczajac

f(tn—j):f(tn—jﬁy(tn—j))b j:1929"°7k9

oraz dokonujac zamiany zmiennych x=+¢,_, +th, wielomian W(x) zapisujemy w postaci Newtona
za pomoca roznic wstecznych:

t+1)...(t+k-2)
(k-=1)!
Funkcje podcatkowa we wzorze (10.10) przyblizamy wielomianem W(x), t;.

S, y(x) = W(x) +r(x),

gdzie r(x) oznacza btad interpolacji dany wzorem

W(t, . +th)=f(t,)+tVf({t, ) +...+ VEf ().

L+ k-1

r(x)=r(t,_, +th):f(k)(§(t))hk t(t+1). x
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Catkowanie wielomianu interpolacyjnego nie nastr¢eza trudnosci, a wynik catkowania bigdu in-
terpolacji uzyskujemy na podstawie twierdzenia o warto$ci sredniej dla calek, wykorzystujac
fakt, ze funkcja #(t + 1) ... (¢ + k - 1) ma staty znak w przedziale (0, 1).

Jezeli oznaczymy

1
ro=t ry = [ v g2
"0

to otrzymamy

k-1
y(t,) =y, ) +hY y V(@ )+ Ry TP E). (10.11)

Jj=0

Zalezno$¢ (10.11) jest doktadna i jest ona rownowazna z zaleznoscia (10.10), ktora z kolei jest
rozwiagzaniem zagadnienia poczatkowego na przedziale [¢, |, ¢,].

Wykorzystujac rownosé

VL (t,0) = Z(—l)m(; j Sy,

m=0

otrzymujemy wzoér (10.11) w innej postaci:
k
()= y(t, )+ B f (4, )+ (), (10.12)
j=1

gdzie
Ll m '
By = (1) Z (j—l}y'”’ Jj=L2,...,k.
1

m= j—

Zaniedbujac btad interpolacji oraz przyjmujac zamiast doktadnych wartosci y(z, - ) 1 Az, - )
=ft, -, ¥(t, ;) wartosci przyblizone odpowiednio y, ;i f, ;= f(t,_; ¥, ), otrzymujemy algo-
rytm metody Adamsa-Bashfortha postaci

k=1
Yn = V-1 +h27jvjfn—l
j=0

lub
k
Yu = Var ¥ B Byt (10.13)
j=1

Zauwazmy, ze wzor (10.13) ma posta¢ wzoru (10.8) 1 okresla metodg jawna.

Warto$ci wspdtczynnikoéw ¥; i 5 sa nastepujace:
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j| 0 1 2 3 4 5
0 1L s 3 21 95
/ 2 12 8 720 288
k ﬁkl ﬁkz ﬁk3 ﬂk4 ﬁks
1 1
) 3 1
2 2
I |
12 12 12
4 S5 _ 37 _9
24 24 24 24
5 1901 2774 2616 1274 251
720 720 720 720 720

W szczegolnosci z zaleznos$ci (10.13) otrzymujemy nastgpujace wzory Adamsa-Bashfortha:
® /=1 (metoda Eulera — por. (10.5))

yn :yn—l +h n—1»2

®f=2
Vo= Vs + 3Gy = i)
®f=3
Vo = Vs + = @3y 16,0+ 5,3),
® k=4

h
Yn = Vuaa + E(szn—l - 59fn—2 + 37fn—3 - 9fn—4)'
Niech teraz W (x) oznacza wielomian interpolacyjny stopnia k, taki ze
W(t, )= f(t, ;s (t,.), j=0,1... k.

Postepujac podobnie jak poprzednio otrzymamy

k
y(t) =y, ) +hY 7V )+ By (), (10.14)

Jj=0

gdzie
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0
7o =1, 7j:%Jt(t+1)...(t+j—1)dt, Jjzl
Tl

Zaleznos¢ (10.14) jest doktadna i rdwnowazna zaleznosci (10.10), a wigc takze zagadnieniu
poczatkowemu (10.6) na przedziale [z, ,, ¢,]. Uwzgledniajac, ze

J ;
Vi)=Y D ( jf(rn_mx
m=0 m
z wzoru (10.14) otrzymamy réwno$¢ doktadna
k —_—
y(tn) = y(tnfl) + hZﬂk;f(tnfj) + hk+27k+1y(k+2)(§n )J (1015)
j=0

gdzie
J— . k m _ X
ﬂ,g.:(—l)-fz( .]ym, j=0,1,... k.

m=j

Zastgpujac we wzorach (10.14) 1 (10.15) doktadne warto$ci przyblizonymi i pomijajac reszte
otrzymujemy metody Adamsa-Moultona postaci

k
yn :ynfl +hz 77jvjfn
j=0
lub
k —_—
Yo=Y 1) Bty (10.16)
j=0

gdzie f, ;= f(t, _;, v, ). Zauwazmy, ze wzor (10.16) ma posta¢ wzoru (10.9) i okresla metodg
niejawna.

Wartosci wspotczynnikow y ;1 Bkj podano w ponizszych tabelach.

o 1 2 3 4

, 1111
2 12 24 720
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k ﬁ_kO Ekl Ek2 EkS Ek4
S
2 2
N R T
12 12 12
N R
24 24 24 24
4 251 646 264 106 19
720 720 720 720 720

W szczegblnosci z zaleznosci (10.16) otrzymujemy nastepujace wzory Adamsa-Moultona:
® /=1 (wzor trapezow)

h
Yn = Vna +§(fn +fn71)’
h
yn :yn—l +E(5fn +8fn—1 _fn—Z)’

h
Yn =Vua +£(9fn +19fn—1 _an—2 +fn—3)'

Gdyby zastosowac wielomian interpolacyjny stopnia zerowego, tj. W(x)=£{t,, (t,)), to otrzy-
mamy jeszcze jedna metod¢ Adamsa-Moultona postaci

yn :yn—l +hfn'

Jest to tzw. wsteczna metoda Eulera.

Przepiszmy teraz zagadnienie poczatkowe (10.6) w nastgpujacej rOwnowaznej postaci:

WO =yt + [ [Gydy, 151,

[

skad otrzymamy

t

Y= 5ty )+ [ f (o y() . (1017

t1172

Niech W(x) oznacza wielomian interpolacyjny stopnia & - 1, jak w metodzie Adamsa-Bashfortha.
Funkcje podcatkowa we wzorze (10.17) przyblizamy tym wielomianem i wykonujemy catkowa-
nie. Otrzymamy

k-1
y(tn) = y(tan) + hz Vjvjf(tnfl) +... 9
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gdzie 1
v, =2, v,:i'jt(t+1)...(t+j—1)dt, iz,
=l

Pomijajac blad przyblizenia i zast¢pujac wartosci doktadne ich przyblizeniami otrzymujemy jaw-
ne k-krokowe metody Nystréma postaci

k-1
Yn = Vua *hY VIS (10.18)
j=0

W szczeg6lnoscei dla k=1 z wzoru (10.18) mamy
Yn = Vu-2 +2h n-1-

Jest to tzw. metoda punktu srodkowego.

Jezeli wezmiemy wielomian W (x) stopnia k taki, jak w metodzie Adamsa-Moultona i funk-
cje podcatkowa w zaleznosci (10.17) przyblizymy tym wielomianem, to po wykonaniu catkowa-
nia dostaniemy

k
() =y, )+ Y V@) +.,
j=0

gdzie

0
Vo=2, ¥, = [easn. s j-var, j>1.

!
-2

Stad, postepujac podobnie jak poprzednio, otrzymujemy niejawne metody Milne 'a-Simpsona po-

staci

k
Vo= Vua thY VYIS,
j=0
W szczego6lnosei dla £ = 2 mamy dwukrokowa metode Milne’a:

h
yn:yn72 +§(fn +4fn71 +fn—2)'

Do metod wielokrokowych zalicza si¢ takze metody wstecznego rozniczkowania, ktore pole-
gaja na przyblizeniu rozwiazania zagadnienia poczatkowego za pomoca odpowiedniego wielo-
mianu interpolacyjnego, a nastgpnie na przyblizeniu pochodnej rozwigzania za pomoca pochod-
nej tego wielomianu. Wsrod metod wstecznego rozniczkowania mamy tez metody jawne 1 nie-
jawne.

Okazuje sig, ze przy tej samej liczbie krokéw niejawne metody wielokrokowe maja wyzszy
rzad zbiezno$ci niz metody jawne. Potaczenie metod jawnych 1 niejawnych prowadzi do metod
predyktor-korektor, w ktorych predyktorem jest metoda jawna, a korektorem metoda niejawna.
Za pomoca predyktora uzyskuje si¢ poczatkowe przyblizenie rozwigzania w okreslonym punk-
cie, ktore nastepnie jest wykorzystywane w procesie iteracyjnym dla metody niejawne;.
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10.4. Metody Rungego-Kutty

Jak pamigtamy, zaleznos$¢ catkowa

WO =y)+ [ f (@ y(o)dr, >, (10.19)

jest rownowazna z roéwnaniem rézniczkowym dla ¢ > ¢,. Przyjmujac ¢,,, = t, + h zamiast ¢,
z réwnania (10.19) otrzymujemy

t

n+1

W) = y(@,) + [ /Gt y(@)t. (10.20)

t

n

W metodach Rungego-Kutty dokonujemy przyblizenia catki wystgpujacej] w powyzszym
wzorze za pomoca sumy o takiej postaci, ze kazdy sktadnik tej sumy wyraza si¢ przez y(z,).
W ten sposob wartos¢ y(z, .,), stojaca po lewej stronie, bedzie wyrazata si¢ jedynie poprzez war-
tos$¢ y(t,).

Dokonujac w zalezno$ci (10.20) zamiany zmiennych

dostajemy

1
W(ty) = 3, + B[ £ (&, +ch, y(t, + chyde.
0

Istnieje wiele sposobow obliczenia catki wystepujacej w powyzszym wzorze. Zastosowanie ich
polega na zastapieniu catki odpowiednia suma:

V(o) = y(0,)+ B W, f (8, + ch, y(t, + ) + E, (b, (10.21)

i=1

gdzie w; oraz c; oznaczaja dla ustalonego m >1 wspotczynniki zalezne od przyjgtego sposobu
przyblizenia catki, a E,,(h) oznacza btad przyblizenia. Zaleznos$¢ (10.21) jest tylko formalnainie
przedstawia poszukiwanego wyniku, gdyz warto$ci y(z, + c;1) sa nieznane. WartoS$ci te zastgpu-
je sig pierwszymi dwoma wyrazami odpowiedniego rozwinigcia w szereg Taylora.

Oznaczajac

ki(h) = f(t,, ¥(1,)),

i-1
k.(h) = f[tn +eh, y(t,)+hY agk,(h) |, P> 1,
j=1

zalezno$¢ (10.21) mozemy napisa¢ w postaci
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W) = ¥(t,) +hY Wik, (h) + R, (h),
i=1

gdzie R, (h) oznacza btad E, (h) wynikajacy z zastapienia catki suma i powigkszony o bledy wy-
nikajace z zastapienia wartosci y(¢, + ¢;4) pierwszymi dwoma wyrazami rozwinigcia w szereg
Taylora. Z rozwinigcia y(¢, + c;h) wzgledem poprzedniego punktu ¢, + ¢; ;4 wynikaja przy tym
zaleznosci

i,i-1 i i-1°
skad
i-1
cl.:Zal.j dlai>11¢=0.
j=1

Zastgpujac wartos¢ doktadna y(z,) przyblizong warto$cia y, 1 pomijajac btad R, (/) otrzymujemy

Voot = Vu + ) Wik, (10.22)
i=1
gdzie
ky=f(t,,,),
= 10.23
k.=f tn+cih,yn+h2aijkj], i>1, (1023)
j=1
przy czym
i—1
¢ =Y ag i>1l (10.24)

j=1

Powyzsze wzory zostaty wyprowadzone przy zatozeniu, ze zastosowano okreslony sposob
przyblizenia catki. Wzory (10.22) — (10.24) przyjmuje si¢ czgsto za podstawe definicji metod
Rungego-Kutty bez odwotywania si¢ do przyblizonego catkowania. O wspotczynnikach w;, c;
1a; zaklada sig, ze sa niezaleznymi parametrami spetniajacymi warunek (10.24). Wspotczynniki
te wygodnie jest przedstawia¢ w postaci ponizszej tablicy.

0
&) a
C3 as; as
cm aml amZ am, m-1
Wl W2 Wm -1 Wm
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Definicja 10.6. Bledem aproksymacji odpowiadajacym punktowi ¢,,, nazywamy wyrazenie
() = (1, + h) - (y(m +hY wik, (’“)J . (10.25)
i=1

Definicja 10.7. Méwimy, ze metoda Rungego-Kutty jest rzedu p, jesli dla kazdego zagadnienia
poczatkowego mamy
7, (0)=0, 72(0)=0 dla i=1,2,..., p oraz %" (0) =0,

n+l

gdzie r, ., (h) jest okreslone wzorem (10.25).
Okazuje sig, ze w ogélnosci rOwnan wiazacych wspotczynniki w;, ¢; 1 a;, ktore gwarantuja,
ze metoda jest rzedu p jest mniej niz liczba tych wspotczynnikéw. Stad dla danej liczby m we
wzorze (10.22), ktéra nazywa si¢ liczbq etapow metody Rungego-Kutty otrzymuje si¢ rézne ro-
dziny metod, w ktorych niektore ze wspomnianych wspotczynnikow przyjmuje si¢ za parametry.
Na przyktad, dla m = 2 1 rzedu p = 2 (nie istnieja dwuetapowe metody wyzszego rzedu) mamy
warunki

Z drugiego rownanie wynika, ze przypadki w, = 0 oraz ¢, = 0 sa wykluczone. Jesli wartos$¢ ¢, # 0
obierzemy jako parametr, to
2¢, -1 |
w, = , W, =——
2c, 2c,
1 stwierdzamy, ze istnieje nieskonczenie wiele metod dwuetapowych rz¢du drugiego. Przykta-
dami takich metod moga by¢:

® ulepszona metoda Eulera

ky=1(t,,y,),

k, =f(tn +lh,yn +lhk1j,
2 2

Vst =Yy + hky,

® metoda Eulera-Cauchy’ego

kl :f(tn7yn)9
ky=f(t, +h,y, +hk),

1
Vsl =V +5h(k1 +ky).

W przypadku m = 4 i p = 4 (nie istnieja czteroetapowe metody wyzszego rz¢gdu) mamy na-
stgpujacych osiem rownan wiazacych wspolczynniki:
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w+w, Fwy+w, =1,

2 2 2 1

3
Wil Cy + WylyyCy + Wyly3Csy = 5

1

3 3 3_
4
W3C3l3Cy + WyChlyyCo + WyCyly3Cy = s

2 2 2 _
Wil Cy + Wyl Cy + WylysCy = I

1
24

Wyldy3d3,C) =

Z rownan tych wynika, ze mozemy otrzymac¢ dwu- i jednoparametrowe rodziny czteroetapowych
metod Rungego-Kutty. W szczegdlnym przypadku dla nastgpujacej tablicy parametrow:

0

1

2 | 2

L

2 2

1o o 1
r2 2 1
6 6 6 6

otrzymujemy jedna z najbardziej popularnych metod Rungego-Kutty rzedu czwartego, zwana
po prostu metodq Rungego-Kutty postaci

ky=f(,,y,)

1 1
k2 :f(tn +Eh9yn +5hk1)9

1 1
k,= (z‘ +—h, +—hkj,
3 f n 2 yn 2 2

k,=f(t,+h,y, +hky),
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Vel =V, + éh(k1 + 2k, + 2k + ky).

Wykazano, ze dlam =1, 2, 3, 4 istnieje nieskonczenie wiele metod m-etapowych oraz ze dla
metody m-etapowej maksymalny rzad jest rtowny p = m. Dla m =5, 6, 7 maksymalny rzad jest
réwny m - 1,dlam=8,9 mamy p=m - 2, adlam > 10 dla maksymalnego rzedu zachodzi nie-
rownos¢ p < m - 2.
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W réwnaniach rozniczkowych czastkowych wystepuja pochodne czastkowe (réznych rzgdoéw)
funkcji, ktora nalezy znalez¢. Oprocz tego dla szukanej funkcji sg okreslone r6zne warunki brze-
gowe lub poczatkowo-brzegowe. Istnieje wiele metod numerycznego rozwiazywania takich
réwnan. Tutaj ograniczymy si¢ do rownania rz¢du drugiego i metody réznicowej jego rozwia-
zania.

Niech Q oznacza pewien obszar na ptaszczyznie xy, a I' — brzeg tego obszaru. Zatézmy, ze
w obszarze Q jest zadane rOwnanie rozniczkowe czastkowe drugiego rzedu postaci

u u u ou ou
a—;+2b tc——+2d—+2e—+gu=f, (11.1)
Ox oxox Oy Ox Oy

gdzie a =a(x,y), b= b(x,y), c = c(x,y),d = d(x, ), e = e(x, y), f= fix, y) 1 g = g(x, y) oznaczaja
dane funkcje okreslone w obszarze Q + T

Jezeli b* - ac <0 dla kazdego x, y € Q, to rtownanie (11.1) nazywa sig eliptycznym w obsza-
rze Q. Gdy b* - ac = 0, to rOwnanie nazywamy parabolicznym, a gdy b* - ac < 0 — hiperbolicz-
nym.

W ogdlnosci zarowno obszar €2, jak i jego brzeg I' moga by¢ dowolne. W dalszym ciagu zato-
zymy, ze obszar Q jest prostokatem postaci

Q={(x,y):0x<a,0<y< G}

o brzegu okreslonym wzorem

'={(x,y):x=0,010<y<flub0<x<aiy=0,f}.

Niech dla szukanej funkcji u = u(x, y), gdzie 0 < x < aoraz 0 < y < [, beda okre$lone naste-
pujace warunki brzegowe:
q)l (y)3 dla X = 09
®,(x), dla y=0,
Ir=0len)=1, 00, dia x-a. (2

(04 (X), dla y = ﬂa
przy czym

21 (0)=90,00), ¢,(@)=9;(0), @;(B)=9p4(2), ¢,(0)=0,(B).
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Pochodne czastkowe wystgpujace w rownaniu (11.1) moga by¢ przyblizone za pomoca ilora-
zO6w réznicowych. Mamy

Ju _ulx=h,y)=2u(x,y)+u(x+h,y)

ox? h?

J’u ulx—hy-k)—u(x—h,y+k)+ulx+h,y+h)—u(x+h,y—k)
oxdy 4hk ’
O’u _u(x,y+k)—2u(x,y)+u(x,y—k)

oy 2 ’

ou _u(x+h,y)—u(x—h,y)

ox 2h '

ou u(x,y+k)—u(x,y—k)

oy 2k ’

W celu rozwiazania zagadnienia (11.1) — (11.2) w obszarze Q definiuje si¢ siatke:

Yoy x=ihy= ik gdzie i=0.1....n j=0.1....m h=2% k=L
(x,) y=jk, g J

na ktorej konstruuje si¢ dla réwnania (11.1), uwzgledniajac przyblizenia pochodnych czastko-
wych, schemat roznicowy postaci

Uiy ;= 2U; + Uy Wiy jor =W T Ui e — Ui 1

a; P + b, Tk

Ui j1— 2“1‘]‘ TU; Uiy, — Uiy
TG > ta;

k h (11.3)
u. . —u .
1,j+1 i,j-1 _

te; A +gu; = fzj ,

i=12,....,n=-1, j=12,....m-1,
przy czym, zgodnie z warunkami (11.2), mamy
qu = (Dl(Jk)a unj = ¢3(]k)9 j: Oa 1,...,]’}’1, (11 4)
u, =@,(h), wu,=e¢,>Gh), i=12,...,n-1 '

Uwzgledniajac warunki (11.4), z zaleznosci (11.3) otrzymujemy uktad (n -1)(m -1) rownan
liniowych, ktére w zapisie blokowym mozna przedstawi¢ nast¢pujaco:
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'B, C, 0 0 0 0 0 | u n
4 B, C, 0 0o 0 0 0| u r
0 A4 B, C, 0 0 0 0 | u r
0 0 0 0 An—3 n-3 Cn—3 0 n-3 F3
0 0 0 0 An—2 Bn—2 Cn—2 n-2 )
L 0 O O An—l Bn—l__un—l_ _rn—l_

gdzie -~ ) ) )
Uy Tia
U, 7
w= 71, k=] 7| i=12,....,n-1,
_ui,m—l_ _n,m—l_

a A;, B, oraz C; oznaczaja macierze trojdiagonalne. Wzory na wspotczynniki tych macierzy
i sktadowe wektorow r; wynikaja z rozwazanego uktadu, ktory mozna rozwiazac na przyktad
metoda eliminacji Gaussa z pelnym wyborem elementu podstawowego.
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