VIIl. ROZNICZKOWANIE NUMERYCZNE

Z definicji pochodnej wiemy, ze

fr(x) =~ f(“hz_f(x) - T(h), h>0. @.1)
Funkcje fix + #) mozemy rozwina¢ przez zastosowanie wzoru Taylora:
hz hm+1 hm+2
S =)+ () +—f ")+t ——— "D () —— " (D),
2 (m+1)! (m+2)!
gdzie ¥ € (x, x + h). Podstawiajac to rozwinigcie do wzoru (8.1) mamy
T(hy=ty+h+,h° +...+ 7, h" + 0", (h), (8.2)
gdzie G
, ST ()
Ty = X), Tp="—""T""_—> 9 < , M.
o =S'(x), 7, 1)
Podobnie,

f(x+h)_f(x_h):T(h)
2h

1jesli zastosujemy rozwinigcie Taylora do funkcji f(x + /) 1 f{x - k), to otrzymamy

f'(x) =

T(hy=ty+ 10" +...+ T, B + " a,, (h), (8.3)

gdzie

(2k+1)
i GO N

Tozf'(x)a Z-k (2k+1)' s

., .

Jesliwe wzorach (8.2)1(8.3) zaniedbamy reszte, to funkcje 7(h) mozemy traktowaé jako wie-
lomian zmiennej 4 (we wzorze (8.2)) lub zmiennej h* (we wzorze (8.3)). W obu przypadkach

mamy
7o=/1"(x)

1 w celu wyznaczenia tej wielkos$ci stosuje si¢ metode Romberga.

Niech A, oznacza pewien dany krok i niech

_ N
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gdziep, (k=1, 2, ..., m) oznaczaja rdzne liczby catkowite tworzace ciag rosnacy. Traktujac dtu-

gosci krokow jako wezty interpolacji, a wartosci

af
T,=T(h), i=0,1,...,m,

jako warto$ci w weztach, mozemy zbudowaé wielomian interpolacyjny zmiennej 4 (dla wzoru
(8.2)) lub zmiennej /* (dla wzoru (8.3)). W drugim przypadku wielomian ma postaé

— af
T (h=t1,+7h" +...+1,h"

1 spetnia warunek .
T.(h)=T(h) i=0,1,...,m.

Wartos¢ Z_an (0) jest dobrym przyblizeniem pochodnej. Moze by¢ ona obliczona za pomoca

algorytmu Neville’a:

Ty =T poy +— P » Isksism.
(hi_kj 1 (8.4)

Zwykle przyjmujemy h;, = 2—? 1 wowczas wzor (8.4) ma postac

7;,/(—1 - 7;—1,/{—1
4k -1

Ly =T, +



IX. CALKOWANIE NUMERYCZNE

9.1. Wprowadzenie

Czgsto obliczenie calki, czyli wyznaczenie funkcji pierwotnej, jest metodami analitycznymi
bardzo trudne lub niemozliwe. Ponadto, jesli funkcja podcatkowa jest okreslona za pomoca tab-
licy, to pojecie funkcji pierwotnej traci sens i wowczas mozemy obliczy¢ jedynie przyblizona
warto$¢ catki. Gdy przedziat catkowania jest skoficzony, to wiele sposobow przyblizonego obli-
czania catek polega na tym, ze funkcj¢ podcatkowa F(x) zastepujemy funkcja interpolacyjna
@(x), ktora mozna tatwo catkowac. Jesli, na przyktad, ¢(x) oznacza wielomian interpolacyjny

Lagrange’a dla funkcji F(x) z weztami interpolacji x,, x,, ... , X, tzn.
N N oy—x.
p(x) = Ly(x)=> FO)[] =
i=0 =0 Xi T
J J
ji

to oznaczajac
N

x—xj

(Di(x):H
j=0%i T X

J#EI

1 podstawiajac w miejsce funkcji podcatkowej F(x) wielomian ¢(x) otrzymamy
b b N b
jF(x)dx ~ jgo(x)dx = Z A F(x;), gdzie 4; = j@i(x)dx.
a a i=0 a

Jesli
| F(x)—(x)|<& i x €[a,b],

to
b

< j | F(x) - o(x) |dx < e(b - a).

a

b N
j F(x)dx =Y AF(x,)|=

b
[(F() - p(x)dx

Zatem mozemy obliczy¢ catke z dowolna doktadnoscia, jesli tylko funkcje F(x) mozna przy-
blizy¢ wielomianem z dowolna doktadnoscia. Oprocz wielomian6w mozna stosowaé inne
funkcje interpolacyjne, na przyktad funkcje wymierne i trygonometryczne.

Podobny wzér przyblizonego catkowania otrzymamy, gdy przedziat catkowania podzielimy
na podprzedzialy i w kazdym podprzedziale zastosujemy ww. sposob catkowania.

Gdy funkcja F(x) ma osobliwosci utrudniajace dobre przyblizenie (na przyktad, gdy jest nie-
ograniczona lub w przedziale catkowania nie istnieja jej pochodne niskiego rz¢du), to opisany
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sposob calkowania mozna zmodyfikowac¢. W takich przypadkach funkcje F(x) przedstawiamy
w postaci iloczynu F(x) = p(x)f(x), gdzie f(x) oznacza funkcjg, ktora mozna dobrze przyblizy¢,
a funkcja p(x) ma wszelkie osobliwosci funkcji podcatkowej utrudniajace to przyblizenie.
Woéwecezas funkcja ¢(x) oznacza wielomian interpolacyjny dla funkcji f{x), tj.

b b b N b
[ Feodx= [ p(x)fdx =~ [ p(x)e(n)dr =Y 4if (x), gdzie 4] = [ p(x)®,(x)dx.
a a a i=0 a

Sposob ten stosuje si¢ tez do obliczania calek o nieskonczonym przedziale catkowania.
Funkcja p(x) okres$la wowczas ,,szybko$¢ malenia” funkcji F(x), gdy x — too.

9.2. Ogolny wzér catkowania numerycznego

Do przyblizonego obliczania catek

b
1) = | p(O)f ()dx ©.1)

a

bedziemy stosowaé wzory postaci
N
S(f)=D A4S (x), x; €la,b], 9.2)
i=0

gdzie wspdtczynniki 4, nie zaleza od funkcji f{x). Wzor (9.2) nazywamy kwadraturq, a punkty
x;—weztami kwadratury. Funkcje p(x) nazywamy funkcjq wagowq lub krétko wagq. Przy wypro-
wadzaniu wzordéw postaci (9.2) funkcje wagowa bedziemy uwazac¢ za ustalona.

Blqd kwadratury oznaczamy przez E(f), tj.

E(f)=1(f)-S(f).
Za kryterium dokladnosci kwadratury przyjmuje sig¢ zgodno$¢ funkcji S(W) i I(W), gdzie W
oznacza wielomian.

Definicja 9.1. Mowimy, ze kwadratura (9.2) jest rzedu r, gdy:
a) I(W) = S(W) dla wszystkich wielomianéw W(x) stopnia mniejszego od r,
b) istnieje wielomian W(x) stopnia r, ze [(W) = S(W) (r >1).

Twierdzenie 9.1. Kwadratura (9.2) jest zbiezna dla kazdej funkcji f € Cla, bl wtedy i tylko wte-
dy, gdy
a) jest zbiezna dla kazdego wielomianu, tj. E(W) - 0, gdy N ~ oo,
b) istnieje stata M niezalezna od N, taka Ze

i‘Af(N)\S M; N=1,2,....

i=0

Dowdd tego twierdzenia pomijamy. u



100 IX. Catkowanie numeryczne

9.3. Kwadratury Newtona-Cotesa
Niech
N ! Nox—x,
S()= 2 A4f(x), gdzie 4, = [ p@)®,dv i o, =[[—L (o3,
i=0 a

j=0Yi T X;
=i

Btad przyblizenia funkcji f{x) wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a L,(x) jest postaci
1
Ry ()= [ (%) = Ly (%) = ———py. () /"D (D),
(N +D!

gdzie £ oznacza pewien punkt posredni przedziatu (a, b) oraz
Py (X)) =(x—xp)(x—x7) ... (x—xy).

Kwadratury (9.3) z weztami rownoodlegtymi nazywamy kwadraturami Newtona-Cotesa. Naj-
wigksze znaczenie praktyczne maja tzw. wzory zamkniete, w ktérych konce przedziatu catkowa-
nia sa wezlami 1 waga p(x) = 1. Maja one postac

S()=). Af
i=0

odzie 9.4)
N

b N-i
_ _(=D"hpt(t-1)...(t=N)
Ai_'[(Di(X)dx_i!(N—i)!»([ (z‘—i) dt,

przy czym h = (b -a)/N oraz f; = fla + ih).

Ponizej podajemy dwie podstawowe wlasnosci kwadratur (9.4).

1. Jezeli liczba N jest nieparzysta, to kwadratura (9.4) nie jest doktadna dla wszystkich wielo-
mianéw stopnia N + 1 i liczba N + 1 jest jej rzgdem doktadnosci. Gdy liczba N jest parzysta,
to kwadratura (9.4) jest doktadna dla wielomiandéw stopnia N + 1 i jej rzad wynosi N + 2.
Ogolnie rzad kwadratury Newtona-Cotesa jest zatem dany wzorem 2[N/2] + 2, gdzie [ | ozna-
cza czes$¢ catkowita.

2. Jezeli funkcja f'e C'[a, b], gdzie r = 2[N/2]+2, to blad kwadratury mozna przedstawi¢ w po-

staci
E(f)=M, "),

gdzie £ € (a, b), a wspotczynnik M, nie zalezy od funkcji f.
Dla N =1 mamy

1 1
1 1
AO:—h'([(t—l)dt:Eh, Alzh.([tdtzah.
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Stad
S(f) = %h(fo 1.

Jest to wzor trapezow. Stosujac twierdzenie o wartosci sredniej dla catek mozemy wyznaczy¢
jego btad:

b b
E(f)= [(x=a)x=b)f P (Odr= f P (&)[ (x—a)(x—b)dx = —%iff@(:l),

przy czym f € C[a, b, £, € [a,b]ih=b -a.
Dla N =2 otrzymujemy
dy=tn a4 =2n a4 =1,
3 3 3
skad

S(f) = %h(fo VAL 4 1),

Jest to wzor parabol, zwany tez wzorem Simpsona, ktorego blad wynosi

b-—a

E<f>=—9—10h5f<“>(§2>, £ c(a.b), h=

W podobny sposdb mozemy wyprowadzi¢ kolejne wzory Newtona-Cotesa (dla kolejnych
warto$ci N) 1 okresli¢ ich btedy. Jesli kwadrature zapiszemy w postaci

_b—a <
S(f)= Ns Zai i

i=0

to wartosci wspotczynnikéw Ns oraz «; beda takie, jak w ponizszej tablicy.

N ¢« Ns | blqd | Nazwa wzoru

1 1 1 2 BfAE)12 Wzor trapezow

2 1 4 1 6  WfI(E)90 wzor Simpsona

31 3 3 1 8  3KM(E)/80 wzor ,,trzech 6smych”
4 7 32 12 32 7 90  8K'fO(E)/945 wzor Milne’a

5 19 75 50 50 75 19 288 275K7f9(£)/12096 —

6 41 216 27 272 27 216 41 840 9A°f®(E)/1400 wzor Weddle'a

Dla wigkszych warto$ci N niektore warto$ci ¢ staja si¢ ujemne i wzory sa numerycznie nieuzy-
teczne (przy obliczaniu sum w podanym wyzej wzorze wystepuje redukcja cyfr).
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9.4. Kwadratury ztozone Newtona-Cotesa

Definicja 9.2. Kwadraturq ztozong nazywamy kwadrature, ktora jest suma kwadratur na pod-
przedzialach.

Aby otrzymac¢ kwadraturg ztozona nalezy:

® przedziat calkowania [a, b] podzieli¢ na pewna liczbg podprzedziatow,

® w kazdym podprzedziale zastosowa¢ kwadraturg niskiego rz¢du i wyniki zsumowac.
Podzielmy przedziat [a, b] na m czgSci o dlugosci 4 = (b -a)/m. Stosujac w kazdym podprze-

dziale wzor trapez6w mamy

SN=3 S =l Lo fie ot fie L),
i=0

gdzie f;= fla + ih). Jest to tzw. wzdr ztozony trapezéw. Jezeli f € C?[a, b}, to blad tego wzoru jest

rowny
m—1

R e (-2’ 1 @)
E(f)= 12;f (&)= Epen mgof (&)s

gdzie & € (a+ih,a+ (i + 1)h). Poniewaz $rednia arytmetyczna znajduje si¢ pomigedzy najmniej-
sza i najwieksza warto$cia funkcji /@(x) w przedziale [a, b] i funkcja ta jest ciagla, wiec istnieje
punkt £ € [a, b], taki ze

WA EVAIE!

Zatem

_(b-a) o
E(f)= 27 909).

Jezeli przedzial catkowania podzielimy na m czg¢$ci o dlugosci 4 = (b —a)/m, gdzie m oznacza
liczbg parzysta i w kazdym z podprzedziatéw [a, a + 24h], ..., [a + (m -2)h, b] o dlugosci 24 za-
stosujemy wzor parabol, po czym wyniki zsumujemy, to otrzymamy wzor ztoZony parabol:

m/ 2

S(f)——z (S ¥4S 00+ /)

:g[fo +fn T20 0ttt [ A+ i+ )]

Btad tego wzoru jest rowny

(b-a)®

“)
130m" /().

E(f) =~
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9.5. Metoda Romberga

Jak wiemy, w celu przyblizonego obliczenia catki

b

I f(x)dx

a

mozna zastosowac¢ wzor ztozony trapezow

S(f)=h(%fo b fi e +%fm),

gdzie h = (b -a)/m. Przepiszmy ten wzor w postaci

T(h):h{%f(a)+f(a+h)+...+f(b—h)+%f(b)}. 9.5)
Dla wzoru (9.5) jest prawdziwe ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 9.2. Jezeli funkcja f € C*" " *[a, b], to wzor (9.5) posiada rozwiniecie
T(hy=r1,+ 1" +0,h* +... + ., h”" +a, (Wh*"?, (9.6)
i
gdzie ,
7= [ F(n)ax,

T, oznaczajq state niezalezne od h oraz istnieje stata M > 0, taka ze

|, (W) < M

n+l

dla kazdego h = (b -a)/m.

Dowdd pomijamy. [

Jezeli we wzorze (9.6) zaniedbamy reszte, to funkcje 7(4) mozemy traktowac jako wielomian
zmiennej 4%, ktory dla 4 = 0 ma szukana warto$¢ 7,. W celu obliczenia 7, mozna zastosowaé me-
tode Romberga.

Niech ciag

n P

gdzie {p,} oznacza rosnacy ciag liczb naturalnych, be¢dzie ciagiem dtugosci krokow, dla ktérych
obliczamy

df
Ty=T(h), i=0,1,...,n. (9.7)

Traktujac dtugosci krokow jako wezty interpolacji, a wielkosci 7}, jako warto$ci w weztach, mo-
zemy zbudowa¢ wielomian interpolacyjny zmiennej h*:
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— af
T (W=ay+ah’+...+ah™,

taki ze _

T.(h)=T(h) i=0,1,...,n
Ekstrapolowana warto$¢ 7_:m (0) dobrze przybliza szukana warto$¢ catki. Warto$¢ ta moze by¢
obliczona za pomocg algorytmu Neville’a.

Niech ]_;k (h) oznaczadlaiorazk (n > i > k >1) wielomian stopnia k zmiennej 4%, dla ktorego

T,(h)=T,, j=i-ki-k+1,..,i

df _
Z algorytmu Neville’a dla ekstrapolowanej wartosci 7, = T;, (0) otrzymujemy wzor
I =T,
Ty =T+ L 1<k<i<n
(h,._kj . 9.8)
h
Za pomoca tego wzoru mozemy utworzy¢ tablice postaci

TOO

\

/ Tll

\

TlO / T22

\ \

/ T2l / T42

\

T20 / T32

\

/ T31 Tnn
T30
TnO

w ktorej element 7, jest szukanym przyblizeniem calki.

Dla krokéw o dlugosciach h,=b —a i h, = hy/2 element T, przedstawia wzor Simpsona. Z za-
leznosci (9.7) 1 (9.8) mamy bowiem

7@=Tww=w—a{§ﬂw+§fwﬂ,

b a+b

—all 1
> {Ef(a)‘Ff( > )+5f(b)}

Ty=T(h)=
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TlO_Z)O ZT(hl)-l- T(hl)_T(hO) _ 4

(ho) . 3 3
hl

4 b-all 1 1 1 1
75 bf(a)ﬂf( )+§f(b)}—g(b—a)bf(aﬂgf(b)}
b_a[f(a)+4f(a+b)+f(b)}.

T(h)- % T(hy)

a+b
2

6 2

Jesli hy=5b -aih, = hy/3, to element T, przedstawia wzor ,,trzech 6smych”.
W metodzie Romberga wykorzystuje si¢ zwykle nastepujace ciagi:
® ciag Romberga, w ktorym

h h h
hy=b-a, hI:?O, hzzgl, h3:72, cees
® ciag Bulirscha, w ktorym
h h h h h
hozb_a, hlzgo’ hzz?o, h3:?0, h4:?0, h5:§0’

Okazuje sig, ze w przypadku ciagu Bulirscha mamy mniejszy naktad obliczen dla obliczenia
nowej wartosci 7(4,).

9.6. Kwadratury Gaussa

Jak wiadomo (zob. p. 9.3), dla kwadratur Newtona-Cotesa postaci

N b
S =D AS ) A = [ )P (), 9.9)
k=1 a

rzad wynosi co najmniej N + 1. Rozpatrzmy teraz przy ustalonej wadze p(x) i liczbie N problem
wyboru weztow 1 wspdtczynnikow tak, aby rzad kwadratury byt jak najwyzszy. Kwadraturg taka
nazywamy kwadraturq Gaussa.

Poniewaz mamy do wyznaczenia 2(N + 1) staltych (N + 1 wspotczynnikow i N + 1 weztdw),
nalezy przypuszczac¢, ze mozna je dobra¢ tak, aby kwadratura byta doktadna dla wielomianow

stopnia mniejszego niz 2(N + 1). Dla kwadratur Newtona-Cotesa pokazalismy, ze wspotczynniki
kazdej kwadratury rz¢du co najmniej N + 1 sa okre§lone wzorem

b
4, = [ p(r)®, (x)dx.

Wystarczy zatem odpowiednio wybraé wezty x,. W tym celu konieczna jest znajomos¢ wielo-
miandéw ortogonalnych.
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Definicja 9.2. Ciag wielomianow

(P,(K)} = {By(x), B(x),..., Py(2),...} (9.10)

nazywamy ciggiem wielomianow ortogonalnych w przedziale [a, b] z waga p(x),
gdy

j P(X)P.(x)P, (x)dx =0 dla n#m.

Dla wielomianow ortogonalnych sa prawdziwe ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 6.3. W przedziale (a, b) wielomiany ortogonalne posiadajq tylko jednokrotne pier-
wiastki rzeczywiste.

Twierdzenie 6.4. Nie istnieje kwadratura (6.9) rzedu wyzszego niz 2(N + 1). Kwadratura ta jest
rzedu 2(N+1) wtedy i tylko wtedy, gdy wezly x, sq pierwiastkami wielomianu
Py (x) z ciggu (6.10).

Twierdzenie 6.5. Wszystkie wspotczynniki w kwadraturach Gaussa sq dodatnie.

Dowody tych twierdzen mozna znalez¢ m. in. w [3]. u

Kwadratury Gaussa zaleza od wagi p(x) i przedziatu [a, b]. PoniZej wymieniono rézne przy-
padki.
® [a,b]=[-1,1], p(x) =1
Wielomianami ortogonalnymi (dla podanego przedzialu i wagi) sa wielomiany Legendre’a
okreslone wzorem

_ 1 dn 2 n
I)n(x)_ znn!dxn ('x 1) H

akwadratury nazywa si¢ w tym przypadku kwadraturami Gaussa-Legendre 'a. Wspotczynniki
tych kwadratur i btad dane sa wzorami
2 22V (N + DI

4= (N +2) Py (X) Py (x) FU)= QN +3)[RN+2)!T

SN,

gdzie x, oznaczaja zera wielomianu Py_,(x),a &€ (-1, 1).
Gdy przedziat catkowania [a, b] jest inny niz [~ 1, 1], to nalezy zmieni¢ zmienng catkowania
stosujac podstawienie
a+b b-a
= +
2 2

t

X.

Woweczas

jf(z)dt:b;“jf(“;b+b;“xjdx:b_7“jg(x)dx
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1 mamy
b h—a <
Jr@di=s( =253 A4S @),
a k=0
gdzie
t_a+b+b—ax
2 2 P

przy czym x, oznaczaja zera wielomianu P, ,,(x), a bfad jest dany wzorem

b-a)*"[(N+D1*

(2N+2) b,
oNsdeNio ) & es@h)

E(f)=

® [a,0]=[-1, 11, p(x) = (1 - (1 +xY, & B>-1

Wielomianami ortogonalnymi sa w tym przypadku wielomiany Jacobiego okreslone wzorem

J (x,a,p)= %(1— x) “(1+x)* ;in

a kwadratury nazywa si¢ kwadraturami Gaussa-Jacobiego. Ich wspdtczynniki i1 btad sa dane
wzorami

[(1-x)“""(1+x)7"],

QN+a+B+HI(N+a+2)[(N+f+2)-2%7
C(N+a+ B+ 2T (N+a+f+2)Tyn(xpa, BT (xpa, BN +2)!
T(N+a+2)[(N+B+2)T(N+a+ B+2)(N +1)l22Vre+is N (g
QN+a+B+3)TRN+a+f+3)] (2N +2)! ’

K=

E(f)=

gdzie x, oznaczaja zera wielomianu J, ,(xk, &, B), £ € (-1, 1), a I" oznacza funkcjg gamma
Eulera:

I'(x)= Itx_le_tdt, x> 0.
0

W szczegblnym przypadku, gdy &= = 0 otrzymujemy kwadratury Gaussa-Legendre’a. In-
nym przypadkiem szczegblnym jest &= = -1/2, tj. gdy waga dana jest wzorem
1
Px) = ———.
I-x
Woéwcezas kwadratury nazywa si¢ kwadraturami Gaussa-Czebyszewa, a wielomianami orto-
gonalnymi sg wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju okreslone wzorem

T, (x) = cos(narccos x).

W kwadraturach Gaussa-Czebyszewa wszystkie wspotczynniki sg rowne:

_ T
N+1

k
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Wezly okresla wzor
os QRk+DHr

xk:C .
2N +2

® [a,b)=[0, =), p(x)=e™
Wielomianami ortogonalnymi sa wielomiany Laguerre’a okreslone wzorem

L (x)=(-D"e" d—(x”efx ).
dx"
Waga p(x) = e * zapewnia zbieznos¢ catki

[ P (),

gdzie W(x) oznacza dowolny wielomian. Kwadratury takie nazywa si¢ kwadraturami Gaussa-
Laguerre’a. Ich wspotczynniki i btad okreslaja nastgpujace wzory:

[(N+D)!T E(f)= [(N+ DT

(2N+2)
Ly (x) Ly (%) (2N +2)! J (),

k =
gdzie x, oznaczaja pierwiastki wielomianu L, . (x), a £ € (0, «).

g (Cl, b) = (—oo’ oo)’ p(x) = exp(_xz)
W tym przypadku mamy kwadratury Gaussa-Hermite 'a z wielomianami ortogonalnymi Her-
mite’a, ktore sa okreSlone wzorem

H,(x)=(-1)"e" d”
dx"
Wzory na wspotczynniki i btad sa nastgpujace:
_ 2N+2(N+1)!\/; E(f)— (N+1)\/; f(2N+2)(§)
k , 5 - ,
Hy o (x)Hy () 2V (2N +2)!

gdzie x, oznaczaja pierwiastki wielomianu H,,,(x), a £ € (—o°, o).

W praktyce nie stosujemy kwadratur Gaussa wysokiego rz¢du 1 na og6l nie obliczamy kazdo-
razowo weztow 1 wspolezynnikdw, lecz postugujemy si¢ odpowiednimi tablicami.

9.7. Kwadratury ztozone Gaussa
Rozpatrzmy kwadraturg Gaussa-Legendre’a. Podzielmy przedziat catkowania [a, b] nan row-

nych cze$ci. Stosujac do obliczenia catki kwadratureg ztozona ze wzorami rzedu 2N + 2 na kaz-
dym podprzedziale, otrzymamy blad

_ (b-a e [(N+1)!]4 (2N+2)
E(f)_"( " j oNyeNiop) & es@h)
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Z wzoru tego wynika, ze zwigkszajac liczbg podprzedziatow (tj. warto$¢ n) mozemy dowolnie
zmniejszy¢ blad.

Dla N=11n=m/2, gdzie m oznacza liczb¢ parzysta, mamy

b 5l av2(j+h
[r@o=% [rewds
a J=0 at2jn

oraz (w tym przypadku x, = —%, X, = T =4, =1

m

S(f)= hZ{ [a+h( % } [a+h +%+z]ﬂ}, h:b’;a_

Btad jest okreslony wzorem

(b-ay

)
7om 7/ (&), ce(a,b)

E(f)=



